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zösischen Mathematikern besorgt, hatzuerscheinen begonnen. 

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathe- 
matischen und naturwissenschaftlichen Zeitschriften meines 
Verlags, als da sind: Die Mathematischen Annalen, die 
Bi “Zeitschrift für Geschichte der 
en, das Archiv der Mathematik 


und Physik, die Jahresberichte der Deutschen Mathematiker, 
Vereinigung, die Zeitschrift für Mathematik und Physik, 
Organ für angewandte Mathematik, die Zeitschrift für 
mathematischen uud naturwissenschaftlichen Unterricht, 
die Mathematisch-naturwissenschaftlichen Blätter, die 
Monatshefte für den naturwissenschaftlichen Unterricht 
aller Schulgattungen, die Geographische Zeitschrift, das 
Archiv für Rassen- und Gesellschafts-Biologie, ferner 
Himmel und Erde, illustrierte naturwissenschaftliche Mo- 
natsschrift u. a. | 

Seit 1868 veröffentliche ich: „Mitteilungen der Ver- 
lagsbuchhandlung B. G. Teubner“. Diese jährlich dreimal 
erscheinenden „Mitteilungen“, die in 35000 Exemplaren 
im In- und Auslande von mir verbreitet werden, sollen 
das Publikum, das meinem Verlage Aufmerksamkeit schenkt, 
. von den erschienenen, unter der Presse befindlichen und 
von den vorbereiteten Unternehmungen des Teubnerschen 
Verlags durch ausführliche Selbstanzeigen der Verfasser 
in Kenntnis setzen. Die Mitteilungen werden jedem Inter- 
essenten auf Wunsch regelmäßig bei Erscheinen umsonst 
und postfrei von mir übersandt. Das ausführliche „Ver- 
zeichnis des Verlags von B. G. Teubner auf dem Gebiete 
der Mathematik, Naturwissenschaften, Technik nebst 
Grenzwissenschaften‘“ 101. Ausgabe, mit eingehender syste- 
matischer und alphabetischer Bibliographie und einem 
Gedenktagebuche für Mathematiker, 10 Bildnissen sowie 
einem Anhange, Unterhaltungsliteratur enthaltend [UXX X], 
392 u. 92 8.] gr. 3. 1908, steht Interessenten umsonst 
und postfrei zur Verfügung. | 


Leıpzıa, Poststraße 3. 


B. G. Teubner. 
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Vorrede. 


Das Erscheinen dieses Taschenbuches bedarf nach Lage der 
Verhältnisse kaum einer Rechtfertigung; denn während es bei- 
spielsweise Taschenbücher für Chemiker und Astronomen, Tech- 
niker und Geographen gibt, die sich großer Verbreitung und Be- 
liebtheit ‚bei den betreffenden Berufsgenossen erfreuen, fehlte es 
bisher an einem entsprechenden Hilfsmittel zum täglichen Ge- 
brauch der Mathematiker und Physiker, so daß diese genötigt 
waren, sich an das zu halten, was etwa in den genannten fremden 
Taschenbüchern für ihre Zwecke zu finden war. Durch das nun 
begonnene Unternehmen wird somit eine allgemein empfundene 
Lücke ausgefüllt. 

Ebensokurz läßt sich die Frage erledigen, warum in dem 
vorliegenden Taschenbuche zwei Wissenschaften miteinander kom- 
biniert erscheinen. Handelt es sich doch um zwei Disziplinen, die 
in durchgängigem theoretischem und praktischem Konnex mitein- 
ander stehen, die von den Studierenden fast allgemein gemein- 
schaftlich bearbeitet. und von den Lehrern fast allgemein gemein- 
schaftlich unterrichtet werden. Ein Taschenbuch für Mathematiker 
würde daher mit einem Taschenbuch für Physiker einen großen 
Teil des Inhalts gemein haben; eine Wiederholung, die hier von 
vornherein durch die Zusammenfassung in ein einziges Taschen- 
buch vermieden worden ist. 

Bei den innigen Beziehungen der Naturwissenschaften unter- 
einander erschien es erforderlich, auch die Nachbargebiete einiger- 
maßen zu berücksichtigen, und so werden denn für diesmal 
wenigstens einige wichtige Angaben aus der Astronomie und der 
allgemeinen Chemie gebracht. 

Im übrigen ist zu berücksichtigen, daß der erste Jahrgang 
eines Unternehmens wie das vorliegende in mancher Hinsicht 
noch kein vollständiges Bild dessen gibt, was geplant ist. Denn 
bei der Fülle des Stoffes mußte, und das selbstverständlich, darauf 
verzichtet werden, in jedem Jahr alles zu bringen, und so mußte 
man sich für diesmal auf die grundlegenden Dinge und die wich- 
tigsten Einzelheiten beschränken. Die folgenden Jahrgänge 
werden in dieser Hinsicht, wie zu hoffen steht, für viele Benutzer 
interessanter werden, insofern sich alsdann durch Weglassung 
alles dessen, was nicht in jedem Jahrgange zu stehen braucht, 
Raum erübrigen lassen wird für weitergehende Einzelheiten, ins- 
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besondere auch für moderne Entwickelungen (obgleich auch schon 
hier natürlich überall versucht worden ist, den neuesten Stand- 
punkt zu geben). Auf solche später zu behandelnde Sachen be- 
ziehen sich die Zeichen [—]. Ebenso werden späterhin andere 
Nachbargebiete, wie die Kristallographie, die Technik, die Photo- 
- graphie usw., in den Stoffkreis einbezogen werden. Etwaige 
Wünsche aus dem Kreise der Interessenten sind stets willkommen 
und werden reiflich erwogen werden. 

Neben den wissenschaftlichen Nachweisen erschien es ange- 
zeigt, auch eine Reihe von andern Angaben zu bringen. So ent- 
hält denn der vorliegende Jahrgang ein Verzeichnis der mathe- 
matischen und physikalischen Zeitschriften und Gesellschafts- 
schriften, Bezugsquellen für mathematische und physikalische 
Apparate, ein Verzeichnis neu erschienener mathematischer und 
physikalischer Bücher, sowie eine Liste der Hoch- und Mittel- 
schullehrer, letztere in dem durch den verfügbaren Raum ge- 
botenen Umfange. Ferner ist auf die Zahlentafeln hinzuweisen, 
die ihrer handlichen Form wegen vielen Benutzern bequem sein 
werden, auf den Kalender usw. Endlich findet man eine Toten- 
liste, und dem größten unter diesen Toten, dem Lord Kelvin, 
dessen Porträt unsern Band schmückt, ist ein etwas eingehenderer 
Nachruf gewidmet. 

Bei der Abfassung des Ganzen habe ich mich der Mitwirkung 
der Herren Wölffing in Stuttgart (Mathematik und ein Teil der 
vermischten Angaben), Liebmann in Leipzig (Mechanik), Knopf 
in Jena (Astronomie) und Fr. Auerbach in Berlin (Chemie) zu 
erfreuen gehabt, so daß die Gewähr dafür geboten ist, alle Teile 
in durchaus fachmännischem und modernem Geiste durchgearbeitet 
zu finden. Das alphabetische Register ist, um die Brauchbarkeit 
des Buches zu erhöhen, besonders ausführlich gehalten. 

Leider hat sich für diesmal die Herausgabe des Taschen- 
buches infolge mannigfacher Schwierigkeiten bei der Vorbereitung 
ein wenig verzögert; es besteht die bestimmte Aussicht, daß die 
späteren Jahrgänge gleich zu Anfang des betreffenden Jahres 
erscheinen können. 

Möge das von der Verlagshandlung aufs sorgfältigste ausge- 
stattete Taschenbuch sich seinen verdienten Platz in der mathe- 
matisch-physikalischen Welt recht bald erobern! 


Jena, 2. März 1909. F. Auerbach. 
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Lord Kelvin. 


Die Wissenschaft bewegt sich in wellenförmigen Bahnen. 
Ideen tauchen auf, erheben sich zum Gipfel des Wellenberges, 
verschwinden für einige Zeit in der Tiefe und tauchen, gleichsam 
neu genetzt, wieder in die Höhe. Zeiten großer Entdeckungen 
und großer Männer wechseln ab mit Zwischenpausen, in denen 
dafür vielleicht um so emsiger am Ausbau gearbeitet wird. Jetzt 
übernimmt eine Nation die Führung, dann wieder eine andere, 
und dank dem Zusammenwirken ihrer verschiedenen Geistes- 
nuancen wird die Wissenschaft befruchtet. So durfte sich in den 
letzten Jahrzehnten die Physik einer Ara germanischen Schöpfer- 
geistes erfreuen — einer Ära, die nun, mit dem Tode des letzten 
der ganz Großen, ihren Abschluß gefunden hat. Nachdem ihm 
Maxwell und Kirchhoff, Hertz und Helmholtz vorausgegangen 
waren, ist nun auch der Mann dahingegangen, der, sei es unter 
dem schlichten Namen eines William Thomson, sei es unter dem 
klangvollen eines Lord Kelvin, die Wissenschaft mit mächtigem 
Geiste umspannt hat. Ihm, seiner Persönlichkeit wie seinem „work“, 
seien die ersten Blätter dieses neuen Unternehmens gewidmet. 

Man hat wiederholt über den Gegensatz diskutiert, in dem 
wissenschaftliche und technische Tätigkeit zueinander stehen; 
und gerade unter uns Deutschen, bei denen dieser Gegensatz be- 
sonders stark ausgeprägt ist, braucht man sich nach glänzenden 
Beispielen nicht ange umzusehen. Das Glänzendste wohl gibt 
uns Helmholtz, der Forscher, und Sienens, der Erfinder, an die 
Hand; beide eng befreundet und dicht benachbart, und doch 
geistig in ganz verschiedenem Boden wurzelnd. Helmholtz auf 
der einen Seite, der an so vielen und großen praktischen Er- 
findungen hart vorbeigegangen ist und vorbeigehen mußte, nicht, 
weil er nicht die Begabung gehabt hätte, sondern weil sein Geist 
völlig absorbiert war von den unendlichen Aufgaben der Wissen- 
schaft; Siemens auf der anderen Seite, der nach eignem Ge- 
ständnis an jedem Problem nur durch seine Beziehungen zur 
Praxis Interesse nahm. 

Hier zeigt sich nun, wenigstens an einem eindringlichen Bei- 
spiel, die Verschiedenheit der deutschen und englischen Nuance. 
Denn, wenn man es kurz so ausdrücken darf: Lord Kelvin war 
Helmholtz und Siemens zugleich. Er hat sich mit den abstrak- 
testen philosophischen und mathematischen Problemen der Natur- 
lehre befaßt, Ideen entwickelt, Theorien aufgestellt, Formelsysteme 
gefunden, die für lange Zeit hinaus die Wissenschaft auf ein 
höheres Niveau stellen; er hat aber andrerseits, und zwar nicht 
als ein zweites, sondern im engsten Zusammenhange mit jener 
wissenschaftlichen Arbeit, Erfindungen gemacht, die gerade in 
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dem hier besprochenen Gegensatze nicht besser charakterisiert 
werden können als durch die vielen Millionen, die sie ihm ein- 
gebracht haben. 

Wer diese Betrachtungen hinschreibt, wird, auch wenn er 
nicht zufällig in Jena lebt, nicht umhin können, an den Mann 
zu denken, der, obgleich er Deutscher war, doch auch jene beiden 
entgegengesetzten Seiten, die ideal-wissenschaftliche und die real- 
technische, in sich vereinigte: Ernst Abbe. Immerhin liegt 
doch die Sache insofern anders, als diese Vereinigung sich hier 
auf einem ganz bestimmten Gebiete, dem der wissenschaftlichen 
und praktischen Optik, vollzog — nicht etwa, daß Abbe nicht 
vielleicht auf anderen Gebieten Ebensogroßes hätte leisten können; 
aber in der Erkenntnis der Komplikation der Spezialaufgabe und 
der Notwendigkeit, sie persönlich durchzuführen, legte er sich 
weise Beschränkung auf. 

Sehr einfach war das äußere Leben Thomsons. Nur drei Orte 
spielen in ihm, wenn man von kurzen Studienaufenthalten in 
Cambridge und Paris absieht, eine entscheidende Rolle: Belfast, 
wo er, jedoch als Sohn eines Schotten, 1824 geboren wurde; 
Glasgow, wo er als Professor der Physik von seinem 22. bis zu 
seinem 75. Lebensjahre und dann noch acht Jahre im sogenannten 
Ruhestande, im ganzen also 61 Jahre lebte; und die Westminster- 
abtei in London, wo er neben den Heroen der britischen Nation 
seine irdische Stätte gefunden hat. Einen ferneren Ort aber 
muß man doch noch nennen, um das Bild vollständig zu machen; 
das Meer, auf dem er einen nicht unerheblichen Teil seines Lebens 
zugebracht hat, sei es zu Studien und praktischen Arbeiten, sei 
es zur Erholung, sei es, und damit kommt man der Wahrheit 
näher, zu derjenigen Erholung, die für ihn immer nur wieder in 
der Arbeit lag. Sind doch viele seiner Abhandlungen und wissen- 
schaftlichen Briefe von Bord seiner Yacht Lallah Rook datiert. 
Sein ganzes langes Leben war von Arbeit ausgefüllt, von einer 
Arbeit, deren Früchte in mehreren Büchern, drei- oder vierhundert 
Abhandlungen, Reden und Aufsätzen sowie in einer ganzen Biblio- 
thek von Patentschriften niedergelegt sind. 

An äußeren Ehren fiel jhm zu, was nur irgend für einen Ge- 
lehrten in Betracht kommen kann: er wurde Mitglied zahlloser 
wissenschaftlicher Gesellschaften auf der ganzen Erde; Bildner 
und Maler, darunter Herkomer, schufen seine wundervolle Persön- 
lichkeit zu Kunstwerken um; er wurde in den Adelsstand und 
später als Lord Kelvin in den Freiherrnstand erhoben; und bei 
seinem 50jährigen Professorenjubiläum versammelte er um sich 
eine glänzende Schar von Vertretern aller Nationen und aller 
Zweige des wissenschaftlichen und öffentlichen Lebens, zu denen 
er in Beziehungen getreten war. 

Und nun sein Lebenswerk selbst: es umfaßt die gesamte 
physikalische Wissenschaft und die physikalische Technik, und 
es greift überall, wo das möglich ist, in die Nachbargebiete der 
Philosophie, Mathematik und der Naturwissenschaften hinüber. 


Lord Kelvin. IX 


Beginnen wir mit dem allgemeinen Problem der Konstitution 
und des Wesens der Materie! Während seines ganzen Lebens 
hat Lord Kelvin hierüber gegrübelt, in der Überzeugung, es müsse 
möglich sein, die unendlich vielfältigen und mehr oder weniger 
verschwommenen Vorstellungen durch eine präzisere zu ersetzen, 
die wenigstens das eine leiste, das gegebene Tatsachenmaterial 
in vollständiger und befriedigender Weise zu einem Bilde der 
Materie zusammenfassen. Es muß genügen, hier auf diejenige 
Theorie hinzuweisen, die am berühmtesten geworden ist, und die, 
obgleich sich gezeigt hat, daß ihre Ausgestaltung auf fast un- 
übersteigliche Schwierigkeiten stößt, doch für immer ein Beispiel 
genialer Konzeption bleiben wird: die Hypothese der Wirbel- 
atome. Denn, wenn bis dahin die beiden Vorstellungen des Kon- 
tinuums einerseits und der Atome andrerseits einander unver- 
mittelt und anscheinend unüberbrückbar gegenüberstanden, so 
wird hier, auf der durch die Helmholtzsche Lehre von den 
Wirbelbewegungen idealer Flüssigkeiten geschaffenen Basis, ge- 
zeigt, daß sich die Atome, eben in Gestalt von Wirbelkörpern, 
stetig aneinander schließen und doch ihre Selbständigkeit und 
Individualität für alle Zeiten bewahren können. Übrigens hat 
diese wundervolle Idee ihren Urheber nicht abgehalten, auch den 
neueren Theorien der Materie sein Interesse entgegenzubringen, 
und noch im Greisenalter hat er sich bis in die Einzelheiten über 
die Lehre von den Ionen und Elektronen unterrichtet. Freilich 
hat er gerade in bezug auf die letzteren die Begeisterung der 
jüngeren und jüngsten Fachgenossen, die nun „das Wahre‘ ge- 
funden zu haben meinen, mit einem überlegenen Lächeln quit- 
tiert, in der Voraussicht — die vielleicht schon eine nahe Zu- 
kunft bestätigen wird —, daß sich auch die Elektronentheorie 
als eine den früheren in mancher Hinsicht überlegene Arbeits- 
hypothese, aber auch als weiter nichts, erweisen wird. 

Mit den mechanischen Eigenschaften und der Charakteristik 
der Bewegungsformen, die die Materie darbietet, hat sich Thomson 
unausgesetzt beschäftigt; und es ist nach dem vorhin Erwähnten 
nicht zu verwundern, daß er dabei die Flüssigkeiten, ihre Wellen- 
und Wirbelbewegung besonders bevorzugte. Hat er doch ein 
typisches und anscheinend höchst einfaches Problem der Wellen- 
lehre, die durch eine Anfangsstörung erzeugten zweidimensionalen 
Tiefseewellen, ein Problem, auf das er schon als Jüngling auf- 
merksam geworden war, noch im Greisenalter zu einer eleganten 
und anschaulichen Lösung geführt. Und was die größten, auf 
der Erde vorkommenden Wellenbewegungen, die Gezeiten, betrifft, 
so ist es Thomson gewesen, der nicht nur zu ihrer Theorie die 
wertvollsten Beiträge geliefert, sondern auch die Technik ihrer 
Beobachtung und Vorhersagung erst auf ein wissenschaftliches 
Niveau gehoben hat durch seine berühmten, nun an zahlreichen 
Hafenorten aufgestellten Flutmesser, Flutauflöser und Flutverkün- 
diger — namentlich die letzteren Apparate, die durch den Geist 
ihres Mechanismus eine Art von Abbild des Geistes ihres Urhebers 
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darstellen. — Schließlich sei als Beispiel dafür, mit wie einfachen 
Mitteln man, wenn man gedanklich auf dem rechten Wege ist, 
ein lange angestrebtes Ziel erreichen kann, Thomsons Lotungs- 
apparat erwähnt. Die gewöhnliche Lotleine gibt nämlich, wie 
man weiß, nicht die senkrechte Tiefe, sondern die abgelaufene 
Länge der im allgemeinen schräg liegenden Leine an. Dagegen 
wird die Tiefe, in der sich der Senkkörper befindet, durch den 
dort herrschenden Wasserdruck charakterisiert; dieser wird nun 
bei dem in Rede stehenden Apparat durch das entsprechend hohe 
Ansteigen des Meerwassers in eine oben geschlossene, unten aber 
offene Röhre gemessen, deren Inneres bis zu dieser Stelle durch 
einen chemischen Prozeß gefärbt wird. 

Ein Gebiet, das man vielleicht als das einzige bezeichnen 
kann, auf dem Lord Kelvin nicht systematisch gearbeitet hat, ist 
das der Schall- und Lichtwellen, also der Akustik und Optik. 
Und doch hat er auch hier, wo er einmal mitzureden für an- 
gezeigt fand, stets den Nagel auf den Kopf getroffen. Es sei nur 
als Beispiel das Problem des Zusammenklanges zweier Töne er- 
wähnt, ein Phänomen, für das gerade er, sozusagen ein Outsider, 
vielleicht die zweckmäßigste Nomenklatur und das übersichtlichste 
Formelsystem fand. 

Dagegen ist nun wiederum die Thermodynamik, d.h. die all- 
gemeine Lehre von den Beziehungen zwischen mechanischer und 
kalorischer Arbeit, ein Gebiet, auf dem Lord Kelvin neben dem 
Deutschen Clausius als führender Theoretiker hervorgetreten ist; 
und es ist interessant zu sehen, wie diese beiden großen Physiker 
unabhängig voneinander den hier seit Jahrhunderten schlummern- 
den Geheimnissen in bewunderungswürdig logischer Weise und 
doch auch wieder auf verschiedenen Wegen auf die Spur kamen. 
Das unbestrittene Verdienst Thomsons aber ist es, zum ersten- 
mal eine absolute und exakt fundierte Definition jenes Begriffes 
gegeben zu haben, den beinahe jedes Kind kennt, und mit dem 
doch bis dahin die größten Gelehrten nichts Rechtes anzufangen 
wußten: der Temperatur. Für das praktische Leben und für die 
gewöhnlichen Zwecke selbst der Wissenschaft genügt natürlich 
irgendein durch Übereinkunft festgesetzter Nullpunkt, und es 
dürfte kaum einen glücklicher gewählten geben als den Schmelz- 
punkt des Eises. Eine prinzipielle Bedeutung hat aber dieser 
Punkt in keiner Weise, und er erweckt, sogar die irrige und doch 
weit verbreitete Vorstellung, als ob es zwei einander entgegen- 
gesetzte Dinge gäbe: Wärme und Kälte, während in Wahrheit 
Wärme etwas durchaus Positives ist, zu messen auf einer Skala, 
deren Nullpunkt die unterste, nie erreichbare Grenze des Wärme- 
zustandes bedeutet. Nun hatte man diesen Nullpunkt, den man 
den absoluten nennt, freilich schon auf Grund des Gaylussacschen 
Ausdehnungsgesetzes der Gase abgeleitet, und zwar tatsächlich 
jedenfalls mit ziemlich guter Annäherung an den wahrschein- 
lichen Wert: 272 Celsiusgrade einer arithmetischen Temperatur- 
skala unterhalb des Eispunktes. Aber erstens war diese Ableitung 
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im Prinzip fehlerhaft, zweitens bezog sie sich nur auf Gase und 
drittens nahm sie die arithmetische Skala als etwas Selbstver- 
ständliches an, während doch dieser von Galilei herrührenden 
Skala schon Dalton eine andere, die geometrische, gegenüber ge- 
stellt hatte, in der der absolute Nullpunkt bei — w liegt. 
Thomson gelangte nun auf Grund eines aus mehreren Etappen 
bestehenden gedanklichen Prozesses zu einer ganz allgemeinen, 
thermodynamischen Temperaturdefinition, er zeigte ferner, daß 
sie praktisch bis zu einem gewissen Grade mit der Gaylussac- 
schen übereinstimmt, und er gab ihr schließlich die beiden Formen, 
die der geometrischen Skala einerseits und der arithmetischen 
andrerseits entsprechen. Bei der letzteren ist bekanntlich das 
Verhältnis der Temperaturen zweier Körper definiert als das Ver- 
hältnis der Wärmemengen, die von dem heißeren der beiden 
Körper, wenn er als Kessel für einen umkehrbaren Kreisprozeß dient, 
abgegeben und von dem kühleren, wenn er dabei als Kondensator 
dient, aufgenommen werden; und es ist ein Beweis für die An- 
schaulichkeit und praktische Fruchtbarkeit dieser Definition, daß 
sie die lange auf einem toten Punkte befindliche Erkenntnis von 
den Wirkungsbedingungen der kalorischen Maschinen sofort zu 
wissenschaftlicher und technisch erfolgreicher Höhe erhob. 

Von den übrigen thermodynamischen Leistungen kann hier 
nur noch eine einzige angeführt werden, und sie muß es, weil sie 
ım Hinblick auf die Charakteristik idealer und wirklicher, vom 
idealen Zustande abweichender Gase, in erster Reihe steht und 
in gleicher Reihe mit den berühmten Gesetzen von Boyle-Mariotte, 
von Gaylussac und von Regnault. Es ist das unter dem Namen 
Joule-Thomson bekannte Gesetz der Arbeitsleistung beim Aus- 
strömen von Gasen ins Vakuum; einer Arbeitsleistung, die sich 
durch Abkühlung experimentell zu erkennen gibt, und die mit 
derselben Annäherung vernachlässigt werden darf wie die Ab- 
weichungen von den genannten älteren Gesetzen. Alle diese Ab- 
weichungen sind ja unter gewöhnlichen Verhältnissen sehr klein; 
aber sie können unter bestimmten Verhältnissen und namentlich 
für bestimmte Gase groß genug werden, um das Bild des thermo- 
dynamischen Verhaltens völlig umzugestalten; und daß sie sogar 
die für technische Zwecke erforderliche Größe annehmen können, 
beweist die Funktion der Eismaschinen nach Lindeschem Typus 
und andrer in neuerer Zeit wichtig gewordener Maschinen. 

Es ist schon betont worden, daß Thomsons Blick niemals auf 
dem engen Gebiete haften blieb, das durch die ursprünglich ge- 
stellte Aufgabe umgrenzt wurde, daß er vielmehr stets, auch wo 
zunächst Anzeichen von Funden gar nicht vorhanden waren, hin- 
ausschweifte über das Universum. Ein glänzendes Beispiel hier- 
für liefert seine Theorie des Alters der Erde. Wir wissen heut- 
zutage ziemlich genau, in welchem Maße die Temperatur zunimmt, 
wenn man ins Erdinnere hinabsteigt; wie groß, so drückt man 
das aus, der Temperaturgradient ist. Früher war dieser Gradient 
größer, der Übergang von der kalten Erdrinde zum heißen Innern 
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war schroffer; der Gradient ist eine Funktion der Zeit, die im 
Laufe der Erdgeschichte vergangen ist. Thomson hat nun in un- 
mittelbarem Anschlusse an die berühmte Fouriersche Wärme- 
theorie eine Formel für diese Zeitfunktion abgeleitet; und wenn 
man in ihr die Zeit gleich Null setzt, erhält man den Moment, 
wo die Erstarrungsperiode der Erde einsetzte. Auf diese Weise 
ergibt sich das „Alter der Erde“ im oben bezeichneten Sinne als 
sicherlich zwischen den Grenzen 20 und 100 Jahrmillionen gelegen, 
und der wahrscheinlichste Wert, auf Grund neuester Revision der 
in Betracht kommenden Konstanten, ist etwa 30 Millionen Jahre. 
Eine ungeheure Zahl, alle Vorstellungen übersteigend, und doch 
klein genug, um das ironische Lächeln der meisten Geologen zu 
erregen, die diese Zahlen noch nicht für ausreichend erklären; sie 
würden, wenn ihnen die Tatsachen das nicht verböten, jedenfalls 
noch weit ironischer lächeln, wenn man ihnen mit Herbert Spencer, 
dem großen Landsmanne Lord Kelvins, sagen wollte, es könne 
sich . ein winziges, befruchtetes Ei innerhalb neun Monaten zu 
einem lebendigen Menschenkinde entwickeln. 

Und nun das große Hauptarbeitsgebiet Lord Kelvins: Elektri- 
zität und Magnetismus. Es ist schwer zu entscheiden, auf welchem 
der drei großen, hier zu betrachtenden Teilgebiete sein Genius 
sich am fruchtbarsten entfaltet habe: in der Elektrostatik, in der 
Magnetik oder in der Elektrodynamik. Überall verdankt man 
ihm zunächst einmal die klare Systematik des Formelsystems, und 
es schmälert seinen Ruhm in keiner Weise, daß er bei dieser 
Arbeit, großenteils ohne es zu wissen, Mitarbeiter, ja Vorgänger 
gehabt hat. Beispielsweise ist die Theorie der magnetischen In- 
duktion — jene Lehre, die anfangs so abstrakt erschien, und 
die trotzdem die heutige Elektrotechnik erst möglich gemacht 
hat — jedenfalls partiell schon viel früher von Franz Neu- 
mann, dem Begründer der mathematischen Physik in Deutsch- 
land, entwickelt worden; da jedoch in der Geschichte der Wissen- 
schaft nicht das gesprochene Wort — Neumann hat seine Vor- 
lesungen jahrzehntelang ungedruckt gelassen —, sondern die 
Publikation zählt, wird man es billigerweise nicht ändern können, 
daß hier international Thomson und nicht Neumann als Urheber 
genannt wird; und er verdient in jedem Falle neben Neumann 
als ein Ebenbürtiger genannt zu werden, da seine Nomenklatur, 
die auch in die Praxis übergegangen ist, und seine Darstellung 
außerordentlich befriedigend ist, und da er die Theorie auch auf 
neue und verwickelte Fälle ausgedehnt hat, die bis dahin unzu- 
gänglich erschienen, beispielsweise auf die Theorie des Kristall- 
magnetismus. 

Es ist, mit Rücksicht auf die erwähnte einheitliche Art, wie 
Thomson arbeitete, kein Sprung, wenn wir jetzt von dieser ab- 
strakten Theorie, der wir eine analoge für die Elektrostatik an 
die Seite setzen könnten, direkt zu den wundervollen Apparaten 
übergehen, die er auf elektrisch-magnetischem Gebiete gebaut 
hat; Apparate von feinster Konstruktion und doch von emi- 
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nenter praktischer Brauchbarkeit. Wie gesagt, hier hat sich 
die britische Nuance in ihrem spezifischen Charakter offenbart, 
und die Thomsonschen Apparate sind heutzutage in allen La- 
boratorien der Welt, auf Telegraphenstationen, auf Schiffen und 
wo sie sonst ihre Dienste leisten können, verbreitet.” Es muß 
genügen, sie hier kurz Revue passieren zu lassen: die Elektro- 
meter, besonders das geniale Quadrantelektrometer sowie das 
Elektrometer für absolute Messungen, die verschiedenen Galvano- 
meter und Elektrodynamometer, die Magnetometer, die Schiffs- 
kompasse, bei denen die störenden Wirkungen der Eisenmassen 
des Schiffes direkt auf Grund der abstrakten Theorie fast voll- 
ständig kompensiert werden; vor allem aber der Siphonrecorder, 
zu deutsch Heberschreiber für transozeanische Telegraphie. Hat 
doch erst dieser feine Apparat die rasche Gedankenverbindung 
zwischen Europa und Amerika, die schon geglückt und wieder 
verunglückt war, zu einem lebensfähigen Institute von inzwischen 
so unentbehrlich gewordener Bedeutung erhoben. 

In bezug auf die Arbeiten Lord Kelvins zur Theorie der 
Elektrodynamik ist es unmöglich, in knappen Worten allgemei- 
neres zu sagen. Aber ein besonders wichtiges Ergebnis dieser 
Studien muß erwähnt werden: die berühmte Formel, die aussagt, 
in welcher Weise die Periode einer elektrischen Oszillation von 
den für sie maßgebenden Größen: Kapazität und Selbstinduktion 
der Schließung, abhängt. Obgleich diese Formel neuerdings ver- 
schiedentlich hat eingeschränkt und zum Teil auch modifiziert 
werden uwrüssen, hat sie doch als Anhaltspunkt für experimentelle 
Arbeiten und als Mittelpunkt theoretischer Formelsysteme un- 
schätzbare Dienste geleistet; und es darf die Frage aufgeworfen 
werden, ob ohne ihre Existenz sich nicht das Gelingen der be- 
rühmten Versuche von Hertz über Strahlen elektrischer Kraft er- 
heblich verzögert hätte — eine Verzögerung, die in Anbetracht 
des frühzeitigen Todes dieses genialen Forschers leicht hätte zur 
Folge haben können, daß die wissenschaftliche Vorsehung sich 
eines andern Geistes zur Lüftung dieses Schleiers hätte bedienen 
müssen. 

Während sich bei einem normalen wissenschaftlichen Arbeiter 
die Gedanken, mindestens zu einer bestimmten Zeit, auf ein wohl- 
begrenztes Gebiet konzentrieren, woran sie, in Erkenntnis der 
vorhandenen Kräfte, wohltun, ist es das Zeichen eines großen und 
universellen Geistes, daß er ohne Unterlaß die verschiedenen Pro- 
vinzen seines Gebietes zugleich überschaut, den Blick von hier 
nach dort schweifen läßt und hieraus die kombinierenden und 
vergleichenden Konsequenzen zieht. Als Beispiel können auch 
bei Lord Kelvin die Studien gelten, die nun noch als letzte zu 
erwähnen sind, und bei denen sich eine merkwürdige und innige 
Verkettung elektrischer und magnetischer Kräfte mit thermischen 
und elastischen offenbart. Thomson ist es gewesen, der zuerst 
eine erfolgreiche Theorie der Phänomene der Pyroelektrizität und 
der Piezoelektrizität aufbaute, diesen Ausdruck insofern nicht 
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bloß bildlich, sondern wörtlich genommen, als er auf’ Grund der 
Theorie Modelle herstellen konnte, die das Verhalten des Turma- 
lins und andrer, sich analog verhaltender Kristalle veranschau- 
lichen; auch ergab sich aus der Theorie als Konsequenz die Um- 
kehr des Phänomens, also das, was man als Elektropyrismus be- 
zeichnen kann; eine Umkehrung, die dann von Straubel experi- 
mentell bestätigt wurde. — Handelt es sich hier um Erschei- 
nungen an Kristallen, so bezieht sich eine weitere theoretisch und 
experimentell festgestellte Erscheinung, die als Thomsoneffekt den 
Namen ihres Entdeckers trägt, auf isotrope, aber thermisch hetero- 
gene Leiter; ein Effekt, der das durch den Joule-Effekt und den 
Peltier-Effekt entworfene Bild der elektrokalorischen Stromerschei- 
nungen erst zur Vollendung bringt — und das unbeschadet des 
Umstandes, daß dieser Effekt zahlenmäßig meist außerordentlich 
winzig ist. Das ist ja überhaupt das Geheimnis großer Erfolge 
auf dem wissenschaftlich-technischen Grenzgebiete, daß der Klein- 
heit und minutiösen Natur der ursprünglich entdeckten Phänomene 
die Möglichkeit gegenübersteht, daß sich aus ihnen durch ge- 
eignete Anordnung und Ausbildung Wirkungen von technischer 
Größenordnung ableiten lassen — man denke nur an die anfäng- 
lich kaum wahrzunehmenden Hertzschen Fünkchen und die heutige 
Funkentelegraphie. 

Der Schwerpunkt von Thomsons Lebenswerk lag in seinen 
schöpferischen Arbeiten, wie sie in seinen Abhandlungen und 
Patentschriften niedergelegt sind. Nichtsdestoweniger muß er 
nach den Berichten seiner Schüler und nach dem Zeugnis der 
wenigen von ihm herrührenden systematischen Darstellungen — 
genannt seien das mit Tait verfaßte, leider Torso gebliebene Lehr- 
buch der theoretischen Physik, die Baltimore Lectures — der Verlag 
Teubner bringt in dankenswerter Weise demnächst eine deutsche 
Ausgabe dieser Vorlesungen (besorgt von B. Weinstein) — und 
die Artikel Elasticity und Heat aus der Encyclopädia Britannica — 
auch ein hervorragender Lehrer gewesen sein; freilich wohl kaum 
für die Masse der normalen Studenten, denen er meist zuviel zu- 
mutete; wohl aber für jeden, in dem der Drang nach weiterem 
Ausbau des Vorliegenden schon in jungen Jahren mächtig war — 
ein Verhältnis, wie es ähnlich ja auch bei seinem deutschen 
Freunde Helmholtz vorlag. Gerade das eben erwähnte Lehrbuch 
zeigt, daß die Größe einer gestellten Aufgabe für Thomson nichts 
Abschreckendes hatte: was wäre das für ein einzig dastehendes 
Werk geworden, wenn es vollendet worden wäre und — nach 
Lage der Dinge — überhaupt hätte vollendet werden können! 

Und, um es nochmals zu sagen: wie Lord Kelvin ein hell- 
leuchtendes Kapitel der Geschichte der modernen Physik darstellt, 
so bedeutet sein Tod den Abschluß einer glänzenden und, soweit 
das bei der Kontinuität der Wissenschaft möglich ist, in sich 
geschlossenen Periode dieser wundervollen Disziplin. 

F. Auerbach. 
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Kalender von 1. Januar 1909 bis 31. März 1910. 


In dem vorstehenden Kalender von 1. Januar 1909 bis 31. März 
1910 ist die Zeitgleichung für den mitteleuropäischen Mittag von 
zwei zu zwei Tagen angeführt; eine leichte Interpolation liefert 
sie für die dazwischen liegenden Tage. Definiert ist die Zeitglei- 
chung bekanntlich als die Korrektion, welche zur wahren Ortszeit 
hinzugefügt die mittlere Ortszeit liefert, also 

Wahre Zeit +4 Zeitgleichung = Mittlere Zeit. 
Die Mondphasen sind in der allgemein üblichen Bezeichnung ge- 
geben, wonach ® erstes Viertel, &® Vollmond, @ letztes Viertel, 
@ Neumond bedeutet. Ferner sind noch die wichtigsten Festtage 
und einige astronomische Ereignisse mit aufgeführt. 

Weitere Erläuterungen folgen unten. 

Die oben angegebene Zeitgleichung soll namentlich auch 

‚dazu dienen, den Unterschied zwischen der mitteleuropäischen Zeit 
(M.E.Z.), welche unsere öffentlichen Uhren zeigen, und der wahren 
Ortszeit berechnen zu lassen. Um diesen Unterschied für einen 
bestimmten Ort und für ein bestimmtes Datum zu finden, entnimmt 
man einem Atlas die östliche Länge dieses Ortes von Greenwich, 
drückt den die Länge angebenden Winkel in Zeit aus, subtrahiert 
den erhaltenen Betrag von einer Stunde und addiert dieZeitgleichung. 

Will man z.B. für den 10. Februar 1909* den Unterschied 
zwischen der mitteleuropäischen Zeit und der wahren Zeit für 
Straßburg i. E. kennen, so entnimmt man aus einem Atlas die 
östliche Länge Straßburgs von Greenwich gleich 7°45’ — 31" 0%; 
durch Subtraktion dieses Wertes von 1} erhält man + 29” 0°, und 
wenn man hierzu 4 14”25°, den Betrag der Zeitgleichung, addiert, 
so ergibt sich die gesuchte Differenz zu + 43%25°. Steht also am 
10. Februar die Sonne in Straßburg im Meridian, ist es demnach 
120”=0° wahre Zeit, so ist es nach M .E.Z., welche die öffentlichen 
Uhren angeben, bereits 12#43”=25° Nachmittags. 

Sucht man den Unterschied zwischen M.E.Z. und wahrer Zeit für 
Königsberg i. Pr. am 3. November, so findet sich aus dem Atlas die 
östliche Länge von Königsberg zu 20°30’ = 1}22'" 0%. Dies von IF sub- 
trahiert gibt — 22”0° und hierzu — 16”21° als Wert der Zeitglei- 
chung addiert, folgt als der gesuchte Unterschied — 38” 21°. Steht 
die Sonne am 3. November in Königberg i, Pr. im Mittag, so ist es 
'demnach nach M.E.Z erst 12 0” 0° — 38” 21°—= 1121” 39° Vormittags. 

Finsternisse. Die in der Nacht vom 3. auf den 4. Juni statt- 

‚ fiodende totale Mondfinsternis ist nur im westlichen Deutsch- 
land während ihres ganzen Verlaufes, im übrigen Deutschland 
aber nicht bis zu ihrem Ende beobachtbar, weil der Mond vor dem 
Ende der Finsternis untergeht. In Berlin z. B. geht der Mond 19" vor 
dem Ende der Finsternis unter. Die erste Einkerbung der Vollmond- 
scheibe durch den Erdschatten wird an dem südöstlichen Teil des 
Mondrandes zu beobachten sein, verlassen wird der Erdschatten 
die Mondscheibe‘ etwas südlich von ihrem westlichsten Punkt. 


XXI Sichtbarkeit der Planeten. 


Beginn der Finsternis iberh. am 4. Juni 12"43"3 Vorm. M.E.2. 


Beginn der Totalität................. 158,0 „ ! 
Ende der Totalität.........ccccccc 2 59,8 a 
Ende der Finsternis überhaupt........ 414,5 „ e 


Die am 17. Juni stattfindende totale Sonnenfinsternis 
ist in Deutschland nicht beobachtbar; sichtbar ist sie im Norden 
Europas, Asiens, Amerikas und in den nördlichen Polargegenden. 

Ebenso ist die totale Mondfinsternis vom 27. November 
in Deutschland nicht zu beobachten, in Berlin z.B. geht der Mond 
29” vor Beginn der Finsternis unter Sichtbar ist die Finsternis 
im nordwestlichen Europa, auf dem Atlantischen Ozean, in Amerika, 
auf dem Stillen Ozean und im östlichen Asien und Australien. 

Die partielle Sonnenfinsternis vom 12. Dezember ist in 
der südlichen Polarzone sichtbar. 

Sichtbarkeit der Planeten. Merkur ist am besten zu den 
Zeiten seiner größten Elongationen von der Sonne zu sehen. Bei, 
seiner größten östlichen Elongation steht er am längsten noch 
nach Sonnenuntergang am Himmel, bei seiner größten westlichen 
Elongation am längsten bereits vor Sonnenaufgang. Die Tage 
seiner größten Elongationen und die Beträge dieser sind folgende: 


Östliche Elongationen: Westliche Elongationen: 
27. Januar 1909 1825’ 9. März 1909 2726’ 
20. Mai * „ 22 22 8. Juli ” 21 il 
17.Sept. 2634 28. Oktober „ 18 31 
10. Januar 1910 19 2 20. Februar 1910 26 32. 


Venus steht zu Beginn des Jahres 1909 am Morgenhimmel, 
verschwindet aber bald in den Sonnenstrahlen, aus denen sie erst, 
nachdem sie am 28. April an der Sonne vorbeigegangen ist, in 
der zweiten Hälfte des Jahres heraustritt, und erreicht am 2. Dez. 
am Abendhimmel die größte Elongation von 47°18°. Am 8. Januar 
und 18. März 1910 steht sie im größten Glanz. 

Für die Sichtbarkeit der äußeren Planeten genügt es, das 
Datum ihrer Opposition und ihrer Konjunktion mit der Sonne an- 
zugeben. Zur Zeit ihrer Opposition kulminieren sie um Mitternacht, 
bieten also die beste Beobachtungsgelegenheit dar, zur Zeit ihrer 
Konjunktion kulminieren sie gleichzeitig mit der Sonne und sind 
daher unsichtbar. Vor ihrer Opposition kulminieren sie nach 
Mitternacht, nach der Opposition vor Mitternacht. Uranus und 
Neptun sind nur mit Hilfe eines Fernrohres und einer Ephemeride 
zu finden. 


Opposition Konjunktion 
Mars ....... 24. September 1909 — 
Jupiter...... 28. Februar „ 18. September 1909 
31. März 1910 

Saturn ...... 13. Oktober 1909 3. April d 

Uranus ..... 12. Juli : 7. Januar # 
12. Januar 1910 

Neptun ..... 6. Januar a 9. Juli 1909 


9. Januar 1910 


Festtage. Osterformel. Normalzeiten. XX1l 


Festtage. Da das Datum des Julianischen Kalenders, 
welcher bekanntlich in Rußland und Griechenland in Gebrauch 
ist, um 13 Tage hinter dem Datum unseres Gregorianischen Ka- 
lenders zurück ist, so fallen der Osterregel zufolge in den Jahren 
1909 und 1910 im Julianischen Kalender die wichtigeren be- 
weglichen Feste auf folgende Tage: 


1909 ; 1910 1909 ' 1910 
Fastnacht ...... 10. II. 2. III. Östersonntag .... 29. III. 18. IV. 
Aschermittwoch .. 11. II 3.TIIL Himmelfahrt .... 7.V. 27V. 
Gründonnerstag .. 26. III, 15. IV. Pfingstsonntag ... 17.V. | 6. VI. 
Charfreitag ..... 27.111. 16 IV. Adventsonntag ... 29. XI. 28. XI. 


Die streng gefeierten Feste der Juden fallen in den Jahren 
1909 und 1910 auf folgende Tage: 


1909 1910 1909 ! 1910 
Passahfest ....... 6. IV. | 24 IV. Versöhnungsfest .. 25. IX. 13. X. 
Wochenfest ...... 26. V. 13. VI. Laubhüttenfest „.. 30. IX. 18. X. 
Neujahr.... ....16.IX.. 4X. Gesetzesfreude.... 8X. 26. X. 


Gaußische Osterformel. 


Um das Datum des Östersonntags für das Jahr n zu finden, 
setze man für den Julianischen Kalender beständig 
z = 15 y=6, 
für den Gregorianischen Kalender dagegen 
von 1583—1699 1700—1799 1800—1899 1900—2099 
= 22 23 23 24 
y- 2 3 4 5 
und bilde die Divisionsreste [2:19] = a; [n:4]=b; [n:7]=ec; 
(19a +2):30])=d; [2b+4c+6d-+y):7T]=e; dann fällt 
Östern auf den 22-+d- e‘®® März. 

Zwei Ausnahmen finden für den Gregorianischen Kalender 
statt. 1) Wird d=29 und e=6, so ist nicht erst der 57. März 
— 26. April, sondern schon der 19. April Ostersonntag. 2) Wird 
d=28 e=6 und a>10, so ist nicht der 56. März —= 25. April, 
sondern der 18. April Ostersonntag. 


Gesetzlich eingeführte Normalzeiten. 


Die erste Spalte gibt an, wieviel Uhr es nach Greenwicher 
mittlerer Zeit ist, wenn es nach den in den Ländern der zweiten 
Spalte eingeführten Normalzeiten 12 Uhr Mittags ist. Ist für die 
Normalzeit eine besondere Bezeichnung üblich, so ist sie in 
Klammern beigefügt. 

In den nicht mit aufgeführten Staaten wird nach mittlerer 
Ortszeit gerechnet. 

Nach astronomischer Zählweise beginnt der Tag Mittags, 
12 Stunden nach Beginn des bürgerlichen Tages. Die Stunden 
werden von den Astronomen von 0 bis 24 gezählt, demnach 

6. Mai 0%24” (astr.) = 6. Mai 1224” Nachm. (bürgerl.) 

20. Mai 1710 „ = 21. Mai 5"10" Vorm. se 

In diesem Taschenbuch wird von der astronomischen Zählweise 
des Datums und der Tagesstunden kein Gebrauch gemacht. 


XXIV 


Normalzeiten. 


Greenwicher Zeit 


| Länder, in denen es zur angegebenen Greenwicher Zeit nach 
Normalzeit 12h Mittags ist. 


Pe 0” 0° Mittag| (Greenw. Zeit = Westeurop. Zeit) LSB DEIEAURIEN, | 


Spanien, Belgien, Niederlande. 


111 5039 Vorm. | (Pariser Zeit) Frankreich, Algerien, Tunis. , 


1100 
| 


1000 


„> 


SOSOSC<Z Or 


Gr 


BU OU ADS 
so 
SOSOOOOO%8 


1230 0 


12 36 45 
2 5241 
400 


: 41648 
4 42 46 
500 


”„ 


93 


12 25 21 Nachm.' 


(Mitteleurop. Zeit) Deutschland, Luxemburg, Orten 
reich-Ungarn, Dänemark, Schweden, Norwegen, 
Schweiz, Italien, Bosnien, Serbien, Westliche Türkei, 
Malta, Deutsch-Südwestafrika. 

(Osteurop. Zeit) Bulgarien, Rumänien, Östliche! 
Türkei, Ägypten, Britisch-Südafrika, "Portugie- 
sisch-Ostafrika. 

(Pulkowaer Zeit) Europäisches Rußland. 
Mauritius, Seychellen. 

Tschagos-Inseln. | 
Ostindien. | 
Burma. | 
ı Straits settlements. | 
(Chines. Küstenzeit) Chines. Ostküste, Tsingtau, 
Hongkong, Philippinen, Brit. Nord-Borneo, West- 


| australien. 


Japan, Korea. 
Südaustralien. | 
(Ostaustralische Zeit) Queensland, Neu-Süd-Wales, 
Viktoria, Tasmanien. | 
| Neu-Seeland. 


(Dubliner Zeit) Irland. | 
(Lissaboner Zeit) Portugal. | 
(Rio de Janeiroer Zeit) Brasilien. Ä 
‚(Intercolonial standard time) Seeprovinzen von) 
Kanada, Portorico. 
(Cordobaer Zeit) Argentinien. 
' (Santiagoer Zeit) Chile. 
(Eastern standard time) Zone der Verein. Staaten 
von Amerika, West Labrador, Quebec, Ontario bis 
820317 W., Panamakanal-Zone. 

(Habanaer Zeit) Kuba. 

(Central standard time) Zone der Ver. Staaten von, 
' Amerika, Zentral-Kanada, Honduras. 

"(Mountain standard time) Zone der Ver. Staaten 
von Amerika und Kanada. 

(Pacific standard time) Zone der Ver. Staaten von 
Amerika, Brit. Columbien, Vancouver. 

ı Zu Alaska gehörige Insel Sitka. | 
Sandwich-Inseln. | 
Samoainsel Tutuila. | 


| 


Angaben über die Planeten und ihre Monde. XXV 


Binige Bumerehe Angaben überdie Pan und Ihre Monde. 


_ı 

j 

— ı 
j 
— 


Entdecker 


| 

| 
Rotations- | und 
zeit | Entdeckungs- 


jahr 


Masse 
(Sonne = 1) 


Himmels- 
körper 


Entfernung i 
von der Sonne 
(Erde = 1) 
Jahren 
Dichte 
(Erde = 1) 
(Erde = 1) 


” 
© 
1] 
o 
2 
P-| 
Ö 
3 
=) 


1 0. 26 109,05 | 27 Tage 
: 6000 000 1.05. 0.38; 88 „,(?) 


Umlaufszeit in 
Neigung der 
Bahn gegen 


:408 000 0.82) 1.00/23h21”%(?)' 
:333 400 1.00) 10023 56 4 
: 3093 500:0.72| 0.5324 37 23, 
:1047  0.25111.14| 9 55 34| 
: 3502 0.14 9.3610 16 — 
:22 869 0.25) 3.89 ? Bee 1781 
:19 314 0. 31) 3. ? :J. G. Galle 1846 


1skö Umlaufszeit | Helligkeit nach Entdecker und Entdeckungs- 
| a in Tagen | Sterngrößen | jahr 


Marsmonde 
Phobos........ 0382 13—14 A. Hall sen. 1877 
Deimos........ | 1,26 | 13 ha ö 
Jupitermonde 
I 1.77 6—7 Galilei, Marius 1610 
| u 3.55 67 5 
' IN 7.15 6 = 
| IV 16.69 7 | h 
| V 0.50 13 ' Barnard 1892 
VI 251 14 Perrine 1905 
VII 260 16 ia 
VII ‚93 .16—17 | Melotte 1908 
| Saturnmonde 
ı I. Mimas... 0.94 | 12.8 "W. Herschel 1789 
II. Enceladus 137 12.3 | R = 
II. Tethys.... 1.89 | 11.3 |G. D. Cassini 1684 
IV. Dione.... 2.74 11.5 = 5 
‚ _V. Rhea..... 4.52 10.8 R 1672 
VI. Titan .... 15.95 9.4 Huyghens 1655 
Vu. Hyperion. 21.31 13.7 Lassell und Bond 1848 
VIII. Japetus .. 79.38 11.7 G. D. Cassini 1671 | 
IX. Phoebe... 550.44 16.7 W.Pickering 1898 
X. Themis...| 20.85 17.5 e 1905 


*) Einige weitere die Erde und den Erdmond betrefiende Werte 8. 8 20. 


XXVI Angaben über die Planeten und ihre Monde. 


Himmelskörper | Umlanfszeit | Helligkeit. nach ‚Entdecker una Eutdskkungen 


n Tagen | Sterngrößen jahr 


Uranusmonde 
2.52 } Lassell 1846 
DH. Umbriel.. 4.14 “ = 
'III. Titania .. 8.71 2 W. Herschel 1787 
IV. Oberon. . 13.46 = 


Neptunmond 
Triton 88 | 13.8  |Lassell 1846 


Die Marsmonde bewegen sich nahezu in der Bahn des Mars- 
äquators, der gegen die Ekliptik eine Neigung von 26° hat. 

Die Jupitermonde I bis V bewegen sich in Bahnen, welche . 
gegen die Ebene des Jupiteräquators nur sehr wenig geneigt sind, 
der seinerseits wieder mit der Ekliptik nahezu zusammenfällt. Da- 

gegen hat die Bahn des VI. Jupitermondes gegen die Ekliptik 
eine Neigung von 29°, die des VII. von 27° und die des VIII. von 
152°, der Mond ist also rückläufig. 

Die Saturnmonde I bis VII und wohl auch X bewegen sich 
sehr nahe in der Ebene des Saturnäquators, der 28° gegen die 
Ekliptik geneigt ist, VIII Japetus hat gegen die Ekliptik nur eine 
Neigung von 19° und IX Phoebe von 175°, ist also wieder rück- 
läufig. 

Rückläufig sind auch die vier Monde des Uranus, indem 
ihre Bahnen mit der Ekliptik einen Neigungswinkel von 98° ein- 
schließen, und ebenso der Neptunmond, dessen Bahnneigung 
gegen die Ekliptik 145° beträgt. 

Von den kleinen Planeten zwischen Mars und Jupiter, 
deren bis jetzt nahe an 700 entdeckt sind, sei in folgendem 
Täfelchen der erstentdeckte als Typus für die große Mehrzahl 
derselben angeführt, sowie der sonnennächste und sonnenfernste. 
Jener hat, wie ein Vergleich mit der Tabelle der Planeten zeigt, 
eine geringere mittlere Entfernung von der Sonne als der Mars, 
dieser eine größere Entfernung als Jupiter. 
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= pl t ren Umlaufszeit Neisune der Helligkeit Entdecker und, 
ane Sonne Ä in Jahren Bahn gegen nach Stern- Entdeckungs- | 
: S Ekli tik, B \ 
| (Erde = 1)! ie ipti größen | jahr 
] ! . 
(1) Ceres 2.77 4.60 | 10037’ 74  Piazzi 1801 
(133) Eros 1.46 1.76 10 50 9.7 Witt 1898 


(s24jHektorl 5.28 12.13 18 7 | 14.0 Kopff 1907. 


Titius- Bodesche Reihe. 


Sie dient als bequemes Gedächtnismittel für die genäherten 
Entfernungen der Planeten von der Sonne, stimmt allerdings bei 


Periodische Kometen. xXXVI 


Neptun nur schlecht. Die Entfernung Erde— Sonne wird hierbei gleich 
10 gesetzt. Das Gesetz der Reihe geht aus dem Täfelchen hervor. 
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Entfernung nach der Titius- u Wahre 
Bodeschen Reihe | Entfernung 
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Periodische Konieten. 
Die bisher in mindestens zwei Erscheinungen, also bei min- 
destens einer Rückkehr zur Sonne beobachteten Kometen sind die 
folgenden achtzehn. 


ar ne ui: 
- F-) ! je „A © FW: 
as «88,283 |095 1322 uw23 
238 Som RE; „2 ıd28 | „a0 
em 0 59. ad. | 388 | 8353 | 585 
Ba 338. 235 |RSS |is2 635 
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EEE 31 
Tempel II R28 | 130 4.68 | 1873 5 1904 
‚Brorsen ... 2... 546 | 0.59 | 5.61 1846 5 | 1879 
Tempel III—Swift | 5.54 | 1.09 | 5.17 ' 1869 4 | 1908 
‚De Vico— Swift... | 5.82 | 1.39 , 5.08 1844 2 , 18949) | 
IWinnecke ....... 6.83 | 0.92 | 5.56 1819 7 | 1898 
Tempell........ 6.50 | 207 | 4.90 » 1867 3, 1879° 
IBiela...... ..... 6.62 | 0.86 | 6.19 1772 6 | 1852%) 
Finlay .......... 6.66 : 1.00 | 6.08 ' 1886 3 | 1106 
| D’Arrest de 6.67 ! 1.32 | 5.77 1851 6 | 1897 
Woll,sessiselses 6.84 | 1.60 | 5.60 . 1884 3 1898 
|Holmes.......... 6.87 218 | 510 1892, 3 | 1906 
Brooks.......... 7.10 : 1.95 | 5.43 ' 1889 3 . 1903 
'Faye............ 1.56 | 1.74 | 5.97 | 1843 8 | 1896 
Tuttle .......... 13.67 ' 1.02 | 10.41 1790 5 | 1899 
Fons-Brooks..... 71.5: , 0.78 | 3294 , 1812 2 | 1884 
Olbers ... . ....|72.6 1.20 , 33.60 1815 2 1887 
Balley .......... 76.3 0.59 | 35.39 | 1378 7, 18355) 


1) Beschleunigung der mittleren Bewegung. 2) Bahnlage ungünstig geworden. | 
3) Zwischen 1879 und 1885 starke Störung durch Jupiter. 4) Teilte sich 1846. 
Zusammenhang mit dem Sternschnuppenschwarm vom Ende des November. 
5) Wahrscheinlich auch in früheren Erscheinungen bis 12 v. Chr. beobachtet. | 


xxVvm Tages- und Nachtdauer. 


Zu den kurzperiodischen Kometen gehören auch 11 seit 
1880 entdeckte Kometen mit weniger als 9 Jahre Umlaufszeit, 
welche aber bei keiner folgenden Wiederkehr zur Sonne wieder 
aufgefunden werden konnten. Bei den drei Kometen 1905 II 
Borrelly, 1906 IV Kopff und 1906 VI Metcalf, welche Umlaufs- 
zeiten von 7.0, 6.6, 8,2 Jahren besitzen, steht die erste Rückkunft 
noch bevor. 


Längste und kürzeste Tagesdauer in der heißen und den 
gemäßigten Zonen. 
Unter Tagesdauer ist das Zeitintervall verstanden, inner- 


halb dessen der Sonnenmittelpunkt über dem Horizont steht; der 
Refraktion ist hierbei Rechnung getragen. 


| 


| 


Längste Tagesdauer und Nachtdauer für die Polarzonen 
der Erde. 


In den folgenden Tabellen ist mit d (dies) das Zeitintervall 
des mittleren Sonnentages bezeichnet. Die Refraktion ist wieder 
berücksichtigt. — Für die nördliche und südliche Halbkugel ist 
die längste Tagesdauer und Nachtdauer wegen der Ungleichheit 
des Sommer- und Winterhalbjahres nicht dieselbe. Ebenso haben 
die verschiedenen Punkte desselben Breitenparallels nicht die 
nämliche längste Tagesdauer und Nachtdauer. Die Tabellen geben 
die längste Dauer, welche möglich ist; für die anderen Orte des- 
selben Parallelkreises beträgt die längste Dauer bis um 1@ weniger. 
— Die geographische Breite von 65"58’.0 ist die Grenze, für welche 


Dauer d. astronomischen u. d. bürgerlichen Dämmerung. XXIX 


die Sonne einmal zur Zeit ihrer unteren Kulmination nicht unter- 
geht, und die geographische Breite von 67°7’.8 die Grenze, für 
welche die Sonne zur Zeit ihrer oberen Kulmination nicht aufgeht. 


2 ls Längste Tagesdauer Längste Nachtdauer | 
Geogr. Breite || bei nördl. bei südl. || beinörd. | bei südl. 
geogr. Breite | geogr. Breite | geogr. Breite , geogr. Breite 


Dauer der astronomischen und der bürgerlichen Dämmerung. 


Unter astronomischer Dämmerung ist bei Berechnung 
der folgenden Tafel das Zeitintervall verstanden worden, welches 
bei Sonnenuntergang vom letzten zu uns kommenden Sonnen- 
strahl, d. i. von dem Zeitpunkt, wo der Sonnenmittelpunkt 50.9’ 
unter dem Horizont steht, bis zu dem Zeitpunkt verfließt, wo der 
Sonnenmittelpunkt 18° unter dem Horizont erreicht hat, und in 
umgekehrter Folge bei Sonnenaufgang. Unter bürgerlicher 
Dämmerung dagegen ist das Zeitintervall vom letzten Sonnen- 
strahl bis zum Stande des Sonnenmittelpunktes von 6° unter dem 
Horizont verstanden. 


Rn Dauer der astronom. Dämmerung | Dauer der bürgerl. Dämmerung 


‚ |b.Sommers- bei Tag- u. b.Winters-|b.Sommers- | bei Tag- u. |b.Winters- 
anfang | Nachtgl. | anfang ! anfang Nachtgl. anfang 


| 
| 
| 


Die g. Nacht| 


0h21m 
21 
21 
21 
22 
23 
24 
25 
27 
29 
36 
32 
41 
49 


BO DO mi bei fi fe fa je fe fe fe jede 
-OOOO0O009090900909909 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1: 
1 
1 
2 
2 
3 


OO0O000909000909090900900909 


XXX Strahlenbrechung. Sichtweite. Einteilung der Sterne. 


Mittlere Strahlenbrechung Kimmtiefe 
Beob. Höhe | Strahlenbrechung Augeshöhe Kimmtiefe 


o 


sun - © 


Sichtweite Sichtweite 
in Seemeilen! in km jin Seemeilen| in km 


Augeshöhe 


Einteilung der Sterne auf Grund ihrer Spektren nach 
H. €. Vogel. 


I. Klasse. Hierher gehören die weißen Sterne, d. h. diejenigen, 
welche sich im Zustande höchster Glühhitze befinden. Infolge 
berwiegens der chemisch wirksamen Strahlen tritt das violette 
Ende des Spektrums stark hervor. Drei Unterabteilungen: 
Ia. Siriussterne. Das Spektrum enthält wenige und schwach an- 
gedeutete, meist dem Eisen angehörende Metallinien; die 
Wasserstofflinien (C, F, Hy,h) zeichnen sich dagegen durch 
bedeutende Intensität und Breite aus. 
Ib. Die Wasserstofflinien sind vorhanden, aber weniger intensiv; 
in der Mitte sind sie aufgestellt. Außer ihnen finden sich 
die Linien des Cleveitgases vor. 


Eigenbewegungen der Sterne. XXXI 


Ic. Heliumsterne. Die Was- 
serstofflinien sind hell, 
außerdem treten häufig 
auch die Heliumlinie D, 
und die übrigen Linien 
des Cleveitgases hell auf. 


in der 


ewegung 
sichtelinie | Sekunde 


Gesamt- 


| b 


62 


IH. Klasse. Hierher gehören die 
gelblichen Sterne. Siesind 
von Atmosphären umge- 
ben, die schon kräftiger 
absorbieren, so daß die 
Fraunhoferschen Linien 
gut zu erkennen sind. Das 
violette Ende nicht mehr 
so stark überwiegend. 


Ila. Capella- oder Sonnen- 
sterne. Das Spektrum ist 
dem der Sonne ähnlich. 
Die Fraunhoferschen Li- 
nien besonders im Grün 
und Gelb kräftig und 
scharf. Die Wasserstoff- 
linien nicht ganz so inten- 
siv und breit wie bei 
Klasse I. 


IIlb. Wolf-Rayet-Sterne. Es 
ist ein kontinuierliches 
Spektrum mit den Fraun- 
hoferschen Linien vorhan- 
den, daneben aber ein- 
zelne helle Linien, deren 
Zugehörigkeit teilweise 
noch nicht bekannt ist. 


III. Klasse. Sie enthält die röt- 
lichen Sterne. Diese be- 
finden sich in verhältnis- 
mäßigniedriger Gluthitze, 
ihre Atmosphären üben 
eine starke, sich durch 
kräftige Banden verraten- 
de Absorption aus. 


Illa. Die Fraunhoferschen Li- 
nien sehr zahlreich und 
intensiv. Daneben treten 
Absorptionsbanden auf, 
die nach dem violetten 
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— 97 km 169 km 
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Bewegung | Spektrosk. 
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138 km 
76 
116 


Gesichtslinie; in der Ge- 
133 
45 
284 
23 


in der Sek. 


| 


Entfer- 
nungin 
*; Licht- 
jahren 
6.5 
4.3 
9.9 
11.4 


0.312 | 10.4 


0.496 
7.04 | 0.118 | 27.5 

0.752 

| 0.328 

| 0.283 


Das Minuszeichen bei einem Wert für die Bewegung in der Gesichtslinie soll anzeigen, daß die Entfernung des Sternes 


abnimmt, der Stern sich also auf uns zu bewegt. 
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Größe | Rektasz. 


linie), Parallaxen und Bewegungen in der Gesichtslinie. 


pardi ... 


Bezeichnung des Sternes 


Centauri. Des 


Sterne mit den größten bis jetzt bekannten jährlichen Eigenbewegungen (senkrecht zur Gesichts- 
'oombridge 1830 ...... 


Cord. Zon. Kat. Vh..243 


u Cassiopeiae ........... 
22 H. Camelo 


XXXI  Zusammengeh. Werte usw. Länge eines Grades usw. 


Ende des Spektrums hin scharf, nach dem roten Ende hin 
unscharf begrenzt sind. 

IIb, Die Absorption überwiegt vollständig. Das violette Ende 
des Spektrums ist sehr schwach, die Absorptionsbanden, um- 
umgekehrt wie bei Ila, scharf nach der roten, unscharf nach 
der violetten Seite hin begrenzt. 


‚ Die 5 Klassen, in welche Secchi die Sterne einteilt, stimmen 
mit den Vogelschen Klassen bez. Unterabteilungen in folgender 
Weise überein: 


Secchi: Iuı Um W XV 
Vogel: Ia Da Ma Ilb Ie 


Zusammengehörige Werte der geographischen, reduzierten 
und geozentrischen Breite. 

Bezeichnet man mit @ die geographische, mit 9’ die redu- 
zierte und mit 9” die geozentrische Breite eines Ortes, sowie mit 
a den Aquatorhalbmesser und mit b die halbe Polarachse der 

2 
Erde, so gilt die Beziehung tg — : tgp — tg”. 


| 


Differenz 
eogr. Br — 
Geozentr. Br 


" | 
 Geozentrische 
Breite 


Reduzierte | Differenz 
Breite | Geogr. Br. — 


Reduz. Br. | 


Geograph. | 
Breite | 


0°0’0” 0° 0’0”.0 0°0’0”.0 


00 
00 
00 


58 2.1 
56 18.3 
55 1.2 


0 157.9 
0 341.7 
0 4 58.8 


00 54 20.0 
00 54 19.8 
00 55 0.7 
00 56 17.7 
00 55 1.7 
00 0 0.0 


5 40.0 
5 40.2 
4 59.3 


Länge eines Grades im Meridian und im Parallel. 


Geogr. Breite Breitengrad inm längengrad in m 


0° 110 563 111 307 
10 110 597 109 627 
20 110 693 104 635 
30 110 341 96 475 
40 111 023 85 384 
50 111 216 11 687 
60 111 399 55 793 
70 111 548 353 182 
80 111 646 19 391 


90 111 680 0 


Rotation und Zentrifugalkraft d. Erde. Pendelschw. XXXIH 


Lineare Geschwindigkeit der Punkte an der Erdoberfläche 
infolge der Rotation der Erde. 


Geograph. Brate Qesehwindigk pro\|| Geograph. Breite ‚Geschwindigkeit pro) 


Sekunde in Metern Sekunde in Metern 


Zentrifugalkraft an der Erdoberfläche. 

Am Äquator beträgt sie 0,00346 —=1:289 von der Intensität 
der Schwere, würde demnach der letzteren gleich sein, wenn die 
Erde 17mal so rasch rotiertee Das Verhältnis der Zentrifugal- 
kraft unter den verschiedenen geographischen Breiten zur Zentri- 
fugalkraft am Aquator ist durch folgendes Täfelchen gegeben. 


; Zentrifugalkraft | ite ! _ Zentrifugalkraft Ä 
| FOR, Breite | „äente megen | BSer Breite (Zentrif. am Äqu.=1) 


Die Beschleunigung der Schwere für die geographische 
Breite p und die in Metern ausgedrückte Höhe h über dem Meeres- 
spiegel beträgt in cm: 2 

g = 980,60 — 2.60 cos 29 — 0,000 308%. 

Die Länge des Sekundenpendels für die geographische 
Breite und die in Metern ausgedrückte Höhe h über dem Meeres- 
spiegel beträgt in cm: 

l—= 99,0918 — 0,2361 cos2p — 0,000031A. 


Anzahl der Schwingungen eines am Äquator Sekunden 
schwingenden Pendels unter den verschiedenen geographischen 
Breiten während eines Tages. 


Geogr. Breite Anzahl der Schwing. Geogr. Breite Anzahl der Schwing. 


0° 86 400 50° 86 544 
10 86 407 60 86 584 
20 86 429 70 86 617 
30 86 461 80 86 638 
40 86 502 90 86 645 
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XXXIV Einig. i. d. Astronomie u. Geodäsie häufig gebr. Werte. 


Einige in der Astronomie und Geodäsie häufig gebrauchte 
Werte. 


Länge des julianischen Jahres 
365416 0m O*.0 = 365,25 mittlere Tage 
Länge des siderischen Jahres 
365466 9m 10*.7 — 365,25636 mittl. Tage 
Länge des tropischen Jahres 
36545h 48" 45*.5 — 365,24220 mittl. Tage 
Mittlerer Sonnentag in Sternzeit 
24h 3m56°,555 — 1,0027379 Sterntage 
Sterntag in mittlerer Zeit 23 56 4.091 = 0,9972 696 mittlere Tage 
Anzahl der Sekunden an einem Tage 
86 400 
Mittlere Schiefe der Ekliptik für 1909,0 
23027’ 4”.04 
Allgemeine Präzession in einem tropischen Jahr (1909) 
50.258 
Konstanten der jährlichen Präzession auf dem Äquator 
(Formeln: Ja=m-+ntgösina; Jd=n cos«) 
| i® — 46” ,087 = 3°,0725 


n — 20,046 
Nutationskonstante g’aır 
Aberrationskonstante 20” 47 
Halbmesser der Sonne 15’59°.63 
Sonnenparallaxe 8,80 


Mittlere Entfernung der Erde von der Sonne 
149481000 km 

Anzahl Sekunden, die das Licht von der Sonne zur Erde braucht, 
498,5 

Gaußische Gravitationskonstante x («?—= Anziehungskraft der Sonne) 
in Teilen des Radius 0,0172021 
in Bogensekunden 3548,18761 


Siderische Umlaufszeit des Mondes 

274 7Th43m11*,4 — 27,32166 mittl. Tage 
Tropische Umlaufszeit des Mondes 

274 Th 49m 57%,6 — 27,32150 mittl. Tage 
Synodische Umlaufszeit des Mondes 

29412h44m 3°,0 = 29,53059 mittl. Tage 
Anomalistische Umlaufszeit des Mondes (von einer Erdnähe zur 

nächsten) 274 13h18" 37°, —= 27,55460 mittl. Tage 

Drakonitische Umlaufszeit des Mondes (von Knoten zu Knoten) 

274 5h 5m356,8 — 27,21222 mittl. Tage 
Halbmesser des Mondes (in Längenmaß) 

1739 km 
Halbmesser des Mondes (in Winkelmaß) 

1532” .59 


Konstanten und ihre Briggischen Logarithmen. XXXV 


Äquatorial-Horizontalparallaxe des Mondes 
57 2.27 
Mittlere Entfernung des Mondes von der Erde 
384400 km = 60,2778 Erdhalbmesser 


Halbe große Achse der Erde (Äquatorhalbmesser), nach Bessel 
a — 6377 397,15 Meter 

Halbe kleine Achse der Erde (Polarhalbmesser), nach Bessel 
b = 6356 078,96 Meter 

Abplattung der Erde (a —b):a—=1:299,1528 

Exzentrizität der Erdmeridiane 

a?—b?:a — 0,0816 968 

Radius der Kugel von gleicher Oberfläche mit der Erde 
6370 289,5 Meter 

Radius der Kugel von gleichem Volumen mit der Erde 
6370 283,2 Meter 

Mittlere Dichtigkeit der Erde 
5,54 


Verhältnis des wahrscheinlichen Fehlers zum mittleren Fehler 
0,67449 

Verhältnis des durchschnittlichen Fehlers zum mittleren Fehler 
0,79789 


Konstanten und ihre Briggischen Logarithmen: 


num log Im Kreis vom Radius 1, Länge 
= 3,1416 0.4971 des Kreisbogens: 
27 6,2832 0.7982 num log 
2 1° 0,0175 8.2419 
Pa 1’ 0,0008 6,4637 
2 9,8696 0.9948 


Kreisbogen, dessen Länge gleich 
Vr 1,1726 0.2486 dem Radius ist, in Graden: 


2,7183 0.4343 57.2958 1.7681 


Eulersche 
367 9. 
nn. a Konstante 0,5772 9.7613 


1,4142 0.1505 
1,7321 0.2386 
2,2861 0.3495 
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6812 | 6821 
6902 6911 
6990 6998 
7076 7084 
7160 7168, 
1243 7251 


nn 
4654 ı 4669 
‚5079 


ı 5465 


0086 
0492 
0864 
1206 
1523 
1818 


2355 


IR 


2648 


2856 
3075 
3284 
3464 | 3483 
3655 3674 
3838 . 3856 
4014 : 4031 
4200 
4346 | 4362 
4502 | 4518 


3263 


4800 
4942 


4814 
4955 
5092 
5211 | 5224 | 
5340 


Logarithmen. 
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2430 
2672 
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3096 ! 3118 
3304 , 3324 
3502 , 3522 
3692 3711 
3874 . 3892 
4048 4065 
4216 | 4232 
4378. 4393 
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7007 
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6839 | 
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7016 7024 
7101 7110 
7185 | 7193 


1259 7267 7275 


1324 7332 | 7340 | 7348 | 7356 


6848| 


5623 5635 
5740 5752 
5355 | 5866 
5966 5977 
6075 6085 
6180 | 6191 
6284 | 6294 
6385 | 6395 
6484 6493 
6580 
6675 , 6684 
6767 , 6776 
6857 | 6866 
6946 6955 
7033 7042 


7118 7126. 


7202 | 7210 
7254. 7292 


6590 


7364 1 7372| 


1959 


0294. 
0607 0645 0682 0719 | 0755 


1367 
1673 


2227 
2480 
2718 


2967 , 2989 


[7 
Qi 
DD 
I 


or 
je) 
1 
-] 
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; 4281 4298| 


4886 | 4900' 
5024 5038| 


5658 
3: 5775 


‚6415 6425 
6609 


3 6702 | 6712 
6794 6803 


1308| 


1388 


0334 | 0374 


1106. 
‚1430, 
1732| 
2014 


1399 
1708 | 
1987 
2253 2279 
2504 | 2529 
2742 2765 


3181 3201 
3385 , 3404 
3579 3598, 
3766 3784 


4116 4133 


4440 4456 
4594 | 4609 | 
4742 4757) 


5159 5172 
5289 | 5302 
5416 5428| 
5539 5551| 
5670 
5786 
5899 
‚6010 
6117 
6222 
6325 


5888 
5999 
6107 
6212 
6314 


6522 


6513 
6618 


6884 6893 
6972 6981 
7059 7067 
7143 | 7152 
7235 
7316 
7396 


7308 


' E 


Logarithmen. 


7412 
7490 
7566 
, 7642 
7716 
7789 


7993 : 8000 


7419 | 7427 
7497 | 7505 


1574 , 7582 | 


7649 ; 7657 
1723 | 7731 
7796 | 7803 
7868 | 7875 
1988 | 7945 
8007 | 8014 


7435 
7513 
758) 
7664 
7738 
1810 
7882 
7952 
8021 


7443 7451 
1520 | 7528 
1597 | 7604 
1672 : 7679 
1745 ' 7752 
7818 | 7825 
1889 7896 
1959 | 7966 
8028 8035 


7459 | 7466 
7536 | 7548 
7612 7619 
7686 ; 7694 
7760 | 7767 


7832 


7839: 


8102 
8169 
8235 
3 8299 
8363 
8426 
8488 
8549 
8609 
8669 
8727 
8785 
8812 
8899 
‚8954 
9009 
9063 
9117 
9170 
9222 
9974 
9325 
9875 
9425 
9474 
9523 
9571 
9619 
9666 | 
9713 

9759 


8075 , 8082 
8142 | 8149 
8209 8215 
‚8274 | 8280 
8338 | 8344. 
8401 | 8407 
8463 , 8470 
8525 8531 
8585 | 8591 
8645 | 8651 
8704 | 8710 
8762 | 8768 
8820 | 8825 
8876 . 8882 
8932 | 8938 
8987 | 8993 
9042 | 9047 
9090 9096 | 9101 
9143 9149 | 9154 
9196 | 9201 | 9206 
9948 9253 | 9258 
9299 | 9304 9309 
9350 ' 9355 | 9360 
9400 | 9405 9410 
9450 , 9455 | 9460 
| 9499 | 9504 | 9509 
19542 | 9547 | 9652 | 0557 
9590 9595 | 9600 | 9605 
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1.3661. 
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3170 3181 
3283| 3295 
3399| 3411 
3516| 3528 
3636| 3648 
3758| 3770 
3881| 3894 
4007| 4020 
4134 
4264 
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4665) 
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5084 
5227 
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8427 
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Tafel der Besselschen Funktionen. 
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0,1240 
0,2423 
0,3492 
0,4400 
0,5106 
0,5579 
0,5802 
0,5767 
0,5484 
0,4971 
0,4260 
0,3391 
0,2411 
0,1374 
0,0332 


— 0,0660 


j 


— 0,1556 


E4 


7,75 
8,00 
8,25 
8,50 
8,75 
9,00 
9,25 
9,50 
9,75 
10,00 
10,25 
10,50 
10,75 


Aa _| 


0,2252 
0,1717 
0,1092 
0,0419 
— 0,0259 


- — 0,0908 


— 0,1474 
— 0,1939 
— 0,2273 
— 0,2459 
— 0,2490 


. — 0,2366 


— 0,2101 
— 0,1712 
— 0,1227 
— 0,0677 
— 0,0097 
0,0477 
0,1009 
0,1469 
0,1829 
0,2069 
0,2178 
0,2150 
0,1990 
0,1711 
0,1331 
0,0875 
0,0374 
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II. Die ersten dreißig Nullstellen von J, (2) = 0 (x, bis x,,) und die 


entsprechenden Minima ( 


Maxima von J (X). 


I. Die Funktionen J,(r) und J, (x). 
Te | 
0,25 


ER, Tn Jo (en) n i n77} B Jo ER) j 
1 3,8317 | — 0,4028 16 51,045 + 0,1117 
270156 | + 0,3001 17 541856 | — 0,1084 
3 101735  — 0,2497 18° 573275 | + 0,1054 
4 | 133237 | + 0,2184 19 60,4695 | — 0,1026 
5 , 16.4706 , — 0.1965 20: 63,6114 | -+ 0,1000 
6 196159 ° + 0,1801 21 | 66,7532 ° — 0,0977 
7: 22,760  — 0,1672 22, 69,8951 + 0,0954 
8 25,0037 | + 0,1567 23 73,0869 — 0,0934 
9: 29,0468 | — 0,1480 24 76.1787 | + 0,0914 

10 | 32,1897 | + 0,1406 25 : 79,3205  — 0,0896 
11 | 35,3823 | — 0,1342 26 ı 82.4623 | + 0,0879 
12 | 384748 | + 0,1286 27 85,6040 | — 0,0862 
13 41,6171 | — 0,1237 28 | 88,7458 0,0847 
14 | 44,7593 | + 0,1192 29 | 91,8875 | — 0,0832 
15 | 47,9015 | — 0,1158 | 30 | 95.0292 | -+.0,0818 | 
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Mathematik. 
Von Prof. Dr. Ernst Wölffing. 


Mathematik ist die Wissenschaft von den Größen und den 
Gesetzen ihrer Verbindung. 

Philosophie der Mathematik, Logikkalkül und  Zeichen- 
sprachen. |—] | 


Arithmetik. | 


1. Arithmetik ist die Lehre von den Zahlen, welche in der 
eigentlichen Arithmetik mit Ziffern, in der sog. Buchstaben- 
rechnung mit allgemeinen Zeichen (Buchstaben) geschrieben 
werden. 

Zen, ist eine Menge von Größen derselben Art; die Zahlen 
1,2, 3, --- heißen positive ganze Zahlen. 


Gleichheit (=) und Ungleichheit (2 d. h. größer und 
kleiner als). 
Au a=b folgt b=.a. 
Aus a>b folgt b <a 
Aus a<b folgt b>.a. 
Aus a=b und a=c folgt b=.c. 

Gleichungen gelten entweder nur für bestimmte Werte der 
in ihnen vorkommenden Größen oder für alle Werte derselben 
(identische Gleichungen, mit = geschrieben). 

2. Addition (Zeichen +) ist der Übergang von zwei Zahlen 
Summanden) zu einer Zahl (Summe) 

c=a+rb 

Es ist a+b=b+a 

+5 re=ar+r(b+o. 

Subtraktion ist die Bestimmung eines Summanden (Diffe- 
renz) aus der Summe (Minuendus) und dem andern Summanden 
Subtrahendus). 

b=a— c zunächst für a >c. 
Für a=cb=a—-a=0 (Null). 
Für a<ce b=—(c—.a) negativ. 

3. Multiplikation ist die wiederholte Addition. 
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Produkt ist die Summe gleicher Summanden. 
ce=(a+a-+a-+--.) b-mal 
—= ab (oder auch =a.b). 
a und 5b heißen Faktoren. 
Es ist ab=ba, 
(ab)e=a(be), 
ab+tac=a(l-+tc), 
0.a=0; a—b)=—a.b=—ab, 
—a)(—b)=ab. 
Ein Produkt ist positiv nn: wenn die Zahl der negativen 
Faktoren gerade (ungerade) ist. 
Division ist die Bestimmung eines Faktors (Quotient) Bus 


dem Produkt (Dividend oder Zähler) und dem andern Faktor 
(Divisor oder Nenner). 


b= — (oder auch c:a). 


Es ist . —0, n ist jede beliebige Zahl. 


—ıü a a —qa 170 


Dee Tl = Ber 
Ist ce nicht ein Vielfaches von a, so ist — — eine gebrochene Zahl 
(Bruch). 

Der Bruch ist echt (unecht), je sen ce<.a(c>a) ist. 
Proportionen entstehen durch Gleichheit von Brüchen: 
a:b=c:d. 

Hieraus folgt: 
latmb:na+pb=Ic+md:nc+pd, 
wo I, m, n, p beliebige Zahlen. 
4. Po tenzierung ist die wiederholte Multiplikation. 
c=(a-a-a:..a) (b-mal) 
b 


=«q. 
a heißt Basis, b Exponent, c Potenz. 
Es ist da: =a.t 
a: 
b 
! h @ 
e=(ac), d: ed — (=) 2 
! 
(a) — a?° — (a°)”, 
= 1 
ad—1;a’— 
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5. Radizierung ist die Bestimmung der Basis (Wurzel) aus 
Potenz (Radikand) und Exponent (Wurzelexponent). 


1 ee 
a=YVe= c? (Bruchpotenz); also Vo’= a. 
Es ist u £/a 
Ni Var; ya V4, 
BERN b . 
Vol) =ar, 
Ver _% Vir. 
Va-YVa-VYa, 
Vai Ya. 
Die geraden Wurzeln sind -doppeldeutig: Ya hat die Werte 
— at und — at- 


Ist c keine 5 Potenz, so ist Ve irrational, d.h. keine ratio- 
nale Zahl. 

Rationale Zahlen sind die positiven und negativen ganzen 
und gebrochenen Zahlen; sie sind durch endliche oder periodische 
unendliche Dezimalbrüche darstellbar. Zerfallen alle rationalen 
Zahlen in zwei Bereiche A und B, so daß jede Zahl A kleiner 
als jede Zahl B und im Bereich A keine größte, in B keine 
kleinste Zahl existiert, so liegt an der Grenze von A und A’ eine 
nicht rationale, eine irrationale Zahl, die durch einen unend- 
lichen, nicht periodischen Dezimalbruch dargestellt wird. 

Die Quadratwurzel aus der negativen Einheit ist keine positive 
oder negative Zahl, also nicht reell; sie wird mit # bezeichnet. 

Dann heißt b; (rein) imaginär, a+bi komplex, a-+ bi und 
a — bi komplex-konjugiert.. 

6. Logarithmierung ist die Bestimmung des Exponenten 
(Logarititmus) aus Potenz (Numerus) und Basis. 


b=aloge. 
Es ist alog(be)=alogb + alogc 
alog(b:c)=«logb — alogc, 
alogb’—= c-alogb, 


alog Yb = - alogb, 
clogb 
cloga 


Die Briggschen Logarithmen haben zur Basis die Zahl 10, 
die natürlichen die Zahl 


alogb= 


ni 


4 Arithmetik. 


1 1 1 
tat 


— 2,71828 . -» 
Sie werden mit / bezeichnet, die Briggschen Logarithmen mit log. 
Es ist logx—=1Ix-loge, 
Icx=logx-110, 
12 = 0.6931, 
13 —= 1.0986, 
15 —1:6094, 
IT=1-9459, 


110 = 2.3026, 
loge = 0.4343. 


Die Additions- und Subtraktionslogsrithmen geben 


zu jeder Zahl 
A=loga—logb, wo a>b 


B=log(a+b) — loga. 
Hilfswinkelmethode: 


Mit 9 = arctg V: ist 
log (a+b)=loga — 2logcos#. 
Mit 9 = arctg 2 ist 


log (a — b)=loga + logy2 + log cos (# + 45%) — log cos#, 
ferner 
log (a cosy + bsiny) = log Ya’+ b?-+ log cos ($T y). 
Algebraische Identitäten: 
(a+b)”?—=a?-+2ab -+D®, Zu 
(a +b)(a-—-b)= a?’ —d”, 
(a +b+0’=a+b’+c?+2(be+ca-+ ab), 
a+b+g9’=a+b’+c+3(a +b)a+)d +), 
a —b’— a tab+b°), 
a’ + >= (a+b)(a — ab +3), 
a'+a?b’ Hl! = E tab+bN(a?— ab+Db°, 
+5’ +(a—b’=2(a” +), 
(a + 5b) — (a — b)—=4ab, 


Vatyb =V}(a+Va:—b)+YV4(a— Ya’ —5). 


die Zahl 


7. Ein Zahlensystem besteht in der Darstellung aller 


Zahlentheorie. ) 


ganzen positiven Zahlen als rationale ganze Funktionen einer 
Zahl n (Grundzahl), deren Koeffizienten (Ziffern) positive ganze 
Zahlen <n sind. Die Grundzahl des gewöhnlich gebrauchten 
dekadischen Zahlensystems ist 10. Die Brüche erscheinen hierbei 
als Dezimalbrüche, welche endlich sind, wenn der Nenner nur 
Potenzen von 2 und 5 als Faktoren hat. 

Zahlkörper (Rationalitätsbereich) ist die Gesamtheit 
aller Zahlen, welche rationale Funktionen gegebener Zahlen sind. 
Weiteres über Zablkörper [—]. 

8. Eine ganze Zahl a ist ein Faktor (Teiler) der ganzen 


Zahl db, wenn u eine ganze Zahl ist. 


Eine Zahl p, welche nur die Teiler 1 und p hat, heißt Prim- 
z&hl. Die Zahl der Primzahlen ist unbegrenzt. 

Jede ganze Zahl kann in Primfaktoren zerlegt, d. h. auf 
nur eine Weise als Produkt von Potenzen von Primzahlen dar- 
gestellt werden. 

Zwei Zahlen, deren größter gemeinsamer Teiler 1 ist, heißen 
relativ prim. 

1 ist zu jeder Zahl relativ prim. 

Satz von Goldbach: Jede gerade Zahl ist Summe zweier 
Primzahlen. 

Sind a,b,c,d ganze Zahlen, 0<d<e und ist a=bc-+td, 
so heißt d der Rest von a nach dem Modul e. 

Sind a und Db relativ prim, so ist ac durch b nur teilbar, 
wenn c es ist. 

It A=9p":p”.p”°..-, wo p,p'--- Primzahlen, so ist die 
Zahl der Teiler von A: 


tA)=(a+ + (ee +2), 


ihre Summe: 


p—l1 po—i i 

Satz von Dirichlet: 

Jede unbegrenzte arithmetische Progression, deren erster Term 
und deren Differenz prim zueinander sind, enthält unendlich viele 
Primzahlen. 

Die Eulersche Funktion 


AM=A(1-—) (1): 
p p 
ist die Zahl der Zahlen kleiner als A, welche zu A relativ 
prim sind. 
Für große A ist näherungsweise: 
| A 
PA) 77 7.08866 
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oder 
A 
dx 
gA= | 7° 
9 Ist a=bc-+d, 
da=b’c+d, 


so heißen a und a’ kongruent nach dem Modul c: 
a=«a/mode. 
Ihre Differenz ist durch e teilbar und bei der Division mit ce 
geben sie denselben Rest. 
ne Satz: 


aP”""=1/mod p (p Primzahl und nicht Faktor von a). 
a Satz: 
(p—- N!=—1/modp. 
Die Kongruenz ax=b/modc ist lösbar, wenn a und b relativ 
prim sind. Die Lösung ist = ba”|9 "1 /mod ce. 
Die 9(p—1) Zahlen g zwischen 0 und p—1 derart, daß 


1 1/modp, heißen primitive Wurzeln von p, wenn für 
keine Zahl r<p—1 gr=1/modp. 
Ist a eine durch p nicht teilbare Zahl, y eine primitive 
Wurzel von p, so heißt die Zahl «, für welche 


a=g“"/modp 
ist, Index von a für die Basis g: 
«—=inda. 
Ist <"=«a/modp und es ist Öd der größte gemeinsame Teiler 
von n und p— 1, so hat die Kongruenz ö oder 0 Wurzeln, je 


nachdem inda=0/modp oder nicht; entsprechend heißt «a 
n-ter Potenzrest oder Nichtrest von 2. 


Das Zeichen (7) —= +1 soll bedeuten, daß n <{p quadratı- 


p 
scher Rest (Nichtrest) von 9 ist. 
Ist 9 Primzahl, so ist: 


p-1 


Reziprozitätsgesetz: 


Aa 


wo p und g ungerade Primzahlen sind. 
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Weiteres über Kongruenzen und Reste [—]. 

Vollkommene Zahlen sind gleich der Summe der ali- 
quoten Teile. 

Befreundet heißen Zahlen, wenn jede gleich der Summe 
der aliquoten Teile der andern ist. 

Diophantische Gleichungen heißen Gleichungen mit mehr 
Unbekannten, als Gleichungen vorhanden sind. 

Man greift aus den unendlich vielen Lösungssystemen ge- 
wöhnlich die ganzzahligen Lösungen heraus, 

Die diophantischen Gleichungen ersten Grades mit 2 Unbe- 


kannten: 
Axz+By=(C 
werden durch Kettenbrüche gelöst. 


Letzter Fermatscher Satz: 
Die Gleichung: 
a 


ist für n = 2 lösbar, für n > 2 unlösbar. 
Weiteres über diophantische Gleichungen [—. 


Algebra. 


1. Die Algebra ist die Lehre von den Gleichungen. 

Wurzel oder Lösung einer Gleichung heißt eine Zahl, 
welche für die Unbekannte in die Gleichung eingesetzt dieselbe 
befriedigt. 

Satz von d’Alembert: 

Jede Gleichung hat eine Wurzel. ‚Eine algebraische Gleichung 
n-ten Grades hat n Wurzeln. 

Hat eine Gleichung mit reellen Koeffizienten die Wurzel 
a+ bi, so ist auch a — bt Wurzel. 

2. Sind x, ---x, die Wurzeln der Gleichung: 


fo=a2"+a,2""'+... +0, _,2+a,=0, 
so nennt man symmetrische Funktionen der Wurzeln solche 
Funktionen derselben, welche sich bei Vertauschung irgend zweier 
Wurzeln nicht ändern. ’ 
Die symmetrischen Funktionen, welche in jeder Wurzel vom 
1. Grad sind, heißen Elementarfunktionen: 


= 3%, m= Du, m Im 
Es ist q, == (— 1) p,- 
Die Potenzsummen der Wurzeln: 


> S'0;? 


werden aus den Newtonschen Formeln berechnet: 
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5 — Pı = 0 ’ 
-MA1 tr? —0, 
un“ TPası = ÖPs =, 
Wird eine symmetrische Ponktion p in den Elementarfunk- 
tionen (Koeffizienten) und in den Wurzeln dargestellt: 
= Sp! 198273 Pa 


= Yalızy x , 


wo 

ES ring 
so heißt —_ 

,>0 +%+ 
der Grad, 


4, ++ ,=4, +28: +39, + mu 
das Gewicht der symmetrischen Funktion. 
Weiteres über symmetrische Funktionen ae 
8. Elimination ist die Entfernung einer Unbekannten aus 
zwei oder mehreren Gleichungen. Das Eliminationsresultat heißt 
Resultante. 
Aus r Gleichungen lassen sich r — 1 Unbekannte eliminieren. 


Die Elimination aus linearen Gleichungen erfolgt mittels 
Determinanten [—]. 


Elimination aus nichtlinearen Gleichungen: 
Sylvestersche Methode: 


2. B.: ac +betc=0, 
ac +brtldc+d—=0. 
Resultante: " 
abc0oO 
0abeon 
00abece =0 
abe do 
0b dd 
Bezoutsche Methode: 
2.B. ax +b2?+c +d=0, 
| ati rldctd=0. 
ab — ba’ ac— ca ad — da 
ac—ca ad —da+be-—-ch U’ —dd’' — 
ad — da’ bd — db’ 


Resultante der Gleichungen: 
fe) = a — 1)... (E— %7) 
und = n@—t)... at): 
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RGP)=a fl)... Film) 
== a, p(X,) ne P(%,) 
— aa)... (h— 2) 
(la —%) ... (ae — %,) 
(bu — EU)... (km —_ %,): 
Das Verschwinden der Resultante tritt ein, wenn die Glei- 
chungen eine Wurzel & gemein haben. Diese ergibt sich aus: 


Bl. 
oa, 00, 
wo p und g beliebige der Zahlen 1...m. 


Haben die Gleichungen zwei Wurzeln gemein, so ist für 
jedes :: | 
oR 


ER 
R(f-9;%)= R(f; Y)- R(p; 9). 


Diskriminante heißt die Größe, welche verschwinden muß, 
wenn zwei Wurzeln einer Gleichung zusammenfallen. Macht man 


die Gleichung f(x)= 0 homogen, indem man x —= — setzt und 
2 


Es ist 


mit x multipliziert; also: 


fa,2)= + a Ar ws +0,%3=0, 
so ist die Diskriminante die Resultante von 
of of _ 
ton 
Sie ist daher vom 2(n — 1)-ten Grad in den Koeffizienten. 
In den Wurzeln ausgedrückt ist die Diskriminante: 


1 I id. 8 


% Lg ve... R I, 


0. 


DN=a" "2.0... 

Pr 

Es ist | 
Df-p=D(f): Dip): R’(f;p). 


Die Resultante kann auch gebildet werden durch symmetrische 
Funktionen oder durch Division (Staffelrechnung) oder (am 
raschesten) durch sukzessive Wegschaffung der höchsten und 
niedersten Glieder beider Gleichungen. 


4. Ruffinisches Schema zur Bildung von 
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aa + aa + +0, 
2 —p 
ne A b, 
—=b,E IL da" Do er 
a d, GG (A ... (A, 
apb,» bp ...b,_ıP 
addiert: bb db, db, by... by. 
Es ist dbn=fP). 


Wurzelverkleinerung um a besteht in der Ersetzung der 
Unbekannten x durch x, +a. Durch Wurzelverkleinerung um 


— wird der zweite Koeflfzient weggeschafft. 


"Bei der Tschirnhausen-Transformation wird an Stelle 
von x dierationale Größe y=a«+ fx +yx?+..- als Unbekannte 
eingeführt. Die Größen «, ß, y,. . Können so bestimmt werden, 
daß Koeffizienten verschwinden. 

6. Trennung der Wurzeln numerischer Gleichungen. Eine 
Gleichung heißt numerisch, wenn ihre Koeffizienten Zahlen 
(keine Buchstabengrößen) sind. 

Modul (absoluter Wert) einer positiven Zahl ist die Zahl 
selbst, einer negativen Zahl die Zahl mit positivem Vorzeichen. 

Sind A, die Moduln der Koeffizienten a,, A der größte der 
Moduln A, ... A,, so ist (1 + 7) eine obere Grenze für die 
Moduln der Wurzeln. Ist a, der erste negative Koeffizient, a der 
absolute Wert des dem absoluten Wert nach größten negativen 
Koeffizienten einer Gleichung, deren erster Koeffizient a, positiv ist, 


r F 
so ist (1 +V& eine obere Grenze der positiven Wurzeln. 


0 

Eine Gleichung mit reellen Koeffizienten hat, wenn sie die Wurzel 
a+ bi besitzt, auch die Wurzel a — bi. Die Zahl der Wurzeln 
. zwischen zwei Zahlen « und ß ist gerade (ungerade), wenn f(c) 
und f(ß) dasselbe (verschiedene) Vorzeichen haben. Ein Zeichen- 
wechsel (eine Zeichenfolge) liegt vor, wenn zwei aufeinander- 
folgende Glieder einer Gleichung verschiedene (gleiche) Vorzeichen 
haben. 

Satz von Descartes: 

Die Zahl der positiven (negativen) Wurzeln einer Gleichung ist 
nie größer als die Zahl der Zeichenwechsel '(Zeichenfolgen) von 
f(x) und die Differenz der beiden Zahlen ist stets gerade. 

Satz von de Gua: 

Wenn zwischen zwei Gliedern einer Gleichung 2 Glieder fehlen, 
Bo hat sie wenigstens ?n komplexe Wurzeln; wenn (?2» + 1) Glieder 
fehlen, hat sie wenigstens 2» + 2 oder 2?» komplexe Wurzeln, je 


Numerische Gleichungen. 11 


nachdem die einschließenden Glieder gleiche oder entgegengesetzte 
Vorzeichen haben. 
Satz von Budan. 
Die Zahl der Wurzeln zwischen & und ß>« ist gleich der 
Zahl der beim Übergang von 
fe) f'(e)... fe) zu 
rear... (A 


verloren gehenden Zeichenwecheel oder sie ist um eine gerade Zahl 
kleiner als diese Zah 

Satz: von Rolle 

Zwischen je zwei Wurzeln von f(x)=0 liegt eine ungerade 
Zahl von Wurzeln von f(x) =0. 

Satz von Sturm. 


Setzt man f(x) = RT ’ f (x) = 
ferner n=V4A- a 
Y, —— v, » 2 Ya 


AR — fn{ Di v 
so ist die Zahl der Wurzeln von f(x) schen «und ß>« gleich 
der Zahl der verlorenen Zeichenwechsel, wenn in die Reihe 
V,V,... V,„ zuerst «, dann ß eingesetzt wird. 


6. Auflösung der numerischen Gleichungen. 
Hat a,x" EB .+ a, = Deine rationale Wurzel, so ist diese von 
der Form: + ”, wo «a, ein Faktor von a,, «, ein solcher von a,. 


Regula fälsi. 
Ist f(@«)—= A; ff) —=—B, so ist annähernd: 


Aß+Ba 
A+B 


= -— 


Newtons Methode. 
Ist a ein Näherungswert, so daß f(a) sehr klein ist, « seine 
Korrektion, so ist annähernd: 
fe) 
uU = en 
f (a) 

Bei der Hornerschen Methode werden die Wurzeln immer mit 
dem gefundenen Näherungswert verkleinert. Man erhält so eine 
Gleichung mit einer sehr kleinen Wurzel, so daß sich zuletzt eine 
lineare Gleichung zur Bestimmung der letzten Korrektion ergibt. 

Graeffesche Methode. 

Man bildet die Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der- 
jenigen der gegebenen Gleichung sind und behandelt die neue 
Gleichung ebenso usf. 


12 Buchstabengleichungen. 


Die letzte Gleichung A,&"+... +4A,=0 hat die 2’-te Po- 
tenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung als Wurzeln, und 
es ergibt sich für die größte Wurzel der ursprünglichen Gleichung 


näherungsweise: 
m 
V- 
A 


Weiteres über Auflösung numerischer Gleichungen [—|. 
7. Algebraische Auflösung der Buchstabengleichungen. 
Lineare Gleichungen. 


Aus ac+b=0 folgt 2... 


ax b e=0 
Aus a folgt: 
‚abe 
ee, 
Quadratische Gleichungen: 
ax +2be+c—=0, 
—b+YVb—ac 
a 


usf. 


== 
Kubische Gleichungen: 


a px —=g. 
Cardanische Formel: 


„(+ VE+HH)+Q@-ViHR). 
Vi), 
- (a4 VER) 4 «(4 N, 


wo « Wurzel von to +t1i—=0. 
Für . a Casusirreducibilis: die3 reellen Wurzeln 


ae unter komplexer Form. 


Man setzt alsdann: 
1 
ER 4» 22 
77: 
B3 


ug 
cos 30=44(,,) 


Buchstabengleichungen. 13 


und erhält: x =ncose, 
| x, =ncos (120°-+ «), 
2, = n cos (120° — co). 
Gleichungen 4. Grades. 
"+ ge’ +rce+s=0. 
Man setzt die linke Seite gleich 
(test @—ex+g), 


wo sich e aus der Gleichung 


e + 2ge +(? —4s)e — r’—0 
ergibt. Ist e gefunden, so wird: 


1 hete=‘) 
= (ere+?) 


Damit ist die Gleichung in zwei quadratische gespalten. 

Reziproke Gleichungen. 

Die von den Enden gleich weit abstehenden Koeffizienten 
sind je einander gleich; alle solche Paare haben gleiches oder 
entgegengesetztes Vorzeichen; je nachdem haben die reziproken 
Gleichungen ungeraden Grades die Wurzeln — 1 oder 1. Die rezi- 
proken Gleichungen geraden Grades haben bei verschiedenem Vor- 
zeichen der gleichen Koeffizienten die Wurzeln +1 und — 1, ihr 
mittlerer Koeffizient verschwindet. Lösung der reziproken Glei- 
chungen (eventuell nach Abspaltung der Wurzeln +1 und — I) 
durch die Substitution: 


Kroisteilungsgleichungen: a 


2 


Wurzeln z;= cos- - ” isn en (sog. Hinkeesuseie, 


wt:=0,1...,n—1. 
Die n-te Wurzel aus einer Zahl ist daher »- 2- deutig. 
Die Gleichung kann auch geschrieben werden: 


(ce — 1)(e"T+ 2"? ...+4 24 0)>=0. 


Wurzeln von: 
= —1=0:1, —l, 
+1=0:i, en 


a —1— 0:1, —; et > vs, .—-ys, 
® ge 
"+1=0:—1, +, V, 3-30: 


14 Gruppentheorie. 


1-0: ne 

14 > 22 

41-0: VE+ , Ve y3-; Vi, -4Vi+Ya, 
-vi- 4 Vi. 


Trinomische Gleichungen, en 5. Grades, in- 
variantentheoretische und gruppentheoretische Auf- 
lösung der Gleichungen |—.]. 


8. Gruppentheorie. 


Ein Inbegriff von Operationen bildet eine Gruppe, wenn das 
Produkt der Operationen des Inbegrifis, d. h. die Aufeinander- 
folge derselben immer eine ebenfalls dem Inbegriff angehörige 
Öperation ist. Eine Gruppe heißt kontinuierlich (Transfor- 
mationsgruppe, siehe Analysis 29), wenn ihre Operationen (Trans- 
formationen) stetig ineinander übergehen; sie heißt diskonti- 
nuierlich (Substitutionsgruppe), wenn sie aus diskreten 
Operationen (Substitutionen) besteht. 

Die Substitutionsgruppe wird je nach der Zahl der ihr zu- 
gehörigen Substitutionen als endlich oder unendlich bezeichnet. 

Die Gruppe aller Permutationen von n Elementen ist eine 
endliche Substitutionsgruppe (symmetrische Gruppe). 

Die Zahl n der Elemente heißt Grad, die Zahl N der Sub- 


1} 
stitutionen Ordnung, die Zahl N Index der Gruppe. 


Zwei Substitutionen ce und y heißen vertauschbar, wenn 
ey=ye. 

Die Substitution, die kein Element versetzt (Hauptpermu- 
tation), heißt identisch ünd wird mit 1 bezeichnet. 

Invers zu einer Substitution y heißt eine solche y-!, wenn 
7 1: 

Eine Substitution heißt zyklisch, wenn von den Elementen, 
die nicht ungeändert bleiben, jedes durch das folgende, das letzte 
durch das erste ersetzt wird, z. B. 1,2, 3 — 2, 3,1. 

Die Substitutionen können durch Zykeln, die kein Element 
gemein haben, dargestellt werden, ebenso auch durch lauter zwei- 
gliedrige Zykeln (Transpositionen). 

Eine Substitution heißt gerade, wenn sie sich durch eine 
gerade Anzahl von Transpositionen darstellen läßt. 

Eine Gruppe, deren sämtliche Substitutionen einer andern 
Gruppe angehören, heißt Untergruppe derselben. 

Eine Gruppe heißt transitiv, wenn durch ihre Substitutionen 
jedes Element in jede Stellung gebracht werden kann, sonst in- 
transitiv. Lassen sich die Elemente so in Systeme einteilen, 
daß die Elemente eines Systems bei jeder Vertauschung entweder 
alle ungeändert bleiben oder alle durch Elemente eines andern 
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Systems ersetzt werden, so heißt die Gruppe imprimitiv, sonst 
primitiv. 

Die geraden Vertauschungen bilden eine Untergruppe der 
symmetrischen Gruppe, dieselbe heißt alternierende Gruppe. 

Zwei Gruppen heißen isomorph, wenn ihre Substitutionen 
sich so zuordnen lassen, daß, wenn A und A’, B und B’ sich ent- 
sprechen, alsdann auch AB und A’B’ sich entsprechen. 

Die Substitution y=!cy heißt die aus ce durch Transfor- 
mation mittels % hervorgehende Substitution. 

Eine Untergruppe heißt zu einer andern konjugiert, wenn 
ihre Substitutionen aus denen der letzteren durch Transformation 
mit einer Substitution der Gruppe, zu der sie gehört, hervorgehen. 

Eine Untergruppe, die mit allen zu ihr konjugierten identisch 
ist, heißt ausgezeichnet. | 

Die alternierende Gruppe ist in der symmetrischen Gruppe 
ausgezeichnet. | 

Eine Gruppe heißt zusammengesetzt, wenn sie eine aus- 
gezeichnete Untergruppe hat, sonst einfach. 

Die alternierende Gruppe ist einfach außer für n = 4. 

Weiteres über Substitutionsgruppen [—.]. 


9. Kombinationslehre. 


Permutationen von n Elementen sind die verschiedenen 
Anordnungen derselben in allen möglichen Reihenfolgen. 

Hauptpermutation heißt diejenige, bei der die Elemeute 
in ihrer natürlichen Reihenfolge stehen. 

Ein Element heißt höher als ein anderes, wenn es in der 
Hauptpermutation später als das letztere kommt. 

Inversion ist das Vorkommen eines höheren Elements vor 
einem niedrigeren. 

Eine Permutation heißt gerade (ungerade), wenn die Zahl 
ihrer Inversionen gerade (ungerade) ist. 

Die Zahl der Permutationen von n Elementen, die alle ver- 
schieden sind, ist: 


nn—1)(n—2)...3-2-1=n!; 


sie ist —r;r - , wenn unter den Elementen a gleiche einer Art, 


b gleiche anderer Art sind usf. 

Kombinationen von nElementen zur %-ten Klasse sind 
Systeme von % jener n Elemente ohne Rücksicht auf die Reihen- 
folge, aber in jeder möglichen Zusammenstellung. 

Die Zahl der Kombinationen ohne Wiederholung, bei denen 


i ! 
Jedes Element nur einmal kommen darf, ist: x PET = (%) . 
(Binomialkoeffizienten, siehe Reihen 10.) 
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Die Zahl der Kombinationen mit Wiederholung, bei denen 
jedes Element beliebig oft kommen darf, ist: 


re ee 
kin—1)! k 
Variationen (Dispositionen) sind Kombinationen, in denen 
die Elemente noch permutiert werden. 


! 
Ihre Zahl ist ohne Wiederholung der Elemente : 
mit Wiederholung n%. 


Tripelsysteme [—. 


10. Determinanten. 
Eine Determinante ist ein abgekürzter Ausdruck für das 


Resultat der Elimination von n Unbekannten x, ...x, aus ®% 
linearen, in ihnen homogenen Gleichungen: 


94,49: ++, =, 
Gt tt +0, = 0, 


a, ta tt a, = 0. 
Sie wird geschrieben 
FB 1 
Ogı Bag ---Aon 
| Q,1 Aue ET Ayn 

Die horizontalen Reihen heißen Zeilen, die vertikalen Ko- 
lonnen, die Koeffizienten der Gleichungen Elemente. 

Der Wert der Determinante besteht ans allen Gliedern, die 
man erhält, wenn man auf jede mögliche Weise n Elemente 
multipliziert, von denen je eines aus jeder Zeile und aus jeder 
Kolonne genommen sein muß; das Vorzeichen eines solchen 
Gliedes ist positiv (negativ), je nachdem, wenn die Faktoren 
nach den ersten Indices geordnet sind, die zweiten Indices eine 
gerade (ungerade) Zahl von Inversionen zeigen. 


Z.B.: 


4,1% + 420, = 0 
0, ta, 0 
= (9,4) 

— A,,Agg — As lg, 


j iq,,a 
Determinante | 1712 
| Agı Aga 

| 4, ta: ta; =0 
ed + 435%, + Ast, = 0 u 

Ag % 4 Ag + AL, =0| 
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A, 9yslis 
nen U Qi |; 
| ei Qgı Agg sg 
= (+ 9,, 03: Ag); 
= 01,192 > — Ay; Ayy Age + Ars Algg Agı — Oggy, Gss 
9,5 Ay, Qyg — Us Ag Ayı - 

Jede Determinante kann nach den Elementen einer Zeile oder 
Kolonne entwickelt werden, wobei im Falle gerader Reihenzahl 
die Glieder abwechselnde Zeichen erhalten und die Faktoren der 
Elemente der Reihe, nach der entwickelt wird, (n — 1)-reihige 
Determinanten sind, "welehe Unterdetermin anten heißen. Die 
Unterdeterminante von a,, wird mit A;;, bezeichnet. Man erhält 
die Unterdeterminante durch Weglassung der Zeile und Kolonne 
des Elements, mit dem sie a ist. 


Beispiel: 
(E91 Ay Ay,) =, (HE Qps as) + Ms (E35 Qg,) + As (H 1 95); 


E41 Ay2 gs 44) = Aı (E Qgp Ag5 A444) — As (H 0,5 Ag, Q,,) 
+9: (E04 Qz| As) — Ay (E Agı Age 5) - 


Die Diagonalelemente a,, heißen Hauptelemente, 

Sind alle Elemente einer Reihe der Determinante null, so 
ist die Determinante null. 

Eine Determinante wird mit einem Faktor multipliziert, wenn 
man alle Elemente einer Reihe mit dem Faktor multipliziert. 

Sind die Elemente einer Reihe Summen, so kann die Deter- 
minante als Summe geschrieben werden, z. B.: 


'a+ta«ab| Jabı Br 
te b, a, b, ab, 


Eine Determinante ändert sich nicht, wenn man Zeilen und 
'Kolonnen vertauscht. 

Eine Determinante hat den Wert null, wenn die Elemente 
zweier Zeilen oder Kolonnen einzeln verglichen gleich sind. Eine 
Determinante bleibt unverändert, wenn man zu den Elementen 
einer Reihe die mit einer gemeinsamen beliebigen Größe multipli- 
zierten Elemente einer parallelen Reihe addiert. 


Ränderung der Determinanten: 


10 0: 

ab | | 
= mab,, 

a, b, 
na db 


wo m und n beliebige Größen sind. 
Das Produkt zweier Determinanten wird durch Kombination 
der Elemente der Zeilen (oder der Kolonnen) gebildet, z. B.: 
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abc «aß», 
aba. 1: iaze 
a db, C5| |& Pr 98, 
aa+bß+teyau, +bß ten au, +bß+tecy 
= we+bftar wu tbsh tar a rs tar |- 
serbßrar eu +bh tar a; ++ %Y 
Die Determinante aus den Unterdeterminanten einer n-reihigen 
Determinante heißt reziproke Determinante. Sie ist gleich der 


(n — 1)-ten Potenz der ursprünglichen Determinante. 
Eine Determinante heißt 


symmetrisch wenn Q,=4,,, 
schief wenn 0,=—q,, 
schiefsymmetrisch wenn a,=—.a,,, 


und a,,=0. 
Eine schiefsymmetrische Determinante von ungerader Reihenzahl 
ist null, eine solche von gerader Reihenzahl gleich dem Quadrat 
einer ganzen rationalen Funktion ihrer Elemente. | 
Hankelsche oder rekurrierende Determinante: 
WG U... | 
a Mg... 


„'ı 


l 
t 
I 


Zirkulante: ri 
4%, ...@, 
 Ay...Q, 
GA, Q,...0, 


a, A :.:,_1 
Cauchysche Differenzenproduktsdeterminante: 
'ı re | | 


! 
! 


a, (Fer , Fre n(n—1) 


n 8 
ee a ...a =(-1 ? le - ®)- 


a 0 ee 
Matrix ist eine Determinante von weniger Zeilen als Ko- 
lonnen, z. B.: 


abe, 
ia, b, 6 
Die Determinanten derselben sind: 
be. ce a ab. 
b, a aa." a; b, 
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Der Ausdruck: 


a,b, 6 
bedeutet, daB « ß y zu den Determinanten der Matrix proportio- 
nal sind. 
Quadrat der Matrix: 
abece| |be' w- 


2? ig dh 
abe c 4, 


Ib c| ‚a, b, 
je? +b? +0? aa,+tbb, +ce 
= | * 
aa+bb+te 3 + +4 
Die Matrix ist null, wenn alle ihre Determinanten ver- 
schwinden. 


Elementarteiler [—]. 
11. Invariantentheorie [—.]. 


ı 


Reihen. 


i. Reihen sind aneinandergereihte Operationen, welche ein 
bestimmtes Fortschreitungsgesetz befolgen. | 

Unendlich heißt eine Reihe, wenn die Zahl der Operationen 
unendlich groß ist. 

Gewöhnliche Reihen sind Summen von unendlich vielen 
Gliedern, die bei den numerischen Reihen konstant, bei den 
funktionalen Reihen veränderlich sind. 

Eine Reihe heißt konvergent, wenn die Summe ihrer Glieder 
sich mit wachsender Gliederzahl (Stellenzeiger) n einem be- 
stimmten endlichen Grenzwert nähert. 

Dann kann das Restglied, d. h. die Summe der auf das 
n-te folgenden Glieder, durch die Wahl eines hinreichend großen 
n beliebig klein gemacht werden. Andernfalls heißt die Reihe 
divergent. 

2. Wenn in einer Reihe, deren Glieder verschiedene Vor- 
zeichen haben, die Reihe der positiven Glieder und die der nega- 
tiven je für sich konvergieren, so heißt die Reihe unbedingt 
konvergent; die Reihenfolge der Glieder kann geändert werden, 
ohne daß die Summe sich ändert. des 

Divergieren dägegen die beiden Teilreiben, so ist die Reihe 
bedingt konvergent; ihr Grenzwert ändert sich, wenn man die 
Reihenfolge der Glieder ändert, und sie kann durch bloße Um- 
stellung der Glieder so verändert werden, daß sie eine gegebene 
Zahl zur Summe hat. 

Zwei konvergente Reihen dürfen addiert oder subtrahiert 
werden, multipliziert jedoch nur, wenn sie unbedingt konvergieren. 

3. Eine funktionale Reihe heißt in einem Gebiet der Ver- 
änderlichen gleichmäßigkonvergent, wenn innerhalb desselben 
einzelne Divergenzpunkte, in deren Umgebung die Reihe, wenn 


2* 
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auch unendlich langsam, konvergiert, nicht vorkommen; der Stellen- 
zeiger, bei welchem das Restglied kleiner wird als eine gegebene 
Zahl, kann alsdann unabhängig von der Veränderlichen gewählt 
werden. Andernfalls heißt die Reihe ungleichmäßig konvergent. 

Gleichmäßig konvergente Reihen können differenziert "und 
integriert werden. 

Eine Reihe heißt halbkonvergent, wenn das Restglied als 
Funktion des Stellenzeigers für einen gewissen Wert desselben 
ein Minimum erreicht. Solche Reihen können nur, soweit der 
Stellenzeiger unter dem genannten Wert bleibt, zur Darstellung 
der Funktion dienen. | 

Eine Reihe heißt oszillierend, wenn ihre Summe zwischen 
zwei Grenzen: schwankt, z. B.: 


ee ee 
4. Konvergenzkriterien sind Regeln, nach denen über die 
Konvergenz einer Reihe entschieden werden kann. 


Die Reihe sei: 
u+wtW+t... 
Kriterium von Leibniz für Reihen mit abwechselnd positiven 
und negativen Gliedern: Konvergenz, wenn 


lim u,,„-.=0; 


d. h. die Glieder müssen von einem bestimmten an gegen null 
abnehmen. Für Reihen mit positiven Gliedern gilt das Kriterium 
von Gauß: 

Konvergenz, resp. Divergenz, je nachdem: 


lim In +1) an 
U, ne > 


Beim Wert 1 keine Entscheidung. 
Kriterium von Raabe: 
Konvergenz, wenn 


lim n (} -tt)>ı. 
 &. Erste Differenzenreihe heißt eine Reihe, deren Glieder 

die Differenzen der aufeinanderfolgenden Glieder einer gegebenen 
Reihe sind. Diese heißt Summenreihe der Differenzenreihe. 

Differenzengleichungen sind Gleichungen zwischen Glie- 
dern von Reihen und ihrer Differenzenreihen. 

Näheres über Differenzenrechnung und Interpolation siehe im 
nächsten Jahrgang. 

Eine Reihe heißt arithmetisch von der m-ten Ordnung, 
wenn die m-te Differenzenreihe aus gleichen Gliedern besteht. 

Das r-te Glied ist eine rationale ganze Funktion m-ten Grades 
des Stellenzeigers. 

6. Arithmetische Reihen erster Ordnung haben konstante Diffe- 
renz d der Glieder. 
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Ist a das Anfangsglied, n die Zahl der Glieder, 7 das letzte 
Glied, s die Summe der Glieder, so ist 


I=a+tın—1d, 
=, lat m—1d). 


Figurierte Zahlen heißen die Glieder von arithmetischen 
Reihen, wenn sie sich aus verkörperten Einheiten in Gestalt von 
regulären Polygonen oder Polyedern darstellen lassen, z. B.: 


9 


1 
Dreieckszahlen 1, 3, 6, 10, 15- „urr 


Oktaedralzablen 1, 6, 19, 44 -.-I4n(2n?-+1). 
Weiteres Bei 
Harmonische Reihen sind Reihen von Brüchen, deren Zähler 
konstant sind und deren Nenner eine arithmetische Reihe erster 
Ordnung bilden. 
Geometrische Reihen sind solche, deren aufeinander- 
folgende Glieder einen konstanten Quotienten bilden. Ist dieser g, 


das Anfangsglied a, die Gliederzahl n, das letzte Glied }, die 
Summe s, so ist: 


I=aq"”', 
„ea 
er 
Für n= 00, q<{1 wird 
a 
s=,— +: 
1--q 


%. Bernoullische Zahlen sind die Koeffizienten der Reihen- 


T 
xe 
entwicklung vor —. = nach Potenzen von x: 


ed 
x ° 
xe z , B x’ B,x', B,.«° 
| x Eu ED en oe 
e—1 Ei 2 E 2! 4! ae 6! ae i 
wobei a 8 B; Fr 303 Dr 173 B, == 33 1 Ri 2 
s is 11 : , 
er 
11 1 & 
B,,_, Be 
1 Kg 1 1 


Fe @r—n! 2! 


oo 
== oe \ an 
92 Es Pad 
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Die Eulerschen Zahlen sind: 


'ı 1 
91 11? u ers 0: 
111 0 
ee reg | 
= . [ ® . ® . [} ® FR 
1 1 u 1 1 
ar! rd! @r—aı 2 


Es ist E=1; E,=1; E, =; B, =61. 

8. Eine Reihe mit komplexen Gliedern konvergiert, wenn 
die Reihe der absoluten Beträge der Glieder konvergiert. Alsdann 
konvergieren die reelle und die rein imaginäre Teilreihe. 

Potenzreihen sind Reihen, welche nach steigenden oder 
fallenden Potenzen der Veränderlichen fortschreiten. 

Die nach steigenden Potenzen von z—a, wz=x-+iy, fort- 
schreitende Reihe konvergiert unbedingt und gleichmäßig inner- 
halb eines Kreises um den Punkt a (Konvergenzkreis). Sie 
stellt innerhalb des Konvergenzkreises eine stetige Funktion von 
2 dar. Der Konvergenzkreis geht durch den dem Punkt a zu- 
nächst gelegenen Unstetigkeitspunkt der Funktion. Die nach 
fallenden Potenzen von (<— a) fortschreitenden Reihen konver- 
gieren außerhalb eines Kreises um a, der alle Unstetigkeitspunkte 
der Funktion einschließt. 

Reihenfortsetzung von Weierstraß. Liegt der Punkt a, 
innerhalb des Konvergenzkreises um a, so wird die Potenzreihe, 
indem man z— a=2— a, — (a— a,) setzt, in eine nach Potenzen 
von 2—a, fortschreitende Potenzreihe verwandelt. Diese hat 
einen Teil ihres Konvergenzkreises mit dem der früheren Reihe 
gemein, aber ein Teil des ersteren kann über letzteren hinaus- 
ragen. So wird die Funktion in einem weitern Gebiet definiert, 
und durch Fortsetzung dieses Verfahrens läßt sich die analytische 
Funktion in der ganzen Ebene definieren außerhalb der Unstetig- 
keitspunkte. Wenn die jedoch eine geschlossene Linie bilden, 
so bleiben Lücken: Funktionen mit natürlichen Grenzen. 

Eine Potenzreihe heißt rekurrierend von der k-ten Ord- 
nung, wenn jeder Koeffizient dieselbe lineare Darstellung durch 
die k vorhergehenden gestattet. 

Die Summe einer solchen Reihe ist eine rationale gebrochene 
Funktion, deren Nenner vom Grad k ist. Die geometrischen Reihen 
sind rekurrierend vom 1. Grad. 


9. Hypergeometrische Reihe. 


Fan Art 


Sie konvergiert für ©<{1, ferner für —=1, wenn «+ P<{y. 
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Es ist 
dar 
rat, ++ m 
alsdann 
d@F dr | 
at et tng , —eßF=0. 
Es ist 


F—m, b, b, = a", 
Fi, 1, 2, Fe. 

1 8 2% i+2 
r(1, 2.92 ° 2°) = a 


10. Eine Funktion läßt sich nur auf eine Weise in eine 
Potenzreihe entwickeln. 


Taylorsche Reihe. 
fe+h=f@a)-+ u (@)-+ ae (@) 


++ as OHR. 


E n—1)! 
wo das Restglied 


[L} ! 
— “ f”(e-+8h) (9 ein echter Bruch). 


NER EEE Reihe. 


fa) - a en m "+ R, 


wo Re” ns enge). 


Binomische Reihe. 
atar=i+l)etß)etr tl) HR 
wo R= ()a +)" "". 


Sie konvergiert für -—1<x<{1; ferner fürx—=-—1, wenn 
m>—1. 

Die Koeffizienten 
(7) _mm—1)...m—r +1) _ m! 


r r! "rm — rn)! 


heißen Binomialkoeffizienten. 
Es ist: 
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ee 


de 


WEINE m Ein? 
EN FR IN Feen 
et 
n m ın 
m nie iu! 
Speziell: 
+b®?— at 2ab +b8, 
(at b>—a° + 3a:b- 3ab! tb, 
(a+b!=a!t4a?b +5a!b?-4ab’+b*. 
Es ist: 
u ltatetmt. 


1—x 
ee =1—ı+2°— ı’ +... 
1+% 
= n n +1 
a4) i-l)er et, 
1-1 1-.1-3 
1 u re ee er inis 
va+» +35 Be, ae, 
1 5 1-3 1-3-5 
RER ee, EEE n z g = BD] nr 
vItzı ae Sau 
De . 1 1-2 „ 1-2-5 
—1 a : 
er Zee 
1:95; 
3.6.0.1 77 
Exponentialreihe. 


T IC 


9 n 
T x x — U 
ze a u en 


konvergent für endliche x. 


Reihen. 


mein Reihe. 
\ 
EN 
a a1 A ara “+ 2 
ge” 


na y- en ee I EIeET 
Kanes für -1<x an 1, 
u-9)=-—(} +3 +5 +) 


1+x x 1 1 
Be. VE Me. er 
Kur (Itga+ + ) 
(roniometrische Reihen. | 
j x x, .«° 
Dee 
Era v.= 


le ee en 


konvergiert für jedes endliche x. 


Bea ya. . 2 a DM 
SP Iaı Ne rgae.2_yD 
92° ae ’— 2, RER 
2.3@.3— 7 
konvergent für | 
7 7 
=, SE, 
1 92-1 92-2 : 
re Bei er zen —..., 
konvergent für j 
— <2<0 und 
6; 
I<8<yn 
x? 
wert 5 Bit ee 
konvergiert für 2" Ian 
2-0+1 2141 _ 
COBec = — - Br 1) 2(2 1) 


at @oygi Art girg Bet 


konvergent für <x<na. 
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si ER 1 22 B, , 
Ina = IX — 7: 1 24 2,8 + :..), 
mn (where ned Fa ); 
a 
ga—in+ (a n2’ te + BIN 
Sina +++, 
Do 2098 
Zyklometrische Reihen. 
% 
mega 
konvergiert für -—1<xr<I1, 


green +5 te, 
konvergiert für - 1<xz<I1, 
en en 
ge +++ 
Numerische Reihen: 
rt 
It tg 
It. 
EEE ae Eee TE 
Hatte ge 
1+ tt 


1 1 1 
ee +..=12, 
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1 1 1 1 

== Fr — .»ı ı : ZZ — 
101 1, 
Tergrtingt 


1/1 1 1 
ee ee 
1 1 1 
Ma) 
1 1 
ae er 
Bürmannsche Reihe: 


ara + 


wa Biber 
+ ra (EZ + 
Reihe von Lagrange zur der Gleichung 


a, es 
lee) het 


11. Fouriersche Reihen. Fouriersche Reihen sind solche, 
welche nach dem Sinus und Cosinus der vielfachen Winkel fort- 
schreiten. 

Läßt sich eine Funktion f(x) innerhalb des Intervalls 

— ı<xı<n 
in die Fouriersche Reihe entwickeln: 
f(x) = 4A, + A, 008% 4 4, 00822 -—- - - 
+ B, since + B,sin2c— -: 


px) 


z=a 


so ist 


+7 
A, = 2 (re coarzxdı, 
_-ı 


B,= 2 (ro sinrxd«. 
rn 


Die Fouriersche Reihe konvergiert in dem Intervall und stellt 
in demselben die Funktion dar. Die Entwicklung ist nur auf eine 
Weise möglich. Die Funktion darf zwischen den Grenzen eine 
endliche Zahl von Maxima und Minima haben und eine endliche 
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Zahl von Sprüngen ausführen, wobei die Summe der Reihe an 
den Sprungstellen gegen das arithmetische Mittel der Funktions- 
werte konvergiert. 

Für =r und £—=— x konvergiert die Summe gegen 


(fm) + f— m). 


Es darf in f(x) auch eine Zahl von Suendbenkeuantehen;: 'vor- 
kommen, doch muß an einer solchen ß das Integral f fia) ds be- 


stimmt und endlich sein. Die Funktion kann in "verschiedenen 
Teilen ihres Verlaufes verschiedene Gesetze befolgen. 
Beispiele von Fourierschen Reihen: 


sin —4sin?22z-+4sin3c— +: --, 


Summe 9° 
sin c sın3 x sind5x 


ee +.., 


2 
Summe : für «> 0; — für &<0. 


sin sin3x sindx 


1? .8°2 ar 


Summe Zr fürn; -ı ER 


sin an sin 3x sınöx ,„ 2sin6x _ 
ae u Ye Tan ai 


5 
sn Ta sin n 2 sin 10x 


HH ten te 


Summe E für Be 0 für RR 


COS TC cos en 
Fe + ec cos a 
7 T 
S e — . 
umm N ( a 
1 cosx cos 23 cos3X cos 4x cos5x 
a ee 2.4 083-5 Toy ee 
zsin& 
en des Gültigkeitsintervalls: 
Tu ITE 
I) — 9 ee a, coB- Tl Eos u 


., 7X 2% es 
+ b, sin z Tb, re, u 


Sumnie 
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c 


a, = ı (ea cos ah 


=-c 
c 


b, = fe sin "har. 


—c 
Mit c—= 00 Fouriersches Integral: 


f(@) = ı füfare cal — x). 


2. Unendliche a sind Produkte von Sneräiieh vielen 


Faktorm. 

M+a)l+a)it+a,).. 
sie sind konvergent, d. h. endlich und von null ersckiaien, dann 
und nur dann, wenn « t—a,-+a,-+ --- konvergiert. 


Beispiel: 
2 1 3 3 bb 5 
an 22446 
Fakultäten sind unendliche Produkte, deren Faktoren eine 
arithmetische Reihe bilden. 
Sie ir Faktoriellen, wenn die Gliederdifferenz 1 ist. 
2.B.:1-2-3.:.n—n!. 


Es ist 0'=1. 
13. Kettenbrüche sind Prozesse von der Form: 
“rl 
q, 
Pr 
%,G,,Ge,... heißen Teilnenner. 
Durch Weglassen der Teilnenner von einem bestimmten an 
. entstehen Näherungsbrüche: 
Pfr... In. 
Qı % Q, 
Formeln: 
P,=P,_1%-ıt Pr-3: 
Q,= d,-1 a,_,ı+ Q,_2: 
Es ist 
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Der Wert des Kettenbruchs liegt immer zwischen zwei konse- 
kutiven Näherungsbrüchen, dem folgenden näher als dem vorher- 
gehenden. _ 

Beim Ersatz des Wertes des Kettenbruchs durch einen Nähe- 
rungsbruch ist der Fehler kleiner als die Einheit, dividiert durch 
das Quadrat des Nenners des Näherungsbruches. 

Die irrationalen Größen, welche nur Quadratwurzeln aus 
ganzen Zahlen enthalten, können in periodische unendliche 
Kettenbrüche mit ganzzahligen Teilnennern entwickelt werden. 

Weiteres über Kettenbrüche [—]. 


14. Näherungsformeln («, ß, y kleine Größen): 


AA =1rerP, 
A+e’=1+2e, 


2 & 
VYite=1+,, 
1+e"—=1-+ne, 

1 
RA, WE 
1+« = 
ia 
YVitoe 2° 
et —=1+e0; a=1-ela, 
3 
Iite)=« oder =. 5, 
sin«e=« oder =. 6, 
cosa=1 oder -1- 5; 
a? 


tge=o oder =a-+ a 
arcsin«=« oder +75: 


arctgae=a oder  — — 


Analysis. 


1. Differentialrechnung. 

Veränderlich heißt eine Größe, wenn sie verschiedene 
Werte annehmen kann. 

Eine veränderliche Größe y heißt Funktion einer andern 


L 
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Größe x (Argument), wenn sie von dieser abhängig ist, so daß 
zwischen ihnen eine Beziehung besteht: 


y=f@). | 
Die Funktion wird geometrisch dargestellt, indem x und y 

als Koordinaten eines Punktes angesehen werden. 
Dann gehört zur Funktion die Kurve y=f(x) (Funktions- 


u 
enn sich mit wachsenden Werten von x der Wert von 
= f(x) immer mehr einem festen Wert b so nähert, daß durch 

ahl eines hinreichend großen x der Unterschied zwischen a 
und dem Funktionswert beliebig klein gemacht werden kann, so 
heißt b der Grenzwert von y für = 0: 

b= lim fa), _.. 
Die Zahl oo heißt unendlich. | 
Ein Grenzwert liegt auch vor, wenn eine Funktion für einen 

endlichen Wert von a nicht direkt berechnet werden kann, wenn 
sie z. B. ein Bruch ist, dessen Nenner oder dessen Zähler und 
Nenner für = a verschwinden, z. B.: 


2. Der Grenzwert 
lim fe +42 — f(&) 
1x a x=0 

heißt Differentialquotient oder Ableitung von y=f(x)- 
Er wird mit y’, f(x), 2 oder nn bezeichnet. 

Dabei sind die Differentiale dx und dy nur Symbole, die 
Ableitung kein Quotient, sondern nur der Grenzwert eines solchen. 

‚ Die Ableitung ist gleich der trigonometrischen Tangens des 

Winkels, welchen die Kurventangente in (x,y) mit der x-Achse 
bildet (Richtungswinkel). 


8. Formeln (uw, v, w,.... bedeuten Funktionen von x, q,.. 
Konstante): ’ Br 
(«") =na"t; (x) mare 


I ar 
-\ 1 1:7 —1 
Va ke) Tee 
nn 1 

Va e 


N art 
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a’ -— 0, 
(a) = a”. la 
(la natürlicher Logarithmus von a mit der Grundzahl 
| e= 2,71828...-— lim (1 ar .) 
siehe Arithmetik 6), 


. 
’ 


= 8 


(ey m. e”, 


ERS 


‚  aloge 
(«log x) ER ” h) 
(de) =-, 
(au) =au, 
wV=wW-+v, 


‚ 


(uv) — Wv + uv : (Ku v)) — — sr — 2 


(* vv — urV ] a W v 
® v? : v u v 


(sin ©) = cosx, 


(coax) = —sint, 
tg X) = — 
(18 ®) cos?x’ 
e —1 
cotz) = -. 
( ) sin?” 
(secx) =secxtgr, 
(cosec 2)’ = — cosec x cotx, 


(Sin a’ = Cojx; (Cojx) = Sinz (Tgx) = 
| 2 ah :) — 
(Va? + x*) er er ; Vera): 

LTE 
(Va—% y 7er 


(arc sin &%) = — (are 008 a) = ———— , 


SE "7 


(arc tg &)’ = — (are cot x) = 


(arc sec &)' = — (arc cosec 2) = —____-. 
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4. Höhere Ableitungen. Es ist 


day 
ay _ da _n 
dx? dz °’ 


ebenso 


Leibnizscher Satz: 
Wenn y=uv, so ist: 


Me +(] I w+ß ). Dr ss; 


+ Ce word Lu. 
Ableitung von Funktionen von Funktionen (oder Einführung 
einer neuen unabhängigen Veränderlichen). 
Ist 
y=f(u), 
=op(), 


so ist: 
an du Fr A AC2) 9 (2) , 


day d’y 2) dy d’u 
dx: du: z du d«? 
= ae (x)? vr F = ” @ 


Ableitungen zu een Index BE 

Eine Funktion y= f(x) heißt explizit, wenn der Ausdruck 
f(x) sich angeben läßt. 

Besteht nur eine Gleichung F(xy)=0, so heißt y impli- 
zite Funktion von x. | 

Die Ableitung einer solchen wird gefunden durch gliedweise 
Ableitung, wobei y als m. von x angesehen wird, oder aus 


u ey = 
ee 
=o(), 
yyl). 
Es ist 
ay_wM. 
de pt) 
b. Partielle Ableitungen bei mehreren unabhängigen Ver- 
änderlichen: 
a f(zy) ’ 


Taschenbuch f. Mathematiker und Physiker. I Jahrg 8 


34 Unbestimmte Ausdrücke. 


02 _,f@+ 4 —fley) 
0 - JIx Ax:=0 
02 _ 1 fay tw — Fey) 
ey Ay Ay=0 


Bei der ersten (zweiten) dieser Ableitungen wird y (x) als 
Konstante behandelt. 
Es ist 02 02 
Y 


das totale Differential. 
Ist in z=f(xy) y Funktion von x, so ist die totale Ableitung 
von z nach &: 
dz d2 day 


de 0% 
Bei höheren partiellen Ableitungen kommt es auf die Reihen- 
folge der Ableitungen nicht an: 
2 02 02 


0x __ 0° N oy __ 0° 
0 Hay in HOydn 

6. Unbestimmte (allwertige) Ausdrücke. 

Unbestimmt (allwertig) wird eine Funktion für einen 
solchen Wert a der Veränderlichen, für den ihr jeder beliebige 
Wert zunächst mit gleichem Recht zugeschrieben werden kann. 

Es gibt aber alsdann einen stetig erreichten (wahren) 
Wert b derart, daß lim f(a +4%) Irzomb ist. 

Die stetig erreichten Werte 1 Funktionen, welche unter der 


Form se oder Fi erscheinen, werden durch Ableitung von Zähler 


0 
und Nenner bestimmt: 
fo _e_f@ 
p (x) z=a 0 Pla): = Sa 
‚„_fo _®e_re 


Pnama © Pra=a 
Ist y=f(a) P(&)],- „= 0:09, 80 ist 


fa) 0 
al .@ 
PX) z=a 


vd) - PM... FR —- X gibt auf gleiche Benennung 


gebracht: oo 0 
—- oder -- 
00 0 
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y=f(x)P Mes „= %x° gibt 

Iy=g(x) If@)l.=a =0:.X%. 
m (az)? iR =a 18 gibt 

!y=oy(&) fo)lz.=a =00.0. 
y= f(x)? (=) 220 0° gibt 

Ig=gp(k) If(@)|.-a = 0.00. 

7. Maxima und Minima. 

Eine Funktion y=f(x) erreicht für =a ein Maximum, 
wenn für hinreichend kleine Werte von Ax flat IJxz)< f(a), 
ein Minimum, wenn f(a-+ 4x) > f(a). 

Die Bedingung für Maximum oder Minimum ist 

f@=0. 

Für eine Lösung a dieser Gleichung tritt Maximum bzw. 
Minimum ein, je nachdem f’(a)SO. 

‚kt (=, f”(a)+0, so hat man weder Maximum noch 


nimum. 
Ist f”’(a)= 0, so hat man Maximum bzw. Minimum, je nach- 


dem fIY(a)S 0 usf. 
Die Maxima und Minima von z=fi(x,y) ergeben sich aus: 
02 02 _ 
day 
Für ein Lösungssystem z=a, y=b dieser Gleichung hat 
man aber nur Maximum oder Minimum, wenn 
0°z 0°z 0°z \® 
za a9 (0205) 


0. 


>0. 
z=4 
y=b 
Alsdann ist Maximum bzw. Minimum, je nachdem: 


0°z 
ja S _ 

Besteht neben z= f(xy) die Nebenbedingung Y(xy) = 0, 50 
ergeben sich die Werte von x und y, die das Maximum oder 
Minimum herbeiführen, aus: 

ar dr: 
0x 0y 


dp =( und glay)=0. 


8. Funktionalgleichungen sind Gleichungen zwischen den 
Werten einer Funktion für verschiedene Argumentwerte. 


3* 
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Iteration einer Funktion ist die mehrmalige Wiederholung 
einer Funktion, wobei der Funktionswert immer wieder als Argu- 
ment derselben Funktion behandelt wird. 

Näheres über diese Gegenstände [—]. 


9. Integralrechnung. 


Is EN pl), so heißt F(x) das Integral von (=) 
nn F(a) = [fia)da, 
also: 
# dFla) -[% Fe N 
Wegen nn —0 ist 


Fa) - (ta) dr + c, 


wo C die willkürliche Integrationskonstante. 

Das Integral ist der Flächenraum, der von der Kurve 
y= f(x), der «-Achse, der Ordinate zur Abszisse x und der Ordi- 
nate zu einer willkürlichen Abszisse a begrenzt ist (siehe Diffe- 
rentialgeometrie 1). 

Solange a nicht bestimmt ist, heißt das Integral unbestimmt. 

Ist jedoch a gegeben, so ist: 

Fe)=0+C, 
also: 


/ 7 dz= Fix) — Fa) 


das bestimmte Integral. 
10. Fundamentalformeln der Integralrechnung: 


= zm+ti 
f: de = RR fir m#&—1, 
fe: ge „: [Vea=; Ve’; Je" 
Ss- b , Ka + da); Fer ne 
dx d& dx 1 
7% = Ic; eg a); Sl. 
a —=arctgr 
1+2° a 
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-— — == Arc sin m, 
3 


dx 
-—  —— _ - == 816 Sec X, 
zya®—1 


L} 
[eos sdce=sinz, 
€ 


Ü) 
[sinzde— — cose, 


cosx dx 
gg, = cosect, 
sin? r 


Seude-afı dx, 


fe +YVyde=[uwdet+|vde. 


11. Substitution neuer Veränderlichen: 
[fow) dx wird mit 9@)=y, 2— 4), 
/ fu) dy. 


Teilweise Integration: 


[de w- vdu. 


12. Weitere Formeln: 


dx x E17 1 ,1-+sinz 
Sis=ts Ben 
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Ka-VE: -=artgr, 


fede=ze—), 


iE lade=a’dle—H, 
[tg=42—1sec, 
ftzdx =1sinz, 
[are sinz de—=zarcsine + VI — a; 
f® are sinzdz = } ((2%°— 1)aresin 22 + zy1— x*), 
[arts zde=zaretg2— 1149); 
f* arctgadz = }((a’+Darctge— x), 
[areseexda—zaresecr—1(@ + Yar=1), 


arc sin & — arcsinz 1—x 


A ta: OT 7% it: 


dx 1 ax xdx 1 u 
Sn zent Je 224 d° re 
dx 1 z<+b— yb’—c 
_——— =—1—--- —- - b°? 
Jerter- ayb?—c ih a 


= a rar —_p: (b’<e), 


dx ge ax —b zde u 5 
Ser er Jw8 — 2 „at D9) 


dx 
erg - Mas + Vara! £b° 2° +b®), 
dx 1 . 0% 
>: — -- = — arcsin p 


vb’— a’x? 
[ver E40 % Vo’ ?+b° +, - Max + Vatz EB? 2:+b?), 


73.0348 DER. 0.0058 bF er 
fw weiEn WW a? x +5, wein ;., 
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2d 
eg a Ve LET ge llac H VRR) 
2 2 
ade _ db arc sin WW — var x’, 


vb’— aiz! 2a? | b 2a? 


Ve’x’-+ b? a 
ad 1 Vbi_ da® 
Vezaa a 
f dx u _1, b+ Vb’+ a? a Lu 
Van 8707 


f.& dx z—1 
ataya-ı Part 


da __®_. 

Vet da  uyartbrer' 
dx —ıx 

S Vie-ar ya —ar' 


dx 1 
vor La” beybia®ta:' 


xdx _ 1 
Va?— b!x® byai_ beat" 
[sin'zde —$(@ — sinzcos x), 
[ eos’ de—=3(x + sinx cos), 
fen’ de = — 4(2 + sin?’x) cost, 
fer’ dz—=1(2 + cos’r) sinz, 


3 1 1. 
in! WER SE 
fer adı= ge zn 274 5, sind, 


40 Integralrechnung. 


3 1 1 
4 ee : ; 
fo xde= + sın 224, sın4x 


dz 1 siox 1 x Pd 
Ce ee (5 T .) 


Stezdr=tg% —ı«c, 
[etz de — ote—, 
[tes de—=4tg’r + 1lcosz; Ste‘ daz=4g’r —tgı-te, 
[orzd2= —t co — lsinz, 
frinz 0052 da = 4 sin’z; 


d dx 
Sal —— =1tge; Ja u az — Feot2r, 
SINXT COST sın“T COST 


: 4x: — sin4x 
fer. cos?xzde—= - = 
©. 


32 i 
EN i 30sinze —5sin3x — 3sindr 
sın’rcos’zdet=- -- — -— = 0, 
80 
 ) 
cos’xz dx x 
ee =coarc—+itg- 
jj sin x au 2 
cos®x 1-+ sin’x 
... da=— u, 
./ sin’x sin & 
costx 3 3. co8’x 
— dE=—- - 2 — -—- SINXCOSE -- .—-, 
sın“z 2 2 sınz 
cos“), 3c0os2 — 2 cos®r 3 It x 
sin® x 2 sin?x 2785 
dz x dx x 
— bg; en — — 00 —, 
1+c0sx 2 1—cosz 2 


f® sinede=sinx — xcosz, 
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f* coox dx —=cosx + xsinz, 


ax > 
e*” («sin x — c08s® 
e"sinzde= r Je 3 
a +1 


ax : 
e"" (@cosx + sin) 
fe cosr de = —-, 


18. Integration rationaler Differentiale. 
Die rationale ganze Funktion wird durch Division in eine 


ganze und eine echt gebrochene Funktion F wo also m<n 


} 


ist, zerlegt. Die letztere wird in Partialbrüche, d.h. in Brüche 
mit Onklon en Zähler und linearem Nenner, zerlegt. 

Sind a, -- - a, die Wurzeln von F' en —=0, so sind die Partial- 
brüche A, 


a er 
wo F„(@;) 
Areemd, 
F„(@;) 


Ist a; ver Wurzel, . treten die mn. 


tet Ha 


auf; ihre Zähler können nur durch Koeffizientenvergleichung be- 
stimmt werden. 

Hat F)(x)=0 zwei komplex konjugierte Wurzeln a—+ bi, so 
vereinigen sich die beiden betreffenden Partialbrüche zu: 


IR. er ui RER on. 
at @-ai+b @—a® td 
Bei m mehrfachen Wurzeln wird die Formel 
1 x 


(a? = dr 2n— 1) er oyp-1 


Be 
Ton 2)b°_J (a? Fr Ren 
zur Reduktion benutzt. 


14. Integration irrationaler Differentiale. 
Ein Differential, das als einzige Irrationalität Yax + b ent- 
hält, wird durch die Substitution V ax+b=y rational gemacht. 
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2. B.: 


[Verizae- 3, Varia)", 


” dx 2 — 
‚=... =-- Ya+be 
VYatbz 5 a 
Ist ferner Ric) =ax?+2bx-+c, so kann eine rationale 
Funktion von x und R(x) geschrieben werden: 


F,@) + F,@)VR@) 
F,@)+F,@)yVR(e) 


wo die F', ek Funktionen von x. 
Durch rweiterung mit 


F(&) — F() VR@) 
wird der Nenner rational; man erhalte 


P@)+P(o)YVR(@) 
P,(&) 


Das zweite Glied ist: 
P,(&) R(@) ZERE P,(®) 


P,(x) YR (x) P,(@ )VRe@ 
Durch en von “ entstehen die Integrale: 
s( 


Yale er Ra‘ Fe RER 


f (Ax+Bda 
(en +2 +y)YR@) 


wo ay— P?>0. 
Nun ist 
dx 
_b+ax+Yalae +32 +0) für a>o, 
VR(« a“ Ya 
—-  - arcsin ne) für a<0 
ya Vb’— ac 
Ferner Zu 
"zdz _YR@) _ a dx 
VRis) a VRi«) 
x" dx _ a" TIyRia, (2m —1)b a" !dz 
VRai ma ma VRa@) 


_ me ge "de, 
ma VR) 
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(@— a)" YR() 


wird durch die Substitution „=“ _ behandelt, 


Das Integral 


Das Integral 
(Aa + B)da 
(en +2ßa+y)YR(«) 
wird duch die Sabine I N behandelt Min N 


1 
werden so bestimmt, daß im Nenner vor der Wurzel und unter 
der Wurzel die Glieder mit y wegfallen: 


[  AytB)ay _ 
2 2 
Dar Tnbegral (&,y’+y,) Va, y’-+e, 
A, u.y4y u 
(,y’-+y,) Va YP+c 
wird mit der Substitution Ya,y?+c, =z, das Integral 


[ dy 
B, a ne a aa mn eh Fee GES, 
y?’+Yı)Vay’+ 
durch die Substitution .-_ I. —=z gelöst. 
ay’+c, 


15. Bestimmte Integrale. 
Wird das Intervall zwischen a und b in n Teile mit den 
Teilpunkten x, ... x, _, eingeteilt, so heißt der Ausdruck: 


im, -— fa) +, — )f) +: 
+&,-1- 5-2) (&-s)+ (b—2,_,)f(& =4))a=s 
b 


- [ fia)dz 


das bestimmte Integral von f(x) zwischen den Grenzen a 
und b (siehe auch 9). 
ist 
b a 


Ir@de- — [fa)da, 
a b 


d e b 
[re dx -/ f(x) dx + fa) dx. 
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Ist zwischen a und b>a: 


pa) <a) <ye), 


so ist auch: 
h b b 
Soda <fr@ ae < [va ar. 


1. Mittelwertsatz: 

Ist f(&)=y(x):y(x) und hat y(x) zwischen a und b dasselbe 
Vorzeichen, ist M der größte und N der kleinste Wert von »(z), 
so ist: 


fr dte= R [0 dx, 


wo R ein Wert zwischen M und N. 


2. Mittelwertsatz: 

Ist fx)=g(x)-y(x) und nimmt v(xz) zwischen a und D 
nicht zu, geht aber von einem positiven zu einem negativen 
Wert über, so ist: 


b c b 
Srodz = va) [Pla dz+ v0) [vw az, 
a a € 
wo c ein Wert zwischen a und b. 


Es ist 


de eis, 


d 
[re dx - /f@) | f(&) dzı _ r 


Kann man n>1 so bestimmen, daß 
lim a" (2), =% 


gleich einer endlichen Zahl, so ist 


= 
J fix) dx 
[77 


endlich. 
Ist f(b) = 00, so ist 


[7) 
fi (a) de 
[64 
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endlich, wenn es eine Zahl n<{1 gibt, für welche 
lim b — "fa... 


endlich ist. 
Ist für c mn a und b f() = = so ist 
fie de = IF En fie de, 


c+n 
wo sund 7 beliebig klein. 
Die Integrale rechts sind entweder endlich oder oo vom selben 
Vorzeichen oder 00 von verschiedenen Vorzeichen. 
Im letztern Fall kann das Integral endlich sein und erhält 
den Hauptwert für U 


im [1 04 fresan, u 
c+E = 

Ein bestimmtes Intessal kann nach einem Parameter, den 
eg enthält, differenziert oder integriert werden. 

Durch Einführen komplexer Veränderlicher in bestimmte Inte- 
grale und Trennung des Reellen und Imaginären können neue 
bestimmte Integrale erhalten werden. 

16. Wichtige bestimmte Integrale: 


x 


ade m 
J 1+2 sinpz' 
0 
oo 
de 132-1 m 
(tt 2:4...2k Layrts 
0 


co 
= > n — 1)! 
f Ra da", 


renery 

e b?+ «° 

I ne wi u 
x a’+« 


8 


a 
ax 5 
ee" smbede=- „—- 
8 2ı 
f «+5 


0 
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oo 


b 
= zz ERNEST ENEIGER: 
fe cosbzdx ar ige" 
0 
sin d 7 
N) 
Für a>b ist: 
je x 
_—_—de-=- R 
x 2 
0 


cosazx sın bx 
je .de=0, 


S#-V3: 
ei m 
 Ix 7,n 
0) 
zsinbx IL: ui j b>0; k>0 
fee: de=+ 9 € für Bo zo 
0 x 
I1-+ 0?x”) _ 
Ssre de=a(e-R1li+ 5). 
0 
" arctgex ER; [3 
Ste: „de z1lır7). 


ze 


2 


fi (@? cos?c + B’sinta)de=ml SLL, 
ö 


e 
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a 
El 
a+bsinz . a— Va?’—b? 
farb 3e8 na Ve ‚wo a>b, 
Ö 
r 
2 
jene 2 BE NE 
a—besinz sinz a 
Ö 
ax „: 
f are. 
x 
() 


BBEBSEIE. .. MEEESEHREE SE. | 
1+2x2cooae+x? sine 
0 


17. Variationsrechnung. 

Aufgabe der Variationsrechnung ist: abhängige Veränderliche 
derart als Funktionen der unabhängigen zu bestimmen, daß ge- 
gebene bestimmte Integrale größte oder kleinste Werte annehmen. 

Te 
Das Integral S VY(zyy’)dx wird ein Maximum oder Minimum für 


diejenige Funktion % von x, welche der Differentialgleichung: 


or 
VW, 
0Y de 


genügt. 

Bi Bestimmung der Werte von x und y an den (renzen, 
soweit dieselben nicht gegeben sind, ist dann eine einfache Maxi- 
mum-Minimumaufgabe. 

IsoperimetrischeProbleme sind solche Variationsaufgaben, 
bei welchen ein Integral ein Maximum oder Minimum werden soll, 
während ein anderes Integral zwischen denselben Grenzen kon- 
stent bleibt: 


X 
S— [ Veayy)du — Max, Min 


7 
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und 


%a 
S, - ( N@yy)dr=e. 
zT 


Man behandelt alsdann S+4S,, wo A eine Konstante ist. 
Integrale mit mehreren abhängigen Veränderlichen: 


[Vwyzr)ax = Max, Min. 


521 
Es muß sein: : ay 
oV 0y 
a: —(, 
cy dx 
oV 
oV_or_, 
02 de 


Integrale mit Nebenbedingungen: 
S, = V, (zyy zz) —=0. 


S +AS,, 
wo 4 eine Funktion von «. 
Integrale mit höheren Ableitungen, z. B.: 


S-( Vayyy ‘)dx = Max, Min. 


Man behandelt 


Es muß sein: 


a 17 
oV 0Y ey 
oo ae m 


Doppelintegrale, z. B.: 


S= [J Veyzpnazay. 


Es muß sein: 


oV or 

d— d-.- - 
N aD ln 
02 dx dy 


Die zweite Variation dient zur Entscheidung, ob Rama 
oder Minimum vorliegt. 
Weiteres über Variationsrechnung 8. [—]. 


18. Differentialgleichungen. 


Eine Differentialgleichung ist eine Beziehung zwischen 
unabhängigen und abhängigen Veränderlichen und ihren gegen- 
seitigen Ableitungen. Die linke Seite einer auf Null gebrachten 
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Differentialgleichung heißt Differentialform. Lösung (Inte- 
gral) einer Differentialgleichung heißt eine daraus hervorgehende 
Gleichung, welche nicht mehr die Ableitungen, dagegen willkür- 
liche Konstante oder Funktionen enthält. 

Die Differentialgleichung heißt total, wenn sie nur eine un- 
abhängige Veränderliche enthält, sonst partiell. 

Eine Anzahl totaler Differentialgleichungen bilden ein Diffe- 
rentialsystem. 

Eine Differentialgleichung heißt von der »-ten Ordnung, wenn 
die höchste vorkommende Ableitung die n-te ist. Eine daraus 
hervorgehende Gleichung, die noch Ableitungen enthält, heißt 
intermediäres Integral und zwar ein r-tes Integral, wenn die 
höchste Ableitung in ihr die (n — r)-te ist. 

Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung mit einer abhängigen 
Veränderlichen hat n unabhängige 1. Integrale je mit einer will- 
kürlichen Konstanten. Durch Elimination von y’....yr-1) aus 


denselben erhält man das vollständige Integral mit » Konstanten. 
Durch spezielle Annahme der Werte der Konstanten erhält man 
aus dem vollständigen partikuläre Integrale. 

Eine Differentialgleichung heißt vom m-ten Grade, wenn sie 
in den Ableitungen vom m-ten Grade ist. 

19. Differentialgleichung erster Ordnung ersten Grades: 

M (xy) de + N(zy)dy= 0. 

Sie kann durch Integralzeichen gelöst werden, wenn die Ver- 

änderlichen getrennt sind, d.h. M nur x, N nur y enthält: 


[Mas + f Nay=e 
Wenn dies nicht der Fall ist, dagegen 


(ey) Mdx +u(ey) Nay 
ein vollständiges Differential, d. h. das totale Differential 
einer Funktion P(xy) wird, so ist P=c die Lösung, und u heißt 
integrierender Faktor. 
Er genügt der partiellen Differentialgleichung: 
a] (- eM\ 5 
a 0 N u) 


Sind u und w zwei integrierende Faktoren, so ist ma = c die 


M — 


Lösung. 
a M und N in zundy homogen von demselben Grad, so 


ist — Wr er ein integrierender Faktor der Differentialgleichung; 


durch die Substitution z -: können die Veränderlichen getrennt 


werden. 
Taschenbuch f. Mathematiker und Physiker. I. Jahrg. 4 
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20. Lineare Differentialgleichung (sog. Eulersche Form): 
dy 
de +Pa)y= (le). 
Lösung y= le (fa dc-+ e). 


Bernoullische Form: 
dy m 
1, F@y = AR)y- 


Man setzt y!"—z und erhält die Eulersche Form. 
Riccatische Gleichung: 


dy 2 m—2 
da te —=bx ; 


m— 2 : ; i 
Wenn - Fwz k eine ganze Zahl ist, Lösung durch eine Kette 
von Substitutionen: 
2 
Y— 2’ 
1 x" 
z= —_- 
a Bi 2 
m+1 HA 
2 = u 
1 b + 2 B) 
2m+t1 x" 
ER j + ER) 
a 2 
zuletzt nach k Substitutionen: 
2, — ak m+1 v. 
m+?2 . 
Ebenso, wenn - au eine ganze Zahl k: 
2 
4 x’ 
ge" 
zZ = 
2 
a u | x" 
ae We b z, h) 
we 2m— 1x" 


Zuletzt nach % Substitutionen: 


= im _ In. 


7 
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21. Differentialgleichungen höheren Grades: 
d 
eh (32) =o(p). 
Es ist 
v- [pP @äp+e; 


aus beiden ist 9 zu eliminieren: 


y=9_(p). 


| y(P dp-+.c. 
..p 
Mongesche Gleichung: 

y=ı + YPlD), 


p(P) 
fo —p 


Es ist 


_ [map 


"f(o)dp 
x =e ID-» . 


eJ SmM)-P dp-+ C 


Clairautsche Gleichung: 
y=-p2-+ pP). 
Lösung: y=Üxr-+g(O). 
Singulär heißt ein Integral, wenn es durch Elimination von 


c aus dem vollständigen Integral F'(zyz)=0 und — =0(0 er- 


halten wird. - | 

Das Eliminationsresultat ist aber nur Integral, wenn aus ihm, 
seiner Ableitung und der Differentialgleichung x, y und y’ eliminiert 
werden können. Andernfalls ist es ein Nichtintegral. 

Geometrisch bedeutet das singuläre Integral die Enveloppe 
der Kurven des vollständigen Integrals; die Nichtintegrale sind 
Örter von Doppel- oder Rückkehrpunkten der Integralkurven. Das 
singuläre Integral ergibt sich auch durch Elimination von p aus 


der Differentialgleichung (fxyp)—=0 und To. Auch hier 


können als Nichtintegrale der Ort der Rückkehrpunkte der Inte- 
gralkurven und der Ort der Berührungspunkte nicht konsekutiver 
Integralkurven auftreten. 
32. Lineare Differentialgleichungen. Eine lineare Diffe- 
rentialgleichung 
P=X,y”+XyPD+...+X,y=X 
(wo XX,...X, Funktion von X) 
heißt homogen, wenn die Störungsfunktion X =. 

Das allgemeine Integral der homogenen Differentialgleichung 
ist eine lineare Kombination von n partikulären Integralen der- 
selben, welche ein Fundamentalsystem bilden. 

4* 
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Ein Multiplikator (integrierender Faktor) z= F(z) der 
Differentialgleichung genügt der adjungierten Differential- 
gleichung: 


Ki, Zn nd 

2 
fait 1 PER ee %ı, hl 
x dx dx? en da” e: 


28. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi- 
zienten: 

| + rt. +0. 

Es seien «&, ---«„die Wurzeln der Hilfsgleichung: 


ta" titr. +a,—0. 
Dann sind er”, ..., e*“** partikuläre Integrale. 
Ist & r-fache Wurzel der Hilfsgleichung, so sind 


er we”, wre”,..., ar tert 


partikuläre Integrale. 

Sind «-+iß Wurzeln der Hilfsgleichung, so sind 

e”cosßx und e*”sinßzx 
partikuläre Integrale. 

Lösung der nichthomogenen linearen Differentialgleichung 
durch Variation der Konstanten. Es seien y, ....y, partiku- 
läre Integrale der Gleichung mit X=0; dann ist das Integral 
der vollständigen Gleichung: 

i GYyıı + nYm 
wo c, Funktionen von x. 
Dann kann man die c, bestimmen aus 


ey’ het Gay, =, 
Mr + — 
PER de aaa 4 ee 


Die Differentialgleichung 
(ar + d"y) +a, (aa + Hyd... +a,y=0 
wird durch die Substitution ne | 
= ac+b=e 
gelöst. ee 
Weiteres über lineare Differentialgleichungen |— ]. 
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24. Die Differentialform 
Xdx+ Yay+ Zdz 
ist integrierbar, wenn 
er 02 02 0X 0X oY 
Ey nd’ oy 0m 
Dann ist auch die totale Differentialgleichung: 
Xdz+ Ydz + Zdz=0 


lösbar. 

Simultane Differentialgleichungen mit mehreren ab- 
hängigen Veränderlichen werden gelöst, indem man aus der Glei- 
chung und ihren Ableitungen alle abhängigen Veränderlichen nebst 
ihren Ableitungen bis auf eine eliminiert. 


“ 


25. Partielle Differentialgleichungen. 


Eine Differentialgleichung heißt partiell, wenn in ihr par- 
tielle Ableitungen vorkommen. 

Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
DI le 
d x , = Ö Yy I 
hat ein vollständiges Integral mit 2 Konstanten: 

f(zy 2, ab) =. 
Dann lassen sich aus 


F(ayzpg=0, wop= 


of of 
F=0, f 0, Se ' —0 %,y,.2:P,q 
eliminieren unabhängig von a und b. 

Durch Spezialisierung von a und b entstehen aus dem voll- 
ständigen Integral partikuläre Integrale. 

Die Differentialgleichung ordnet jedem Punkt x,y,z einen 
Elementarkegel zu, der von der Ebene umhüllt wird, deren 
Stellungskoordinaten p:q:— 1 der Differentialgleichung F= 0 
genügen. 

Die Flächen des vollständigen Integrals berühren in jedem 
Punkt den zugehörigen Elementarkegel. 

Das singuläre Integral ist die Umhüllung der Flächen 


f=0. 
Es wird erhalten durch Elimination von « und b aus 
ef of 
i da > ob % 


Hierbei treten auch Orte von konischen, biplanaren und uni- 
planaren Knotenpunkten als Nichtintegrale auf. 

Ferner entsteht das singuläre Integral durch Elimination von 
p und g aus 
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oF_ oF_ 0 
eo oq } 
wobei Orte von uniplanaren Knotenpunkten, Rückkehrkurven und 
von Berührungsstellen nichtkonsekutiver Flächen auftreten. 

Durch eine Beziehung b = p(a), wo @ eine willkürliche Funk- 
tion ist, greift man eine einfach unendliche Schar aus den Flächen 
des vollständigen Integrals heraus; diese umhüllen das allge- 
meine Integral. 

Dieses erhält man aus 


F=0 0 


f=0, dpa) und ZU 4 Sf 


Hat in diesen drei Gleichungen a einen bestimmten Wert, 
während b eliminiert wird, so stellen sie eine dreifach unendliche 
Schar vön Kurven dar, die Schnittkurven konsekutiver Flächen des 
vollständigen Integrals. Dieselben heißen Charakteristiken 
und hängen von den 3 Konstanten a, b=y(a) und c=9g(a) ab. 

Die Tangenten der Charakteristiken sind Mantellinien der 
Elementarkegel. 

Auf jeder Fläche des vollständigen und des allgemeinen Inte- 
grals liegen oo Charakteristiken. 

Durch jede Charakteristik geht eine Schar von oo Flächen des 
vollständigen Integrals, während durch eine beliebige Kurve nur 
eine solche hindurchgeht. 


26. Lineare partielle Differentialgleichungen: 


Pp+Qg4=R. 


Die Elementarkegel sind Ebenenbüschel. Die Charakteristiken 
bilden nur eine doppelt unendliche Schar von Kurven. 
Durch Integration der Hilfsgleichungen 


p(a)=0. 


de dy_dz 


PO RR 
erhält man die Charakteristiken: 
uay)=a: 
vay)—=b|' 

Diese sind nicht nur Schnitte konsekutiver, sondern auch be- 
liebiger Flächen des vollständigen Integrals. 

Das allgemeine Integral ist 9—= (u), wo eine willkürliche 
Funktion. 


27. Nichtlineare partielle Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung: 


F(ayzpg) =. 


Die Charakteristiken ergeben sich durch Integration der Hilfs- 
gleichungen: 


i 


Partielle Differentialgleichungen. 55 


dz _dy de dp 
öeF 9öF oF oF oF oF 
op» 9q 2 TA - 2 +25) 
_ dg 
=> oF orF\ 
(7 +45) 


Aus drei unabhängigen Integralen derselben: 
F,@yzpQ—=ü& 
F,(zyzpgq) == 5 
F,(eyzp)= 6 
und der Differentialgleichung F'= 0 ergeben sich durch Elimina- 
tion von p und q die Charakteristiken: 
DB, ayzcıyc)—=0; B,(ayzc,a6) =. 
Das vollständige Integral 


playzap) — 0 
ergibt sich, wenn man die Koordinaten des singulären Integrals 
durch zwei Parameter darstellt (siehe Differentialgeometrie 10), sie 
in die Gleichungen der Charakteristiken einsetzt und aus den ent- 
stehenden und Jen ursprünglichen Gleichungen der Charakteri- 
stiken c,,c,, c, eliminiert. 
Eine allgemeine Integralfläche durch die Kurve 


hayz)=0, fleyo) 
erhält man, indem man aus: 


F=0; F=6; r.—=6 F,= 6; = I; f, = 0 
xyzpq zweimal eliminiert und aus den entstehenden zwei Glei- 
chungen und 8, =0, Dd,=0 c,,c6,, c, eliminiert. 


Eine allgemeine, der Fläche f, (xyz) = 0 umschriebene Integral- 
fläche geht durch die Kurve / —=0 und 


of oh‘ 
EN 
I I “en of 
ez 02 


F =VU. 
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28. Partielle Differentialgleichungen höherer Ord- 
nung: Eulersche ne 
BT: 0° 2 Ba 0°2 
a. 0x09y ey 
Allgemeines Integral: 


= athNVtpartıy), 
wo A, und A, die Wurzeln von 
a+2bi +ci?—=0. 
Weiteres über partielle Differentialgleichungen höherer Ord- 
nung [—]. 


29. Transformationsgruppen. 


Eine Transformationsgruppe ist ein System kontinuier- 
licher Transformationen derart, daß die durch die Zusammen- 
setzung zweier Transformationen des Systems entstehende Trans- 
formation immer ebenfalls dem System angehört. 

Die Transformationen enthalten außer den Veränderlichen 
Parameter, deren verschiedene Werte die einzelnen Transforma- 
tionen liefern, z. B.: 


a=fe;a); »=f;b effea),;b)=fle;e, 

wo c eine Funktion von a und b. | 

Die Gruppe heißt r-gliedrig, wenn sie von r Parametern ab- 
- hängt. 

Die Parameter sind stetig veränderliche Größen. 

Identische Transformation: 

= fae;a)=r. 
Inverse Transformation zu 
= fe) itn=fla; a), 

wenn 2 = f(x; @. 

Die infinitesimale Transformation z,=f(x;a, +6a) hat 
einen Parameter, der von demjenigen der identischen unendlich 
wenig unterschieden ist. 


Eingliedrige Gruppe der ebenen Translationen parallel 
x-Achse: 
274, 


no Yy- 
Bahnkurven sind Parallelen zur x-Achse. 
Zweigliedrige Gruppe aller ebenen Translationen: 


a =x0-+a, 
yty-+b. 
Dieselbe ist transitiv, d.h. ihre Transformationen vermögen 
das Veränderlichensystem in jeden beliebigen Wert überzuführen. 
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Intransitiv heißt eine Gruppe, bei der dies nicht der Fall 
ist, aus deren Gleichungen sich daher die Parameter eliminieren 
lassen. 

30. Eingliedrige Gruppe der Rotationen um den Ursprung: 


&=X0Cc08e — yYysina 
y=xsin@+ ycose. 


Bahnkurven Kreise um den Ursprung. 
Der Ursprung bleibt invariant, d. h. unverändert. 
Affine Transformationen in der Richtung der x-Achse: 


2 = E08, 
Y,=yY. 
Bahnkurven Parallelen zur x-Achse. 


Die Punkte der y-Achse bleiben invariant. 
Die Bahnkurven der von der infinitesimalen Transformation 


a, =xcH+$(aydt, 
Y=yrnlay) dt 
erzeugten Gruppe sind die Integralkurven der Differential- 
gleichung: de. ey 
Ey) nu 
Symbol der infinitesimalen Transformation: 
of of 
Uf= — 
re er 
Endliche ae der ... 


ats +08%, +00 +... 


y—-ytnl tun +UUnd, in 


31. Eine Funktion 2 ist bei der Gruppe invariant, wenn 
URQß—=0,d.h. 8 Integral der Differentialgleichung 


ET. 


Invariante Punkte sind die Schnittpunkte von &=0, 7 =0 
resp. die Punkte eines gemeinsamen Bestandteils dieser beiden 
Kurven. 

Eine Kurvenschar & — const gestattet eine Transformations- 
gruppe Uf, wenn diese die Kurven der Schar unter sich ver- 
tauscht, d.h. wenn Uo eine Funktion von o allein ist. 

Gestnttet die ee Xdy — Ydx = 0 die Gruppe 


Uf= 2 


1 
Bares | 
tr n- „ ‚so is Xn-Y3 ein integrierender Faktor 
der Diffeeentialelechung. 
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Dieser ist umgekehrt proportional dem Inhalt des Rechtecks 
aus dem Normalabstand zweier konsekutiver Bahnkurven und der 


auf der Tangente abgetragenen Strecke YX?+ Y*. 
It Af=X- Ai np ef eine andere infinitesimale Transfor- 


PIE: 0Y 
mation, 
so ist der Jacobische Klammerausdruck: 
(UM= VAN -AUN-(UX- AD +Ur-And), 


ebenfalls eine infinitesimale EBENEN, 

Gestattet Xdy— Ydax=0 die Gruppe Uf, so ist (UA) 
—=4(xzy)Af. Gestattet sie zwei infinitesimale Transformationen 
U, fund U,f, so ist 


ein Integral der Differentialgleichung (oder eine Konstante). 

U,f ist dann eine lineare Funktion von U,f und Af (oder 
transformieren U,f und U,f die Bahnkurven der Differential- 
gleichung in derselben Weise). 

Zwischen drei infinitesimalen Transformationen U, f, U, f, U,f 
besteht immer die Identität 

((d,, U, U) +(U, U) U)-+(UD, U) U)=0. 


32. Eine Punkttransformation 
1 =yay) Y=vlay) 
wird erweitert durch Zufügung der Transformation des Differential- 
quotienten: 


ou, 0%, 
RE Du Toy! 
IT 9,0, 

5 7 y: 


Man erhält so eine Transformation der Linienelemente 
(d. h. der Punkte mit hindurchgehender Tangentenrichtung). 
Infinitesimale Transformation der erweiterten Punkttransfor- 


mation: 
rl, m 
%Y 
‚ dn a 
dx °’dx 


Die Differentialgleichung 2(zyy)=0 gestattet die Gruppe 
Uf, wenn U’2 vermöge Q—=0 verschwindet. 
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Das vollständige Integral von 
dz dy dy 
u a 
ist eine Differentialgleichung, welche Uf gestattet. 

Differentialinvarianten sind Größen, welche erweiterte 
Punkttransformationen gestatten. Solche Differentialinvarianten, 
welche eine willkürliche Funktion und deren Ableitungen ent- 
halten, heißen Differentialparameter. 

Weiteres [—]. 

38. Eine Berührungstransformation ist eine solche Trans- 
formation der Linienelemente, welche zwar berührende Kurven 
wieder in berührende verwandelt, aber zwei Linienelemente eines 
Punktes nicht, wie die erweiterten Punkttransformationen, wieder 
in Linienelemente eines Punktes überführen. 

Sie läßt die Pfaffsche Gleichung: 


dy— ydxz= 0 invariant. 
Au 2, = Xayy); „= Ylayy); yı = Playy) 
ergibt sich durch Elimination von y’ und y;: 
i Lay; 1 yı)=P0, 
hiezu m 
‚oR ‚08 
=0; 
- a+V a rn +9 dy, 
Die Linienelemente des Punktes (ab) gehen in die Linien- 
elemente der Kurve 2(a, b, x, Yy,) = 0 über. 
Die Kurve g(zy)=0 verwandelt sich bei der Berührungs- 


transformation in die Kurve, welche sich durch Elimination von 
z,y aus 2=0;9=0 und 


=0. 


08 02 | 
ex 0y | 
— t. 
Fr 0 ergib 
| ox oy | 
Beispiele: 
Dilatation um die Strecke r 
ry r ‚ ’ 
T = c-+ SI Sn y = — See uU. 
yet Tre 
Es ist 


= —- a’ +y-y’—r=0. 

Fußpunkttransformation: 
-yYy-—ıy) _y—ay 
1 +"? 3 Yı 1 +y? ’ 


ee Ey, =( 2) ( 2)" 77 


2, = 
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Transformation durch reziproke Polaren in bezug auf eıne 
Parabel: 


y-oy yaayıoyı 5 Lean tytynt. 
Transformation durch reziproke Polaren in bezug auf einen Kreis 


—y' je 1 , re 
y—ıy'' y-aıy' " y 


2=ar, +yy —1=0. 


x, = 


Zwei Funktionen X und Y von x, y, y’ heißen in Involution 
befindlich, wenn das Poissonsche Symbol verschwindet, d. h.: 


- y1._0X(0Y | „oX\ _0Y (0X | „CeX\ _ 
. . nt) 
s is 
[X, X] =[X, 8(X)] = 0; [X, =, 
wo C eine Konstante 


Pr +)=erl+ler; [9.2 =vleg]+rlpe). 
Ist ferner: 
dY— PdX=o(dy— y’da), 
so ist IP, X]=e; [P,Y]= Pe. 
Kennt man zur Differentialgleichung X (xyy’) = a eine Funktion 
Y derart, daß [X Y]=0, so läßt sich X = 0 durch bloße Eli- 
mination lösen. 


Weiteres über Transformationsgruppen und Berührungstrans- 
formationen [—]. 


Funktionentheorie. 


Mengenlehre. 


1. Menge ist jede Zusammenfassung M von bestimmten, 
wohlunterschiedenen Elementen zu einem Ganzen. 

Teil von M ist eine Menge, deren Elemente alle in M ent- 
halten sind. 

Mächtigkeit einer Menge ist der Allgemeinbegriff, der aus 
M dadurch hervorgeht, daß von der Beschaffenheit und Ordnung 
der Elemente abgesehen wird. Die Mächtigkeit einer endlichen 
Menge ist die Anzahl ihrer Elemente. 

Zwei Mengen heißen äquivalent, wenn man sie gesetzmäßig 
in eineindeutige Zuordnung setzen kann; ihre Mächtigkeiten sind 
gleich. 

Eine Menge, die einem ihrer Teile äquivalent ist, heißt un- 
endlich. 

Eine Menge heißt abzählbar, wenn sie die Mächtigkeit der 
Menge der ganzen Zahlen hat. 
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D 


Eine abzählbare Menge von endlichen oder abzählbaren Mengen 
ist abzählbar. 

Alle rationalen Zahlen bilden eine abzählbare Menge, 
ebenso alle algebraischen Zahlen. 

Ist ein Teil von M mit N äquivalent, nicht aber ein Teil von 
N mit M, so ist M von größerer Mächtigkeit als N; ist dagegen 
auch ein Teil von N mit M äquivalent. so sind M und N äqui- 
valent. | 

Das Linearkontinuum, d.h. die Gesamtheit aller end- 
lichen Zahlen, ist nicht abzählbar. 

Die Menge aller Irrationalzahlen, ebenso die Menge aller 
transzendenten Zahlen eines gegebenen Intervalls hat die Mächtig- 
keit des Kontinuums. 


2. Eine Menge heißt geordnet, wenn von je zwei Elementen 
feststeht, welches dem andern vorhergeht. 

Wenn M und N äquivalent sind, so läßt sich N ähnlich 
ordnen wie M; M und N heißen dann ähnliche Mengen. 

Der Ordnungstypus einer Menge ist der Allgemeinbegriff. 
der sich ergibt, wenn man die Rangordnung der Elemente ins 
Auge faßt und von ihrer Beschaffenheit absieht. Er ist das ge- 
meinsame Ördnungsgesetz äquivalenter ähnlicher Mengen. Der 
Ordnungstypus einer endlichen Menge ist eine endliche Zahl, der- 
jenige der positiven ganzen Zahlen wird mit ® bezeichnet. 


8. Durch Aufeinanderfolge zweier geordneter Mengen M und N 
entsteht eine Vereinigungsmenge, deren Ordnungstypus die Summe 
derjenigen von M und N ist. 

Dabei gilt aber das kommutative Gesetz der Addition nicht: 

Ist A eine endliche Zahl, so ist + o = o» der Ordnungstypus 
einer unendlichen Menge, der eine endliche zugefügt wurde; 
o+1>o der Ordnungstypus einer endlichen Menge, auf welche 
die Elemente einer unendlichen folgen. 

Ersetzt man in einer Menge N jedes Element durch eine mit 
M ähnliche Menge, so entsteht eine Menge, deren Ordnungstypus 
gleich dem Produkt derjenigen von M und N ist, dabei ist4-o=w: 
o.4=o0+-- +0 (mal); o-o=o+o-+:..:.—=w*. 

Eine Menge heißt wohlgeordnet, wenn sie (und alle ihre 
Teilmengen) ein erstes Element besitzt. 

Zwei wohlgeordnete Mengen sind entweder einander ähnlich 
oder ist die eine einem Abschnitt, d. h. einem Teil, der alle 
zwischen zwei gegebenen liegenden Elemente umfaßt, ähnlich. 

Die Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen heißen Ord- 
nungszahlen. 


Die nicht endlichen Ordnungszahlen heißen transfinite 
Zahlen: 
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o,0o+1,0-+2.. 
0-2, @- a o- EHE 


Q. Ba u+, @- +2. 
st, 042. | 
en +2. 
wm, 0, +. 


4. Eine Mnse von Punkten auf einer Geraden (oder in einem 
stetig ausgedehnten Raum) heißt Punktmenge. 

Eine Stelle der Punktmenge, in deren Umgebung beliebig 
viele Punkte der Menge liegen, heißt Grenzpunkt der Menge; die 
übrigen heißen isolierte Punkte. 

Eine Punktmenge heißt abgeschlossen, wenn ihr alle ihre 
Grenzpunkte angehören. 

Ableitung einer Punktmenge heißt die aus ihren Grenz- 
punkten gebildete Menge. Alle Punkte der zweiten Ableitung, 
d. h. der Ableitung der Ableitung gehören auch der ersten Ab- 
leitung an. 

Ist die n-te Ableitung einer Punktmenge endlich, so heißt sie 
von der ersten Gattung und von der n-ten Art. 

[st keine Ableitung endlich hoher Ordnung einer Punktmenge 
endlich, so heißt sie von der zweiten Gattung. 

Eine Menge heißt in sich dicht, wenn jeder ihrer Punkte 
ein Grenzpunkt ist. 

Eine geordnete Menge M heißt mit einer Teilmenge N kon- 
final, wenn innerhalb M kein Element auf N folgt; sie heißt 
mit N koinitial, wenn innerhalb M kein Element N vorhergeht. 

Ist M aus zwei Teilen A und B zusammengesetzt, so daß 
jedes Element von A jedem Element von B vorhergeht, so be- 
steht zwischen A und B entweder: 

ein Sprung, wenn in A ein letztes, in B ein erstes Element 
existiert oder: 

ein Schnitt, wenn in A ein letztes, in B kein erstes Element 
existiert oder umgekehrt oder: 

eine Lücke, wenn in A kein letztes, in B kein erstes Element 
existiert. 

Eine dichte Menge enthält keine Sprünge. 

Eine Teilmenge N ist in M dicht, wenn zwischen je zwei 
Elementen von M, die nicht zu N gehören, mindestens ein Ele- 
ment von N liegt. 

Eine Menge heißt perfekt, wenn sie abgeschlossen und in 
sich dicht, also mit ihrer Ableitung identisch ist. 
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Eine abzählbare Menge ist niemals perfekt; eine perfekte 
Menge hat vielmehr die Mächtigkeit des Kontinuums. 

Eine abgeschlossene Menge erster Gattung ist abzählbar. 
Schließt man alle Punkte einer Menge in endliche Intervalle ein, 
so nennt man Inhalt den Grenzwert, dem sich die Summe aller 
dieser Intervalle bei beliebiger Verkleinerung derselben nähert. 

Eine Menge, deren Ableitung abzählbar ist, ist unaus- 
gedehnt, d. h, sie hat den Inhalt Null. 

Weiteres über Mengenlehre [—)]. 


Beelle Funktionentheorie. 


ö.Ist yeineallgemeine Funktion von x, so muß eine Rechen- 
vorschrift oder eine endliche Anzahl von solchen gegeben sein, 
um zu jedem Wert von x den Wert von y zu berechnen; hier- 
durch ist zu jedem x das y arithmetisch definiert. 

Die Veränderliche x heißt stetig im Intervall (im Innern des 
Intervalls) a bis b, wenn sie alle reellen Zahlenwerte zwischen 
a undb lan: a und b eingeschlossen (ausgeschlossen). 

Eine Funktion heißt an der Stelle «a stetig, wenn sie für 
x= 4 bestimmt definiert ist, und wenn die Differenzen f(@a-+ ö) 
— f(a) durch Wahl hinreichend kleiner Werte von d beliebig klein 
gemacht werden können. 

Eine in einem Intervall stetige Funktion hat daselbst eine 
obere und untere Grenze und nimmt alle Werte zwischen den- 
selben an. 

Eine Funktion heißt in einem Intervall abteilungsweise diffe- 
renzierbar, wenn sie daselbst mit Ausnahme einer endlichen Punkt- 
zahl überall eine Ableitung besitzt. 

Eine Funktion heißt in einem Intervall monoton, wenn sie 
innerhalb desselben weder Maximum noch Minimum besitzt. 

Eine Funktion heißt in einem Intervall abteilungsweise 
monoton, wenn sie daselbst nicht unendlich viele Maxima und 
Minima besitzt. 


6. Eine Funktion heißt gewöhnlich, wenn sie stetig, diffe- 
renzierbar und für jede Richtung als Abszissenachse abteilungs- 
weise monoton ist. Ihr geometrisches Bild ist eine gewöhnliche 
Kurve. 

Für eine Funktion f(x), welche für c—= a unbestimmt (all- 
wertig) ist, kann der Wert b5=limf(a+d),_. als stetig er- 
reichter (uneigentlicher) Wert angesehen werden (siehe Ana- 
lysis 6). 

Eine Unstetigkeitsstelle a heißt endlich, wenn f{a-+ 6) end- 
lich und f(a) entweder endlich oder nicht definiert ist, andern- 
falls unendlich (Unendlichkeitsstelle). 

Eine endliche Unstetigkeitsstelle ist entweder hebbar, wenz 


lim fa + 9), = limfla—6),;_o, 
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f(a) davon verschieden ist, oder ist sie ein Sprung erster Art, 


wenn 
lim fa-+ ö); - 0 lim f(a — )=0 oder 


ein Sprung zweiter Art, wenn in der Nähe von a unendlich 
viele Maxima und Minima existieren. 

Eine Unendlichkeitsstelle ist eine solche mit Oszillationen, 
wenn die Funktion in der Nähe unendlich viele endliche Maxima 
und Minima besitzt; andernfalls ist sie gewöhnlich. 

Eine Unstetigkeitsstelle ist eine solche unbestimmten Un- 
endlichwerdens, wenn die Maxima und Minima in ihrer Nähe 
sich einer unendlichen Grenze nähern. . 

Eine Stelle a einer Funktion heißt singulär, wenn die 
Funktion sich daselbst nicht den Definitionsbedingungen ent- 
sprechend verhält. 

Eine Funktion heißt in einem Intervall total unstetig, 
wenn Sprünge, größer als eine gegebene Zahl, wenigstens in einem 
endlichen Teil des Intervalls überall dicht vorkommen. 

Eine Funktion, bei der dies nicht der Fall ist, obgleich sie 
im Intervall unendlich viele Sprünge besitzt, heißt punktiert 
unstetig. 

Es gibt stetige Funktionen, die nirgends einen bestimmten 
Difterentialquotienten haben. 

Eine Funktion heißt in einem Gebiet analytisch, wenn sie 
daselbst in jedem Punkt eindeutig definiert ist und einen be- 
stiimmten Differentialquotienten hat. 

Weiteres über Funktionen reeller Veränderlichen [—|]. 


Komplexe Funktionentheorie. 

7. Die komplexe Zahl z=x-+iy wird auf der Gaußschen 
Ebene dargestellt durch den Punkt (z, %). 

Der Zahl oo entsprechen die Punkte der unendlich fernen 
Geraden; dieselben vereinigen sich aber zu einem Punkt, wenn die 
Gaußsche Ebene stereographisch auf die im Ursprung berührende 
Neumannsche Kugel vom Durchmesser 1 vom Gegenpol des 
Ursprungs aus abgebildet wird. 


Absoluter Betrag (Modul) von z it r= 2 =Ya?-t y: 
(immer positiv zu nehmen); Polarwinkel (Azimut) von z: 


Y 


— ne Ze 
y=arctg 


Dabei ist 
z=r(osp+tising)=re®?, 


e'P heißt Richtungskoeffizient. 
Es ist 
a+byLrle+mM=-atrc+bLrd!i. 
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Der absolute Betrag einer Summe ist nicht größer als die 
Summe der absoluten Beträge der Summanden. 

Der absolute Betrag der Differenz zweier Zahlen ist gleich 
der Entfernung der beiden den Zahlen zugehörigen Punkte. 

Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert (dividiert), 
indem man ihre absoluten Beträge multipliziert (dividiert) und 
die Polarwinkel addiert (subtrahiert). 


bs ist (a+b)(c+dy)=ac--bd+l(ad+böüi. 
“+ bi _ ac+ bd+ be— ad 


ed ‘ra 
1  e—di 
c+di e+a: 


Satz von Moivre: 
Z"=r"(coosnp+ isinnp), 
er'9— e* (eosy-tisin Y), 
P/4 


2 


a 


wg le +e9), 
no—L(eP® _e-'9 
sing =>; (e e I 
cos (c + iy) = „wsz(@+eN— sinne —e®) 
—=cos2lojy—isinzGiny, 
sin +) sine +EN+Z wae@®—e”") 


=sinzCojy+:icosxGiny, 


Ice -+iy)=r-+ip. 

8. Der Bereich eines Punktes der Gaußschen Ebene besteht 
aus den Punkten eines denselben umgebenden, beliebig kleinen 
Flächenstücks. 

Eine komplexe Funktion w=u- iv von z und y heißt mono- 
gene analytische Funktion, wenn w Funktion der einen Ver- 
änderlichen = x + iy ist. 


Dann ist A De 
eo 
das Kriterium von Cauchy. 
Ferner: Du_ dv dv Du 
DE a ty 
ou, 0°:u 0v , 0% 
ET u dt äye _ 
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Der men, 
m -5, Si zu ist von n 
unabhängig. 
Die Funktion vermittelt eine konforme Abbildung (siehe 
höhere Geometrie 45) der z-Ebene auf die w-Ebene mit den Stellen 


dw —0( und dw —= 00 als Ausnahmestellen. 


dz dg 
9. Die Funktion w =f(2) ist für z=a stetig, wenn durch 
Annahme eines hinreichend kleinen Wertes A die Differenz 


fa +h) — f(a) 
beliebig klein gemacht werden kann. 
Ein Unstetigkeitspunkt a heißt polar, wenn 


lim f(a + h)n=o ==; 


was auch h sein möge. 
a heißt nicht polar, wenn der Wert von 


lim f(a + h),=o 


von der Art des Nullwerdens von h abhängig ist. 
Ein polarer Unstetigkeitspunkt heißt algebraisch, wenn 


lim (2 — a)” fi@),= 


weder null noch unendlich ist; die sndliehe Zahl n heißt Ordnung. 

Für n = 00 ist der Unstetigkeitspunkt logarithmisch. 

Die nicht polaren und die logarithmischen Unstetigkeitspunkte 
heißen wesentlich. 

10. Eine Funktion heißt eindeutig oder mehrdeutig, je 
nachden sie für jeden Wert des Arguments einen oder mehrere 
Funktionswerte annimmt. 

Eine Funktion heißt monodrom, wenn man von einem Punkt 
2 ausgehend und zu ihm zurückkehrend auf jedem Weg, auf dem 
die Funktion sich stetig ändert, zu demselben Funktionswert 
gelangt. 

Eine Funktion heißt in einem Gebiet synektisch, wenn sie 
daselbst monodrom und stetig ist. 

Eine Funktion w= f(z) heißt algebraisch, wenn zwischen 
w und z eine algebraische Gleichung besteht; andernfalls trans- 
szendent. 

Eine eindeutige Funktion heißt einwertig, wenn sie nur 
algebraische Unstetigkeitspunkte besitzt. 

Jede einwertige Funktion nimmt jeden Wert mindestens für 
einen Wert des Arguments an. 

Die einwertige Funktion ist entweder rational und ganz, 
d. h. sie hat alle Unendlichkeitsstellen im Unendlichen oder ist 
sie rational gebrochen, d. h. der Quotient zweier ganzen 
Funktionen. 
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11. Eine mehrdeutige Funktion wird auf mehrere übereinander 
liegende Blätter der Gaußschen Ebene abgebildet; diese bilden 
die Riemannsche Fläche. 

In den Verzweigungspunkten, in welchen zwei oder mehr 
Funktionswerte zusammenfallen, und in welchen die Funktions- 
kurve vertikale Tangenten oder Spitzen hat,-hängen die Blätter 
der Riemannschen Fläche derart zusammen, daß sie längs der 
Verzweigungsschnitte, d. h. beliebiger Linien zwischen den 
Verzweigungspunkten ineinander übergehen. 

ln den Doppelpunkten der Funktionskurve berühren sich die 
Blätter ohne ineinander überzugehen. 

Die bestimmten Integrale von Funktionen komplexer Ver- 
änderlicher sind vom Integrationsweg abhängig. Doch führen 
zwei Integrale längs verschiedener Wege zu demselben Integral- 
wert, wenn die Funktion innerhalb der Wege synektisch ist. Das 
an um die Begrenzung eines synektischen Flächenteils ist 
null. 
12. Kritisch heißt ein solcher Unendlichkeitspunkt a, für 
welchen in der Entwicklung von (2) nach fallenden Potenzen von 


z2— a ein Glied nn vorkommt. Das Integral längs einer ge- 


schlossenen Kurve um a ist 25%”A. A heißt Residuum. Die 
Integrale um die Unendlichkeitspunkte, die nicht kritisch sind, 
sind null e Der unendlich ferne Punkt ist kritisch, wenn bei der 
Entwicklung von f(z), die in der Nähe desselben gilt, ein Glied 


- vorkommt. 


Die Zahl der Nullstellen der Funktion f(z) innerhalb eines 
Gebietes, vermindert um die Zahl der Unendlichkeitsstellen der- 
selben daselbst, ist das Integral Es ij a längs der Begren- 
zung des Gebietes. 

Auf einer mehrfach zusammenhängenden Fläche (siehe 
Elementargeometrie 8) ist das Integral nicht eine eindeutige 
Funktion seiner oberen Grenze. 

Eine r-fach zusammenhängende Fläche wird durch r Quer- 
schnitte, d. h. Schnitte, die von einem Randpunkt ausgehen und 
in einem Randpunkt enden, einfach zusammenhängend gemacht. 
Durch sie wird das Ziehen von geschlossenen Kurven, die nicht 
für sich die vollständige Begrenzung eines Flächenteils bilden, 
auf der Fläche unmöglich gemacht. 

Auf der durch Querschnitte verwandelten, d.h. einfach zu- 
ssmmenhängend gemachten Riemannschen Fläche ist das Integral 
eine eindeutige Funktion der oberen Grenze. Eine Änderung des 
Weges, soweit die Querschnitte eine solche zulassen, läßt also 
den Integralwert ungeändert. An jedem Querschnitt macht das 
Integral einen Sprung um eine Konstante (Periodizitätsmodul). 


5*F 
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a 
Ist a ein Unstetigkeitspunkt von f(z), so ist J f@)dz endlich, 


h 
wenn lim(z— a)f (@)|;- „= 9; es ist logarithmisch oder algebraisch 
unendlich, je nachdem dieser Grenzwert endlich oder unendlich ist. 
= 


Das Integral f f(z) dg ist endlich, wenn limz f 2) ,=0 — 0 ist; 


h 
es ist logarithmisch oder algebraisch unendlich, je nachdem dieser 
Grenzwert unendlich oder endlich ist. 

13. Logarithmus: 


Es ist: PRIERN 
(x -Hiy)=1Iya!’+y’-+iare tg 


hierzu kommt ein gerades oder ungerades Vielfaches von ir, je 
nachdem x positiv oder negativ ist. 
Additionstheorem: 


Iz, +12,=l(2, 2). 
Arcus tangens: 


wu 


arctg (X + ıy) 
1 2% i Hirt N 
Be et seta y)% 
für BR <1 und 
on 1 2x _ ,@ ++)? 
Eye een Pr Bere MEN 
hierzu kommt ein Vielfaches von x. 
Additionstheorem: 


Es ist: 


2, +2 


1—22' 


arcsın2 = i 
Sr Via 


arc sin (© + iy) = are sin ‚va3 ++ y?— Yu o)'+y?) 
+:1(S+ VS’ 1), 


arctgz, + arctg2, = arctg 


Arcus sinus: 
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wo 
s-1VätSty+va=ry), 
hierzu kommt ein Vielfaches von 2x. 


Der Arcus Sinus hat noch einen zweiten Wert, w’, derart, 
daß wv+-w=- x, je nachdem 


x Z 0. 
Additionstheorem: 
arcsinz, + arcsinz, =arcsin (, VL —-z°+2,V1—- 2°). 
14. Umkehrung der Funktionen. Zuw= (2) gehört als 
Umkehrungsfunktion z=g(w). Die Umkehrung einer unendlich 


vieldeutigen Integralfunktion ist eine periodische Funktion, 
d.b. eine solche, für welche 


yw+a)=y(w). 
oa heißt Periode, und zwar Elementarperiode, wenn kein ali- 
quoter Teil von » Periode ist. 

Die einfach periodischen Funktionen nehmen alle Werte im 
Periodenstreifen, d.h. im Gebiet zwischen 2 Parallelen, deren 
Abstand gleich der Periode ist, an und zwar jeden so oft, als die 
Riemannsche Fläche ihrer Umkehrungsfunktion Blätter zählt. 

Die doppeltperiodischen Funktionen nehmen jeden Wert im 
Periodenparallelogramm an. 

In allen solchen Streifen ist die Verteilung der Funktions- 
werte dieselbe. 

15. Exponentialfunktion: 


er +2in — e® 
e” +7? — e* (cosv +isinv). 
Additionstheorem: 
erı tw _ gYı , en, u 
Tangens: 
gwgw+nr)=tguw, 
2sin2u-tile?’—e?° 
tg (u + in) = ne 
2co2u-te’ te 
Additionstheorem : 
os, tgw, +tgw, 
tg (w, + u) = 1—igu,tgu, 
Sinus: 


sin (w +2) —= sin w, 


sin (u + iv) — Zeinu(e +e°) 


+ zyi — sintu(e —e”°). 


70 Hyperbelfunktionen. 


Additionstheorem : 
sin (w, + %,) = sin w, VY1— sin?w, + sin w, V1— sin®w, . 
16. Hyperbelfunktionen. | 


Sine=-te® — e")=—isinix, 
Ste +et)=cosie, 
T x 
ee —e 
%gue= —. = —itgir, 
ee" 
x - x 
e e 
Cox = + —=icotix, 
ee —e 
2 
Sfr= -—— - —- —=secit, 
ie 
2 ; ; 
Eofef x = — — —- = Fcosecix. 
Br —-x 


Es ist 
Coj’z — Sin’z=1, 


na De 9. _ Tg’ 
ee 7 Sin eg 
ee in Sin’x Sin? > 


Coi?x 1—-&in’z Cox 
Sino—=0; Co0=1; Tg0=0, 
Sin@o=o; Gjoo=X; goal, 
Sin )=— Sin; Sf )=boir; Tg(— a) = — Tor; 
Sin (2 + y) = SinzCofyHt Cojr Siny, 


: Co (2x + Yy) = Sojx Cojy- SinzEiny, 
Tgetrgy 
MWBALN-TLggaRgy' 


Sin2r—=26Einzlofr, 
Ef 22 = Coj’r + Sin’x 
—=2 60’ —1=1+26in?z, 


Sina+ Einy-2Cn"+I 0? =F, 


Enzeecyeäeh- I tt Y, 


BES? Ci? - =Yy 


Zyklometrische Funktionen. 


Sofz — Cofy— 2 Ein u Sin, 


ee ee. 9x 
Sfr Sinz 1- Ir ° 
Sin ty 
Sin’x — Sin?y = Loj?z — Cof?y 
= Sin(@+y) Sin —y), 
Sof? 2 + Sin’y = Sin’z + Coj?y | 
= bie ty) —y), 


ct Coix—1, ‚cz _Cojc-+i 
Sin? - a Co eu 
‚x _ Core 1 
2 2 Cor r+r1’ 


Ein (x + iy) = Sinzcosy+tiCoixsiny, 
Sof (x + :y) = Cojx cosy +iGinzesiny, 


2x —2r u 
! —e — 2ısın?2 
Yetiy)- = 
Weiteres über Hyperbelfunktionen [—]. 


e"re??12co82r 
17. Zyklometrische Funktionen. 
Aus z=siny folgt y=arcsinz, 
„» C=C08y „ Y=arccosz, 


v» t=tgy „ y=arctige. 
Es ist 


7 
rue ; 


arc sin 0 = arc cos -— —(, 


on 7 
Aarc SIN — = art COS — 


6 se 2’ 

FOR. ; zn 1, 
arcein  —=arcca 7 —, Y>, 
% % 1/5 
arcsin = Arc 008 , =, y3, 


Fa 7 
arc sın r =arccos0 —=1, 


arctg 0 —= 0; arctg — VB 1 
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T 
arctg , —1; arctg . —V3, 
T 
arctg ER: 


18. Inverse Funktionen der Hyperbelfunktionen. 
Aus = Siny folgt y=-arSine—=I(e-+ Ya’tı), 


er y=ar&ic=ilcH+ Ve’—-ı), 


„ 7ely „ yarlge—o.h 
Es ist 


x=(ojy „ 


arSin0=0; arSino= m, 
ar&oj1=0; arlofjoo=oo, 
arTg0o=(0; arfgoo=oo, 


ar Sintg Pte (+7) 


—=artgsing. 
Weiteres [—]. 
19. Eulersche Integrale. 
Betafunktion: 
[) 1 
ar ide ii 1 
nn frauen 
(2,4 J ara”, y day dy 
1 


p—-1 o—1 
” ee? 
& (A-+a)P*? 


Es ist 
B(p, q) = B(q,P), 
BEn- 1 B4.n), 


B(p, o-2+1 B(p+1,g). 


Wenn p und qg ganze Zahlen sind’ ist: 
1 
Bags tn, 
(MM) @+a3) 
P—1 
Gammafunktion: 
© 


= fe tar tan. 


0 


Eulersche Integrale. 


Es ist 
B 


(2, = 
Ip9= 


F(p)F(q) 
Kp+g' 


P-N)Tp—1. 


Für ganze positive Zahlen ist: 


Ferner ist: 


I(pM=- 


(p—1)! 


== 


d= 


Da 


Intl —p= ' 


d dr) 


dp 
1 


sin pr 


Iofo+y= 


© 


gP 


7 
gir-1 I(2p), 


- (ear tina, 
e 
() 


dIT(p) -/( 1 
dp : ‚ı 


x 


== 


=: 
)da 


x 


1 1 


en 


wo 


o- = 
I 
0 


Be da 
er? &% 


| — 0,5772... 
die Eulersche Konstante. 


no - [oe 
0 


_,_ A-1142)? 


I(i-+x) 


= Delo-»i( a) 


ITa+n)=-1- 


+4-0Op— 


(8, Dy yZ 


np 1+? 


—. 


. 455 DD _ 
ee 


) 
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14 Elliptische Funktionen. 


1 1 1 
seiten tert 
Stirlingsche Formel: 


Ta+m=}i2r -p+@+rHip 
B, 1 B, 1 
Fo Bar 
Diese Reihe ist halbkonvergent. 
Für p = 1,46163 erreicht T(p) das Minimum 0,8856 - - -. 
Gaußscher Fundamentalsatz: 


nr) rer herr") 


—_ np + Pr 
—=lpmn ° (2m) 
Das Integral 


[627 


P(p, o) zul Cl dx 
0 


heißt unvollständige Gammafunktion. 
Weiteres über Eulersche Integrale [—]. 


Integrallogaritbmus: 


23 


Li@)— | Zas=1 Z 
or 
oder mit x=!y: 
ay _ y , ı(dy, ı1UdW, 
Se-w+: satz tr 


20. Elliptische Integrale und Funktionen. 
Die elliptischen Integrale sind von der Form 


[re was, 


wo f eine rationale Funktion und R die Quadratwurzel aus einer 
Funktion 3. oder 4. Grades in 2. 
Jacobische Normalform des elliptischen Integrals 1. Gattung: 


J (2) = de en 
; vAa-e)(A— kr) 
0 . 


wo der Modul k<1 ist. 


=] 


oe’ 


Elliptische Funktionen. 


Es ist 


1 
dz 
=... BIN < 
m } ya-ad-e 
0 
1I\ PAREN- 
I(z)=K+iK, 


wo 1 

K' = nn, 
S Va-ey)(1—K3z3 
0 


wenn = Y1—k? der komplementäre Modul. 


J—-1)=3K, 
(- +) —-3K-tiK'. 
J(0) ist 0 oder 2K, je nach dem Vorzeichen der Wurzel; 
ebenso J(o0) #K oder 2KtiK. 
4K und 2iK’ sind die Periodizitätsmoduln des elliptischen 
Integrals. 
Legendresche Normalform: 


dp E14 
F = -—— en = K= r(7) ° 
w V1—k?sin?p 2 
0) 
Additionstheorem der elliptischen Integrale 1. Gattung: 
Ja) + J/@)=J(C), 


wo 
a UA) +,3YA—a)A—kzN. 


Mit 
z,=8ing,, %=sing,, (=siny, 
Ap=Yi1-—k?sin’p 
wird . . 
CO8 y = C08 9, 608 9, — Sing, Sing, Ay, 


COS p, = C08 9, C08y-+ sing, sinyAg,, 
COS, —=C08 9, C08y—+ sing, sinyAg,, 


"| die Formeln von La grange. 
Landensche Transformation. 


r Es ist 


dA (de | 
I ET | 
0 0 1— (=) sın“ @ 


16 Elliptische Funktionen. 


wo DER 
en Or enyrag, 
yı—k?sin?’p 
Mit 
1—K ’ = 
k,= I+r®' k,=yVi1—k!. 
1—k 
k, = irn’ er 
p, = arc sin - . Hai ug = 
" 1—k,’sin’p, 
wir 


K=-Z(+k)ditk)..., 


Fg= zz gm 
wenn man die Berechnung bei der r-ten Transformation abbricht. 


21. Elliptische Funktionen entstehen durch Umkehrung 
der elliptischen Integrale. 
Aus w=J(z) folgt: 
z=sinamw—=sinam (w+ 4mK-+2niK'). 
K und 2iK’ sind die Perioden der doppeltperiodischen 


Funktion Sinusamplitude. 
Hierzu kommt die Cosinusamplitude: 


cos am w = Y1 — sin? am w 
und die Deltaamplitude: 
Aamw=yi1-—.k?’sin’amw. 
Additionstheorem der elliptischen Funktionen: 
sin am (w, + w,) 
sin am w, cos am w, Aam w, 4 sinam w, csamw, Aamw, 
1— k’sin’am w, sin?am w, 
cos am (w, + w,) 
cos am w, cosam w, — sinam w, sinamw, Aamw, Aamı, 
1 — k? sin? am w, sin? am w, 
Aam (w, + w,) 
_Aamw, Aamw, — k’sinamw, sinamw, cos am w, cogamw, 
1— k?sin’amw, sin?am w, 


32. Thetafunktionen: 


oo ri 

(n?iK’+nw)-— 

9) = > (—1D”e = 
-o 


I 


, 


Elliptische Funktionen. 


En) IN? ı ni 
v (1) — 5 > ee) iK'+(ı + .)") K 
_o© 


oo 12, 1 ni 
> (+ ++) 
(u) = Inne i 


—-o® 


I 


= miK'+ nu) 
d,(w) = >» e . 


0% 


Ihre Nullstellen sind bzw.: 
2rK+(2s+1):K’; 2rK+2siK'; 


@rtYDK+2siK; Ort) K+2c+NiK. 


Mit 
_AK' 
q=—e er y 
= N=1—2Qq— ra —a"+-.), 
=, 0-2 tt ++), 
9%, NVEl+2tatt+lPtal”+ 
wird 
s _9 9, (W) 
sınamw = 8, 5, (e) , 
‚_ Po Pl) 
cos am v = 5, 3)" 
BAND 
An I, (6) 
Mit 
1 
' 9% == I +ög"— +.) 
wird e 
9%, = SEK do Pads ’ 9,9, = VD; ; 
+, 
DV, I ‚ 
a a 
Zetafunktion: 
nn __ d9,(w) 
Zu dw 


28. Sigmafunktion: 


1 2 


x ss F- an 
2 Fan 
w=6(2)=2 [| ff (1 = 5) e” - ) 
-0 —-® 


[Kl 


718 Elliptische Funktionen. 


wo 
2=2mo + 2m’o”. 


(m und m’ nicht gleichzeitig Null) 


Es ist 
TEN 
6(2)—ze 4 840 
wo 
1 1 
9, — 60 >’ g, = 140 Se 
_ dio@) 1 I Sı, 1, 2 1_ 
an I rarr.t) 
ee 1 
p(2)=: 142 >: (8 9% - 5) 
= tat ante 
2? 720” 28 °° 
[e) ee) 1 
P@=— 2 In m on 
- 99 —-% 


p(z) und 9°(z2) sind doppelperiodische Funktionen. 
Es ist p(z) die Surenung des Integrals: 


2 = 
Sr 9% 


die Weierstraßsche Normaler des elliptischen Integrals. 


24. Jedes elliptische Integral kann auf die 3 Normalformen 
zurückgeführt werden: 


> dz 
J@)= I--——- ._ oo 1. Gattung, 
(2) Deren 1. Gattung 
0 


: 2° 
E, (2) = 22 2. Gattung, 


J Va) iz 2°) 


TI(e) — A er 3. Gattung. 
(2? — @?) ad) ya- — 2)1— (K3z?) 


E,(2) wird für z= 00 algebraisch unendlich von der 1. Ord- 


Elliptische Funktionen. 19 


nung. Legendre' Normalform des Integrals zweiter Gattung mit 
z=8ing: 


B | 
E, = [Vi=R' sing da. 
0 


Vollständiges Integral 2 Gattung: 


rt 
2 
Fe f Vi-ksin’pdg. 


25. Elliptische Transzendente zweiter Gattung mit 


z=sinamw: 
w 


E(w) = | sin’am wdw 
0 

Fin. EPEREN 1 dw) 

_K 9, (w) 


Additionstheorem der ell. Mranssssndenke 2. Gattung: 
E(w +w,)=E(w,)+ E(w,)+ sin am w, sin am w, sin am (w, 4 w,). 
Legendresche Normalform des ell. Integrals 3. Gattung mit 


z=sing: 
d 
I, @)= — 
(1+nsin’p)y1 —k’sin?’y 
0 


26. Elliptische Transszendente dritter Gattung mit 
= sin amw: 


w 


Piwa) ksinamacosamadJamasin’amwdw 
— 1— k’sin’amasin?’am w 


0 
BO En LE) 
ROBBE CHE 


P(w, a) = P(a, et k’akE(w), 
8. P(w, a) -(&@ 9° (a) ”) 


da 9%.) Ha) ©, 


+ 3 k’(E(a+ w) — Eia — w)), 


a heißt Parameter. 
Weiteres über elliptische Integrale und Funktionen [—]. 
27. Abelsche Integrale sind Integrale /re w)dz, wo f eine 


rationale Funktion ist und zwischen w und 2 eine algebraische Glei- 
chung F'(z,w) = 0 besteht. 


80 Prinzipien der Geometrie. 


Die Umkehrung der Abelschen Integrale sind die Abelschen 
Funktionen. 

Näheres [— ]. 

28. Automorphe Funktionen sind Funktionen, für welche es 
Zahlen «, ß, y, ö gibt, derart, daß 


rl) 


Näheres [—]. 


Elementargeometrie. 


1. Prinzipien der Geometrie. Der Punkt bat keine Aus- 
dehnung. 

Eine Linie entsteht durch Bewegung eines Punktes. 

Eine Fläche entsteht durch Bewegung einer Linie. 

Ein Körper entsteht durch Bewegung einer Fläche. 

Die Gerade ist die kürzeste Linie zwischen zwei Punkten; 
jede Linie, die keine Gerade ist, heißt krumm (Kurve). 

Die Strecke ist ein von zwei Punkten begrenzter Teil einer 
Geraden: ihre Länge heißt Abstand der Punkte. 

Der Halbierungspunkt einer Strecke heißt Mittelpunkt der- 
selben. 

Die Ebene ist eine Fläche, die jede Gerade, die zwei ihrer 
Punkte verbindet, ganz enthält. 

Eine Kurve heißt eben, wenn sie ganz in einer Ebene ent- 
halten ist, andernfalls Raumkurve. 

2. Der Winkel ist der Richtungsunterschied zweier Geraden; 
die (seraden seine Schenkel, der Schnittpunkt derselben Spitze 
des Winkels. 

Der Winkel heißt voll (360°), wenn die Schenkel zusammen- 
fallen, flach (180°, wenn die Schenkel auf beiden Seiten der 
Spitze eine (serade bilden. 

Ein Winkel heißt konkav (konvex), wenn er kleiner (größer) 
als ein flacher ist. 

Ein rechter Winkel (90°) ist die Hälfte eines flachen. Eine 
Gerade, die mit einer andern einen rechten Winkel bildet, heißt 
ein Lot auf derselben. 

Mittenlot einer Strecke ist das Lot im Mittelpunkt desselben. 

Ein Winkel, der kein rechter ist, heißt schief, und zwar 
ein konkaver schiefer Winkel spitz (stumpf), wenn er kleiner 
(größer) als ein Rechter ist. 

Der rechte Winkel wird in 90 Grade (°) eingeteilt; der Grad 
in 60 Bogenminuten (‘), die Bogenminute in 60 Bogensekunden (”). 

Komplement heißt die Ergänzung eines Winkels zu einem 
Rechten, Supplement diejenige zu einem flachen Winkel. 

Die Winkel, welche die Schenkel eines flachen Winkels mit 


Prinzipien der Geometrie. 81 


einer durch die Spitze gehenden, zu ihnen schiefen Geraden bilden, 
heißen Nebenwinkel; einer ist das Supplement des andern. 

Der Scheitelwinkel, d. h. der Winkel, der über die Spitze 
hinaus verlängerten Schenkel, ist gleich dem gegebenen Winkel. 

3. Archimedisches Postulat. Sind zwei Strecken ge- 
geben, so gibt es immer ein Vielfaches der kleineren, das größer 
= die größere ist; es läßt sich daher jeder Strecke eine Zahl zu- 
ordnen. 

Stetigkeitspostulat: Jeder Zahl läßt sich auch eine Strecke 
zuordnen. 

Parallelenpostulat: Nennt man parallel zwei Geraden, 
welche mit einer sie schneidenden Geraden gleiche Winkel bilden, 
so ist die Entfernung aller Punkte der einen von der andern kon- 
stant (Abstand der Parallelen); durch einen Punkt geht nur eine 
Parallele zu einer Geraden; die Winkelsumme im Dreieck beträgt 
zwei Rechte. 

Im Gegensatz zur gewöhnlichen (Euklidischen) Geometrie 
heißt nichteuklidisch eine Geometrie, in welcher das Parallelen- 
postulat nicht gilt. 

4. In der hyperbolischen (Lobatschewskyschen) Geo- 
metrie ist zwar die Gerade unendlich lang, aber nicht geschlossen ; 
die Summe der Dreieckswinkel ist kleiner als zwei Rechte; von 
einem Punkt können zwei Parallele zu einer Geraden gezogen 
werden; die Gerade hat zwei unendlich ferne Punkte. Parallele 
Gerade schneiden sich nicht. 

Ein Orizyklus ist eine Kurve, die von jeder Geraden in 
zwei Punkten geschnitten wird, in welchen die Tangenten gleiche 
Winkel mit der Geraden bilden, bei welcher die beiden von einem 
Punkt an die Kurve gehenden Tangenten gleich lang sind und 
deren Normalen sämtlich parallel sind. 

Eine Kurve gleichen Abstands, d. h. der Ort der Punkte 
gleichen Abstands von einer festen Geraden ist ein Orizyklus, 
dessen Normalen auf der Geraden senkrecht stehen. 

Die hyperbolische Geometrie kann auf der Pseudosphäre 
(Drehfläche der Traktrix) verwirklicht werden, wobei die geo- 
dätischen Linien derselben die Stelle der Geraden vertreten. 
‚.&. In der elliptischen (Klein-Riemannschen) Geometrie 
ist die Gerade endlich und geschlossen; die Summe der Dreiecks- 
winkel ist größer als zwei Rechte; von einem Punkt kann keine 
Parallele zu einer Geraden gezogen werden; die Gerade hat keinen 
unendlich fernen Punkt. 

‚ Zwei Gerade, die sich in einem Punkt schneiden, treffen sich 
Im Abstand 24” (auf jeder gemessen) wieder, wo 4 eine Konstante. 

Bei der einfach-elliptischen Riemannschen Geometrie 
erreicht man auf einer Geraden fortschreitend im Abstand A den 
Ausgang wieder; zwei Gerade schneiden sich in einem Punkt; 
durch zwei Punkte geht eine Gerade. Die Ebene wird durch eine 
Gerade nicht in zwei Teile geteilt. Die einfach-elliptische Geo- 
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metrie kann auf einer einseitigen, konstant positiv gekrümmten 
Fläche verwirklicht werden (siehe 7). 

Bei der doppelt-elliptischen (Kleinschen) (seometrie er- 
reicht man auf einer Geraden im Abstand 24x den Ausgangs- 
punkt wieder. Zwei Geraden schneiden sich in zwei Punkten. 
Es gibt Punktepaare, durch die unendlich viele Geraden gehen. 
Die Ebene wird durch eine Gerade oder sonst eine geschlossene 
Linie in zwei Teile zerlegt. Jeder Kreis hat zwei Mittelpunkte. 
Die doppelt-elliptische Geometrie kann auf einer zweiseitigen kon- 
stant positiv gekrümmten Fläche, z. B. auf der Kugel verwirklicht 
werden. 

Weiteres über Prinzipien der (seometrie [—]. 

6. Mehrdimensionale Geometrie [—. 


Topologie. 


7. Die Topologie (Analysis situs) ist die Lehre von den 
(resetzen des Zusammenhangs, der gegenseitigen Lage und der Auf- 
einanderfolge von Punkten, Linien, Flächen und Körpern, kurz, 
von den durch alle stetigen Raumtransformationen unzerstörbaren 
Eigenschaften der geometrischen Raumgebilde. 

Eine Fläche ist offen oder geschlossen, je nachdem sie 
Ränder besitzt oder nicht. 

Ein Flächenstück hat zwei Seiten, welche den Richtungen 
der Flächennormale entsprechen. 

Zwei Punkte, welche je einer der beiden Seiten eines Flächen- 
stücks angehörig zur selben Normalen gehören, heißen konjugiert. 

Eine Fläche heißt einseitig, wenn man von einem ihrer 
Punkte ausgehend und auf ihr stetig fortschreitend ohne die 
Ränder zu überschreiten zu dem zum Ausgangspunkt konjugierten 
Punkt gelangen kann, zweiseitig, wenn dies nicht möglich ist. 

Ein Schnitt einer Fläche ist entweder geschlossen (in sich 
zurücklaufend) oder offen und in letzterem Fall von der 1. (2.) Art, 
wenn seine Endpunkte Punkte desselben Randes (verschiedener 
Ränder) sind. 

Ein offener Schnitt 1. Art vermehrt die Zahl der Ränder einer 
zweiseitigen Fläche um 1; er heißt von der 1. (2.) Klasse, je nach- 
dem er die Ränder einer einseitigen Fläche um 1 (0) vermehrt. 

8. Eine Fläche ist einfach zusammenhängend, wenn sie 
endlich, offen und nur von einem Rand begrenzt ist, und wenn 
jeder geschlossene oder offene Schnitt dieselbe zerstückt; eine 
solche Fläche ist zweiseitig. 

Hat eine zweiseitige Fläche » Ränder, so nennt man Ge- 
schlecht p derselben die Zahl geschlossener Schnitte oder offener 
Schnitte 1. Art, die ohne Zerstückung ausgeführt werden können, 

Grundzahl der Fläche heißt die Zahl X =2p + w. 

Zusammenhang einer Fläche heißt die Zahl X-+2(K), je 
nachdem die Fläche geschlossen (offen) ist. 
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Ein Polyeder heißt ein Eulersches, wenn zwischen der 
Zahl seiner Ecken E, Kanten K und Flächen F' die Beziehung 


besteht: 
E+F=K-+2. 
Weiteres über Topologie [—|]. 


Planimetrie. 


9. Die Planimetrie ist die Lehre von den ebenen Figuren. 

Dreieck. 

Ein Dreieck hat 3 Ecken, 3 Seiten und 3 Winkel. 

Ein Außenwinkel, d. h. der Winkel einer Seite mit der 
Verlängerung einer andern, ist gleich der Summe der nicht an- 
stoßenden Dreieckswinkel. 

Ein Dreieck heißt rechtwinklig, wenn ein Winkel ein 
rechter ist. Die diesem gegenüberliegende Seite heißt Hypo- 
tenuse, die beiden anliegenden Katheten. 

Ein Dreieck heißt gleichschenklig, wenn zwei Seiten 
(Schenkel) und daher auch ihre Gegenwinkel (Basiswinkel) ein- 
Es gleich sind; die dritte Seite heißt Basis, die Gegenecke 

pitze. 

Ein Dreieck heißt gleichseitig, wenn alle Seiten und daher 
auch alle Winkel einander gleich sind. 


10. Zwei Figuren heißen kongruent, wenn sie zur Deckung 
gebracht werden können; zerlegungsgleich, wenn jede in Teile 
zerlegt werden kann, die einzeln verglichen kongruent sind; in- 
haltsgleich (äquivalent), wenn sie gleichen Flächeninhalt haben. 

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn entweder zwei Seiten 
und der eingeschlossene Winkel oder eine Seite und zwei über- 
einstimmend liegende Winkel oder die drei Seiten, oder zwei 
Seiten und der Gegenwinkel der größeren in beiden einzeln ver- 
glichen einander gleich sind. 

11. Eine Transversale ist eine Gerade, die ein Dreieck 
schneidet; sie heißt Ecktransversale, wenn sie durch eine 
Ecke geht. | 

Höhen sind Lote von den Ecken auf die drei Gegenseiten; 
sie schneiden sich im Orthozentrum AH. 

Schwerlinien verbinden die Ecken mit den Mitten der 
Gegenseiten, sie schneiden sich im Schwerpunkt S und werden 
durch ihn im Verhältnis 2:1 geteilt. 

Medianen sind die Halbierungslinien der Dreieckswinkel; 
sie schneiden sich im Mittelpunkt M des Kreises, der die Drei- 
eckseiten berührt (Inkreis). 

Die Mediane teilt die Gegenseite im Verhältnis der anstoßen- 
den Seiten. 

Die Halbierungslinie eines Dreieckswinkels schneidet die 
Halbierungslinien der nichtanliegenden Außenwinkel im Mittel- 
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punkt eines Kreises, der die Gegenseite und die Verlängerungen 
der zwei andern Seiten berührt (Ankreis). 

Die Mittenlote der Dreiecksseiten schneiden sich im Mittel- 
punkt O des Kreises durch die Ecken (Umkreis). 

Die Verbindungslinien der Ecken mit den Berührungspunkten 
der Ankreise schneiden sich im fünften merkwürdigen Punkt 
0 des Dreiecks. 

Die Punkte MOH® bilden ein Trapez; $ ist der Schnitt- 
punkt der Diagonalen desselben. Der Mittelpunkt N der Diagonale 
OH ist Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises, der durch 
die Seitenmitten, die Fußpunkte der Höhen und durch die Mittel- 
punkte der Höhenabschnitte von den Ecken bis zum Orthozentrum 
geht und den Inkreis und die Ankreise berührt. 

Der Mittelpunkt der Diagonale M@Q des Trapezes ist der 
Mittelpunkt des Inkreises des Dreiecks der Seitenmitten. 

12. Werden die Schenkel eines Winkels von zwei Parallelen 
geschnitten, so sind von der Spitze aus gerechnet die Abschnitte 
des einen Schenkels zu denen des andern und zu den Abschnitten 
der Parallelen zwischen den Schenkeln proportional. 

Zwei Dreiecke heißen ähnlich, wenn sie gleiche Winkel haben. 

Projektion einer Strecke auf eine Gerade heißt der Ab- 
stand der Fußpurkte der von ihren Endpunkten auf die Gerade 
gefällten Lote. 

Satz des Pythagoras. 

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat über der Hypo- 
tenuse gleich der Summe der Quadrate über den Katheten, das 
Quadrat einer Kathete gleich dem Kechteck aus der Hypotenuse 
und der Projektion der Kathete auf die Hypotenuse, das Quadrat 
der Höhe gleich dem Rechteck aus den Projektionen der Katheten 
auf die Hypotenuse. 

13. Satz des Ceva. 

Gehen drei Ecktransversalen eines Dreiecks durch einen Punkt, 
so sind die Produkte je dreier nicht anstoßender Seitenabschnitte 
einander gleich. 

Satz von Menelaus. 

Schneidet eine Transversale die drei Seiten eines Dreiecks 
oder ihre Verlängerungen, so sind die Produkte aus je drei nicht- 
anstoßenden Abschnitten der Seiten einander gleich. 

Der Inhalt des Dreiecks ist das halbe Produkt aus einer 
Seite und der zugehörigen Höhe, der des rechtwinkligen Dreiecks 
das halbe Produkt aus den Katheten. 


14. Neuere Dreiecksgeometrie [—]. 


Viereck. 
15. Das Viereck hat vier Ecken, vier Seiten und zwei Dia- 
gonalen (Verbindungslinien von Gegenecken). Die Winkelsumme 
ist gleich vier Rechten 
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Kreisviereck ist ein Viereck, dessen Ecken auf einem Kreis 
liegen; die Summe zweier Gegenwinkel ist gleich zwei Rechten. 

Satz des Ptolemaeus. 

Im Kreisviereck ist das Produkt der Diagonalen gleich der 
Summe der Produkte der Paare von üegenseiten. 

Tangentenviereck ist ein Viereck, dessen Seiten einen 
Kreis berühren; die Summe der Paare von Gegenseiten ist gleich. 

16. Parallelogramm heißt ein Viereck mit zwei Paaren 
paralleler Gegenseiten; je zwei Gegenseiten und je zwei Gegen- 
winkel sind gleich; die Diagonalen halbieren sich gegenseitig. 
Höhe des Parallelogramms ist der Abstand zweier Gegenseiten. 
Der Inhalt des Parallelogramms ist das Produkt einer Seite und 
der dazu senkrechten Höhe. 

Rhombus ist ein gleichseitiges Parallelogramm; seine Diago- 
nalen stehen aufeinander senkrecht. 

Rechteck ist ein rechtwinkliges Parallelogramm; seine 
Diagonalen sind einander gleich; sein Inhalt ist gleich dem Pro- 
dukt zweier anstoßender Seiten. 

Quadrat ist ein rechtwinklig gleichseitiges Parallelogramm ; 
sein Inhalt ist gleich dem Quadrat der Seite. 

17. Trapez ist ein Viereck mit einem Paar paralleler Seiten; 
seine Mittellinie ist die Verbindungslinie der Mitten der nicht 
parallelen Seiten; sie ist gleich dem arithmetischen Mittel aus den 
Parallelseiten. Die Höhe ist der Abstand der Parallelseiten, der 
Inhalt ist Produkt aus Mittellinie und Höhe. 

Gleichschenklig heißt ein Trapez, wenn die nicht-paral- 
lelen Seiten gleich sind; dieselben bilden mit den Parallelseiten 
gleiche Winkel; die Diagonalen sind gleich. 

Deltoid ist ein Viereck mit zwei Paaren von gleichen an- 
stoßenden Seiten. Die Diagonalen stehen auf einander senkrecht; 
eine derselben halbiert die andere. 


18. Doppelverhältnis. 
Sind ABCD vier Punkte einer Geraden, so heißt: 
AC BC 
AD BD 
das Doppelverhältnis. Dasselbe ändert sich nicht, wenn man die 
4 Punkte in den Reihenfolgen BADC, CDAB, DCBA nimmt. 
AB und CD sind zusammengehörige Punktepaare. 

Ist das Doppelverhältnis «&, wo @ +«-+1=0 (also « eine 
komplexe dritte Einheitswurzel), so heißt das Doppelverhältnis 
äquianharmonisch, ist es — 1, harmonisch, wobei AB durch 
CD getrennt werden. 

Zwei Ecken eines Dreiecks werden durch die Fußpunkte der 
von der dritten Ecke ausgehenden Halbierungslinien des Dreiecks- 
winkels und des Außenwinkels harmoniseh getrennt. 

Liegen ABC auf einer Geraden, so daß 


AB:AC=AC:BC, 
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so heißt die Strecke AB in C nach dem goldenen Schnitt 
stetig geteilt. 

Vollständiges Viereck (Vierseit) heißt eine aus 4 Punkten 
(Geraden) und ihren 6 Verbindungslinien (Schnittpunkten) be- 
stehende Figur, zwei dieser Verbindungslinien (Schnittpunkte) 
liegen zu den Schnittpunkten (Verbindungslinien) der Paare der 
andern harmonisch. 


19. Polygone. 

Ein Polygon oder n-Eck hat n Eckpunkte; jeder Eckpunkt 
ist mit zwei andern durch im ganzen n Seiten verbunden. Die 
Verbindungslinie zweier Punkte, die nicht zu einer Seite gehören, 
heißt Diagonale; es gibt 4n(n — 3) Diagonalen. 

Das Polygon heißt einfach, wenn keine Paare von Seiten 
sich schneiden; andernfalls verschränkt. 

Im einfachen Polygon ist die Winkelsumme 2(n — 2) Rechte 

Ein Polygon heißt regulär, wenn alle Seiten und alle Winkel 
gleich sind. Um und in dasselbe läßt sich je ein Kreis be- 
schreiben. 

Ein reguläres 2”(2” +1)-Eck läßt sich mit Zirkel und Lineal 
konstruieren, wenn 2” +1 eine Primzahl ist. 

Ist R der Radius des Kreises, !, L die Seiten, s, S die Flächen 
des ein- und umgeschriebenen n-Ecks, so ist 


2IR Ss niR® 


N Ser 
—- IyaR'—t, I= en 
„V‘ yir®—ı2' VıR— 


Für das 4-Eck I=RY2, 
6-Eck!=R, 


10-Eck = z (V5—ı), 


15-Eck 1= 2 (Vı0+ 2y5— Vis + V5) 


Kreis. 


20. Der Kreis ist der Ort eines Punktes, der von einem ge- 
gebenen Punkt (Mittelpunkt, Zentrum) konstanten Abstand 
(Radius, Halbmesser) hat. 

Die Sehne ist die Verbindungslinie zweier Kreispunkte. 

Durchmesser beißt eine Sehne durch den Mittelpunkt; sie 
teilt den Kreis in zwei Halbkreise; ihre Länge ist gleich dem 
doppelten Radius. 

Ein Stück des Kreises heißt Bogen, ein Teil der Kreisfläche 
zwischen Bogen und Sehne Segment, der Flächenteil zwischen 
Bogen und zwei Radien Sektor, der Winkel dieser Radien 
Zentriwinkel. 
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Die zu den Zentriwinkeln von 90°, 60°, 45° gehörigen Sek- 
toren heißen resp. Quadrant, Sextant, Oktant. 

Sekante ist eine den Kreis schneidende Gerade; Zentrale 
eine Gerade durch den Mittelpunkt. 

Peripheriewinkel ist der Winkel zwischen zwei Sehnen 
durch denselben Kreispunkt (Spitze); er ist halb so groß als der 
zugehörige Zentriwinkel. 

Satz des Thales. 

Der Peripheriewinkel im Halbkreis ist ein Rechter. 

Das Lot im Endpunkte eines Radius heißt Tangente; es hat 
mit dem Kreis nur einen Punkt (oder eigentlich zwei zusammen- 
fallende Punkte) gemein; dieser heißt ihr Berührungspunkt. 

Die Länge der zwei Tangenten von einem Punkt an einen 
Kreis ist gleich; die Zentrale des Punktes halbiert ihren Winkel. 

Der Tangentensehnenwinkel ist der Winkel zwischen 
Tangente und einer Sehne durch den Berührungspunkt; er ist 
gleich dem Peripheriewinkel im andern Segment. 

Der Berührungspunkt zweier Kreise liegt auf der gemein- 
samen Zentralen derselben. 

Von den vier gemeinsamen Tangenten heißen innere 
'äußere) diejenigen zwei, welche die Kreise trennen (nicht trennen). 

Die Abschnitte der beiden äußern Tangenten zwischen den 
Berührungspunkten sind untereinander gleich und gleich den Ab- 
schnitten der inneren zwischen den äußeren. 

Die äußeren (inneren) gemeinsamen Tangenten schneiden sich 
im äußeren (inneren) Ahnlichkeitspunkt; diese liegen auf der 
gemeinsamen Zentralen harmonisch zu den Mittelpunkten. 

Schneiden sich zwei Sehnen AB und A’B’ eines Kreises in 


C, so ist 
AC:BC=AC-B’C. 


Wird eine Tangente von einer Sekante geschnitten, so ist der 
Abschnitt der Tangente mittlere Proportionale zu den vom Schnitt- 
punkt aus gemessenen Abschnitten der Sekante. 

21. Der Inhalt des Kreises ist r?x, wo r der Radius, rn die 
Ludolfsche Zahl 3,1415926 - - -. 

Der Inhalt des Sektors vom Zentriwinkel « ist 


, & 
360 

Die Länge des Kreises ist 2r x. 

Ein Polygon heißt Sehnenpolygon, wenn alle Ecken auf 
einem Kreis liegen; Tangentenpolygon, wenn alle Seiten einen 
Kreis berühren. 

Satz des Pascal. 

Die drei Schnittpunkte der Paare von Gegenseiten eines 
Sehnensechsecks liegen auf einer Geraden. 

Satz des Brianchon. 
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Die Verbindungslinien der drei Paare von Gegenecken in 
einem Tangentensechseck gehen durch einen Punkt. 

Satz des Apollonius. 

Der Ort der Punkte, die von zwei gegebenen konstantes Ab- 
standsverhältnis haben, ist der Kreis über den beiden Punkten, 
welche die gegebene Strecke innerlich und äußerlich in dem be- 
treffenden Verhältnis teilen. 

22. Die Verbindungslinie der Endpunkte paralleler Radien in 
zwei Kreisen gehen durch den innern (äußern) Ahnlichkeitspunkt, 
wenn die Radien entgegengesetzt (gleich) gerichtet sind. 

Satz des Monge. 

Die äußern Ahnlichkeitspunkte, welche drei Kreise paarweise 
bestimmen, liegen auf einer Geraden; ‚ebenso je zwei innere und 
ein äußerer; die vier Geraden heißen Ahnlichkeitsachsen. 

Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis ist das Recht- 
eck aus den beiden Abschnitten einer durch den Punkt gelegten 
Sekante, oder auch das Quadrat der von dem Punkt an den Kreis 
gezogenen Tangente. 

hordale (Radikalachse) heißt eine Gerade, deren Punkte 
gleiche Potenz in bezug auf zwei Kreise haben; sie ist die gemein- 
same Sehne derselben. 

Chordalpunkt heißt der Schnittpunkt der drei Chordalen, 
die je zu zwei von drei Kreisen gehören. 

Es gibt acht Kreise, die drei gegebene Kreise berühren. 

Polare eines Punktes (Pol) in bezug auf einen Kreis ist der 
Ort der auf allen Sekanten durch den Punkt zu diesem in bezug 
auf die Schnittpunkte mit dem Kreis harmonischen Punkte; sie 
ist die Berührungssehne des Punktes, d. h. die Verbindungs- 
linie der Berührungspunkte der von dem Punkt an den Kreis ge- 
zogenen Tangenten. 

Die Berührungssehne der Punkte einer Geraden gehen durch 
den Pol derselben. 

Delisches Problem, Winkelteilung und Quadratur 
des Kreises [—.]. 


Stereometrie. 


23. Die Stereometrie ist die Lehre von den körperlichen 
Figuren im Raum. 

Eine Gerade steht senkrecht auf einer Ebene, wenn sie auf 
zwei und daher auf allen Geraden der Ebene durch ihren Schnitt- 
punkt mit derselben senkrecht steht; jede Ebene durch die ge- 
gebene Gerade steht auf der Ebene senkrecht. 

Eine Gerade ist zu einer Ebene parallel, wenn sie parallel 
ist mit einer Geraden der Ebene. 

Eine Ebene schneidet zwei parallele Ebenen in zwei parallelen 
Geraden. 

Zwei Gerade heißen windschief, wenn sie eich nicht 
schneiden. 
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Der Abstand eines Punktes von einer Ebene ist sein Ab- 
stand von dem Fußpunkt des von ihm auf die Ebene gefällten 
Lotes. 

Der Winkel zweier Ebenen ist der Winkel zweier Geraden, 
die in je einer der Ebenen liegen und auf ihrer Schnittlinie senk- 
recht stehen. 

Der Winkel einer Geraden und einer Ebene ist der Winkel 
der (reraden mit der Schnittlinie der Ebene und einer senkrecht 
zu ihr durch die Gerade gelegten Ebene. 

Der Winkel zweier windschiefen Geraden ist der Winkel, den 
eine mit einer Parallelen durch einen ihrer Punkte zur andern 
bildet. 

Zwischen zwei windschiefen Geraden gibt es eine Strecke, 
welche der kürzeste Abstand zwischen den Geraden ist und senk- 
recht auf beiden Geraden steht. 

Zwei Ebenen durch eine Gerade (Kante) bilden einen Keil. 

Drei Ebenen durch einen Punkt (Spitze) bilden ein Drei- 
kant; die Schnittlinien derselben sind dessen Kanten. 

Beliebig viele Ebenen durch einen Punkt bilden ein Vielkant. 


24. Vier Ebenen im Raum bilden ein Tetraeder; beliebig 
viele ein Polyeder (n-Flächner). 

Das Polyeder ist begrenzt von ebenen Flächen, deren Schnitt- 
linien (Kanten) und Schnittpunkten (Ecken). 

Ein Prisma ist ein Polyeder, dessen Flächen aus zwei kon- 
gruenten, parallel liegenden Vielecken (krundflächen) und aus 
Parallelogrammen (Seitenflächen) bestehen. 

Die Entfernung der parallel liegenden Ebenen der Grund- 
flächen heißt Höhe. 

a oe Inhalt des Prismas ist das Produkt aus Grundfläche und 
öhe. 

Sind die Ebenen der Seitenflächen auf den Grundflächen senk- 
recht, so heißt das Prisma senkrecht. 

Ein senkrechtes Prisma ist regulär, wenn die Grundflächen 
reguläre Polygone sind. 

Ein Prisma heißt Parallelepiped, wenn die Grundflächen 
Parallelogramme sind; es heißt Quader, wenn es senkrecht ist 
und die Grundflächen Rechtecke sind. 

Der Inhalt des Quaders ist das Produkt aus den 3 Seiten. 

Eine Pyramide ist ein Polyeder, das durch Verbindung der 
Ecken und Seiten eines Polygons (Grundfläche) mit einem Punkt 
außerhalb seiner Ebene (Spitze) entsteht. 

z Mei Inhalt der Pyramide ist 4 Produkt aus Grundfläche und 
Öhe. 

Eine dreiseitige Pyramide heißt Tetraeder. 

Ein Pyramidenrumpf entsteht aus einer Pyramide, indem 
die Spitze durch eine zur Grundfläche parallele Ebene abgeschnitten 
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wird. Sind @ und @, die Grundflächen, A die Höhe, so ist der 
Inhalt 


(G+VEG, +6) 


Ein Prismatoid ist begrenzt von zwei beliebigen, in paral- 
lelen Ebenen vom Abstand Ah liegenden Vielecken P und P, und von 
Dreiecken, deren jedes mit einem Vieleck eine Seite, mit dem 
andern eine Ecke gemein hat. Ist P, der Schnitt parallel und 
in gleichem Abstand zu den Grundflächen, so ist der Inhalt 


(P+P,+4B,. 


25. Ein Polyeder heißt regulär, wenn seine Flächen kon- 
gruente reguläre Vielecke, seine Kanten kongruente Keile und 
seine Ecken kongruente reguläre Vielkante sind 

Bei allen regulären Polyedern kann je eine Kugel durch die 
Ecken, berührend durch die Kantenmitten und berührend durch 
die Flächenmitten gelegt werden. 

Die regulären Polyeder sind (2 Kante, R r und o Radien der 
um- und einbeschriebenen und der kantenberührenden Kugel, 8 
Fläche, V Volum): 

Tetraeder mit 4 dreieckigen Flächen, 6 Kanten und 4 drei- 
kantigen Ecken: 


R=, vol; = ,,V8l; 0= va; S=y31?; 
1 7513 
V-,; v2. 
Würfel (Hexaeder) mit 6 quadratischen Flächen, 12 Kanten 
und 8 dreikantigen Ecken: 
1 


1 1 
— _ —_ < . — 9 . ne ,® — B25 — 13 
=, VB; =,.le „Vet; S=6l;, V=1%8. 


Oktaeder mit 8 dreieckigen Flächen, 12 Kanten und 6 vier- 
kantigen Ecken: 


R=-Iyal; r ,Völ; e= 1; S=2YBr; V-, Yin. 


Dodekaeder mit 12 fünfeckigen Flächen, 30 Kanten und 
20 dreikantigen Ecken: 


R-ZV3(1+ VO; 7=,,Violzs+uyoll; 
= , + VO; S=3V5(5+2yh)Pr; 


= 2 (15 +7 y5)?. 
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Ikosaeder mit 20 dreieckigen Flächen, 30 Kanten und 12 fünf- 
kantigen Ecken: 


R=, Vio+2Yil; r= VB + WB; e- ZU+ VD; 


s-5yir, Ve ,(8+Yö)P. 


26. Durch Drehung eines Rechtecks um eine Seite (Achse) 
entsteht ein Kreiszylinder: die Gegenseite beschreibt den 
Mantel des Zylinders, die beiden anderen Seiten die gleichen 
(rundkreise. Jede Lage der Gegenseite ist eine Erzeugende 
(Mantellinie) des Zylinders. 

Ist r der Grundkreisradius, A die Höhe des Zylinders, so ist 
der Inhalt r’zh, die Mantelfläche 2rxh. 


27. Durch Drehung eines rechtwinkligen Dreiecks um eine 
Kathete (Achse) entsteht ein Drehungskegel. Die andere 
Kathete beschreibt dabei den Grundkreis, die Hypotenuse den 
Mantel des Kegels; jede Lage der letzteren ist eine Erzeugende 
(Mantellinie). 

Der Winkel der Achse und Hypotenuse ist der erzeugende 
Winkel, seine Spitze die Spitze des Kegels 

Die Länge der Achse ist die Höhe des Kegels. 

Ist r der Grundkreisradius, A die Höhe, s die Mantellinie, so 
ist ®—=r?+.h?, ferner der Inhalt 4 r’rh, der Mantel rs. 

Kegelrumpf heißt der Teil des Kegels zwischen Grundkreis 
und einer parallel zu diesem im Abstand A, (Höhe) gelegten Ebene, 
welche den oberen Grundkreis enthält. 

Ist ss das dem Kegelrumpf angehörige Stück der Mantellinie, 
r, der obere Grundkreisradius, p das Mittenlot der Mantellinie 
bis zur Achse, so ist der Inhalt des Kegelrumpfes 


rn +nd 
der Mantel (r+r)as, =2pah,. 


28. Durch Drehung eines Halbkreises um den Durchmesser 
entstebt eine Kugel. 

Eine Gerade durch den Mittelpunkt derselben heißt Durch- 
messer. 

Jede Ebene schneidet die Kugel in einem Kreis. Die Kugel- 
kreise, deren Ebene durch den Mittelpunkt geht, heißen Groß- 
kreise. Die Pole eines Großkreises sind die Endpunkte des auf 
seiner Ebene senkrechten Durchmessers. 

Ist R der Radius der Kugel, so ist der Inhalt 4 R’=, die 
Oberfläche 4 R?x. 

Kugelzone heißt der Teil der Kugel zwischen zwei paral- 
lelen Ebenen. 

Haben diese vom Mittelpunkt die Abstände e und e—h, so 
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heißt ihr Abstand h die Höhe der Zone. Sind r und r, die Radien 
der a der Zone, so ist ihr Fe aah 


"R OR? 30 + 3ch— m)" (Br? + 372479, 


die krumme Oberfläche ist 2 Rrh. 
Für e= R geht die Zone in einen Abschnitt (Haube) über. 
Der Inhalt derselben ist 


ah? ah... R 
"-@R-N="(r’+m), 


die krumme Oberfläche 2Rrh. 


Der Kegel mit Spitze im Mittelpunkt und mit einem Kugel- 
kreis als Grundfläche schneidet aus der Kugel einen Ausschnitt 
aus; derselbe besteht aus dem Kegel und einem Abschnitt, dessen 
Höhe h sei. Dann ist der Inhalt des Ausschnitts 2 R’zh. 

29. Zwei Kugeln schneiden sich nach einem Kreis, dessen 
Mittelpunkt auf der Zentrale und dessen Ebene zu dieser senk- 
recht ist. 

Seine Ebene heißt Potenzebene; die von deren Punkten an 
beide Kugeln gelegten Tangenten sind gleich. 

Drei Kugeln schneiden sich in einem Punkt. 

Die drei Potenzebenen von drei Kugeln schneiden sich in einer 
zur Ebene der drei Mittelpunkte senkrechten Geraden, der Potenz - 
linie. 

Die sechs Potenzebenen von vier Kugeln schneiden sich in 
einem Punkt, dem Potenzpunkt. 

Zwei Kugeln haben zwei gemeinsame Tangentialkegel, deren 
Spitzen innerer und äußerer Ähnlichkeitspunkt heißen. 

Die drei äußeren Ähnlichkeitspunkte dreier Kugeln liegen auf 
einer Geraden, der äußern Ähnlichkeitsachse. 

Je zwei innere und ein äußerer Ähnlichkeitspunkt liegen auf 
einer der drei inneren Ähnlichkeitsachsen. 


30. Goniometrie. 
Goniometrische Funktionen. 
In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit Winkel B= 90°, 
Winkel C=9g ist. 


sing — AB : C0Sp—= BC : tto= AB 
I=Zy0’ 7746 SE Zu 762, 
cotp = 2 © : SecCQp —= Ac COSeC @ —= AL 
IF up IRRE’ IFyp 
, 1 j tg?’ 
2 Dr WEN Zu mem 9.T, % 
saın’p-+tcospg—=1; cos’p wer sın“ I 
1 — cos? sin? 
tg’p = oz RS 
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_Goniometrie. 
sin0!—=0; ca0'=1; t80’=0; ctl!=mw, 
: 1 ve 14) 200000 
sin 189° | V5—1; 01° = Vıo+2Y5; 


tg 18° = -V25— 10y5; cot 18° -V5 +2 y5; 


- o_ 1. : _4t s De 0_vV3 
sin 30; cos 30° y3; tg 30 , cot 30°0—= Y3, 
sin 36° — n Vıo—2y5; cos 36° — . (Vs +1), 
ig 36° — Vs YV5; cot36° — „ Ves+10y3, 


sin 45° — 008 45° — > 2; tg45°=cot45’=1, 


sin 60° — 1. y3,; cos 600; tg 60°0— Y3; cot60° = 2 
2 2’ v3 
sin90’—=1; c0890’=0; t8g90’= 00; cot90’—=0, 
sin (90° + «)=cosa; cos(90’ + ce)=— sine, 
tg (90 + a) = — cote; ct (MM +a)=—tge, 
sin (1800-+©)—= — sina@; cos(180°-+ a«)= — vose, 
tg (180° +) =tga; cot(180°-+-a)= cote, 
sin (270° + &)= — Cc080; c08(270° + a)=Bind, 
tg (270° + 0)= — cota; ct (27 = —tge, 
sin(—e)=—sina; co8s(— a)=cos«, 
tg ( — )=—tge; cot(— a)=— cote, 


sin(«e + f)=sin«cosß-+ cos«sinf, 
cos («+ fP)=cosacosß+sin«sinf, 


En Bo ED. cot «cotß +1 
BEE Figatgp! RENT I + cotß" 


cose + sin«, 


sin (45° + &) = cos (45° — 0) = 


y2 
. (ro, &\ _J/iH+ sine 
sın (# + )} 5 j 
sin (45° — «) = cos (45° 4 0) — c08 & a 
[3 y2 
; *) 1— sin & 
cO8 (#5 + 9 ce: ; 
i+ttge 1—tga 
t 45° REN. Rn > nu 0 __ — — [ 
g( +) 1—tg«' tg (45 c) 1-+tga’ 
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wur) Vilne 
sin«-+sinß=2sin- EI one nn 
sin«— sinß=2cos——_ +, u 
BE 
co8« — cooß—= — 2sin- ee we 


cos« + sinß = 2sin (45° — 
7 s— s -o__FTH 
cos« — sinß—=?2sin (45 > 


& R & 
cos!- — sin — — c0s« 
2 2 ’ 


[} 


‚_Sin(@+ sin («+ ß) 
LEN TE air LEUTE ee 
OB (e+P). tga+ttsß _ 
tgat cotß= on ee ee: 
ea neh 
2 cosa+cosß sin«e—sinß ’ 


h) 


t = _—e08@ + cos ß 
9 coo«a+cooß sin«-sinß 
sin?2a—=25sin«cos«e; 


@—fß _ sin«—sinß 


co82« = c0os’« —sin’«a=2cos®«e—1—=1— 2sin?e, 
cot?« —1 


2tg« 
: code = ——- 
e 2 cot « 


ig 20 = 1—tg?« ’ 


’ 


Ir Bus « 1-—cos« & 
= —2sin?—, 1+cosae=2cos? _; sa, 
u a LI "a ıFecna 872° 

1-18’, 2tg u 
=; nern. 2a 
178 1-+tg?- 

2tg n 
2 1 
geae= —- — 3 cosa = ———, 


r & 
12, 1 +tigetg 
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siind«e—=3sin«a —4sin’« 
co83« —=4cos’« —3cos«, 
3 
tg Eee ar cot 3a = = oo. : 
cos? « — cos? = — sin’« + sin’ = — sin (@ + f) sin (e — ß), 
co8?« — sin?ß= — sin’a« + cos’B= cos («+ P)cos(« — PP), 
sin (« En ß) sin Ga 


2? c« — to? 
Bi ep — cos? « cos? ß 
cot? «— cot?ß = ne a P) ee er 2 
sin? « sin? ß 


— C08 a (® — P) 


a cos? « sin’ ß 


I 


n —ı_ e Br . 
cosn« = 0os"« — (5 )eos” "«sin’« +(,) eos" tasintea——t... 


n 2 5 n > 
BinNn«—= (' )eos" lasin« — (3) co" Pasind«a + —- 


Analytisches Winkelmaß. 

Der Winkel wird gemessen durch den Bogen, welchen er als 
Zentriwinkel im Kreis vom Radius 1 spannt. 

Es ist alsdann 


360°—= 27; 180'’=n; W—-..; =, ; 45° —=--; 0 


31. Ebene Trigonometrie. 


Dreieck ABC; a,b, c Seiten; a+b+c=2s; «, ß, y Gegen- 
winkel der Seiten; h,, ‚Äh, Höhen; last, Schwerlinien M,, 
m,, m, Medianen; R Um reisradius; r Inkreisradius; 11, Ta, 7, An- 
kreisradien; Inhalt. 


Formeln: Sinussatz: 
asin ßsiny 
sin « 


h, = beiny= csin = " Ysß—a) (6b) 6) = 


Projektionssatz: 
a=bcosy-+tccosf... 
Satz von Carnot: 


a®—=b?+c?— 2becos«... 
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Mollweidesche Gleichungen: 
Pr 


(b-+c) sin 5 «cos 5 
a 0 .,ß-—Y 
(b c)co  =asin —.| 
Nepersche Gleichungen: 
P+?r 
b+c \g 2 
b—c $ß—y' 
{gt on 
. © 1/68—d)(is—e), a pr 
sin -V en a 
a 1/E-dDiE—N), . 2 1er = 
tg. = ea ind, Vs(—a)(s—b)\(s—c), 
= 5 Vabı Faear, 
ns 4be. 2), 
(b+c) 
n— * _ abe s° et EN 
Bina Ion ni: a 
2 ae, 
. | PP. 7 
EEE 
. ; er: 
2 
EL ER 
—— s-a)lg. —5 ars tg 5: rg 
El cos ? 
EN. —st ESSEN N Auereinsg 
De 2 & ı 
COS <<: 
2 
1 —1 1 1 
nt 
1 1 1 1 1 1 1 
Te a, h,' 
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 ' ; a? sin Psiny 
= absny= — = 
2 7 sin (P+y) 
et 
s’tg 5 tg 5 tg 5 


‚= Vs(s—a) (s—b) (sc) = Yrr,tzr, 


— . V +1, HE t,) (— u + + t;) (—t, + 2 ) (t, +,—t,) 
1 


ER) 2a SORRERAEBREEL EEE LEERE See 


VER GH 


+ 


=2R’sin«sin ßsiny 


— 2 eot Zeot F-cot ? 
rcot —cot -cot,,. 


Der Abstand der Mittelpunkte des Um- und des Inkreises ist: 
VR’—2Rr. 
Berechnung des Dreiecks. 
&) Gegeben a,ß,y: 
a = 180° — (ß U Y) 
_ asinP __ asiny 
ana’ sine 


b) Gegeben b, c, «: 
P+Y=1830 —e, 


cos 
P=r_d=ze 2% 
2 OF in 


EAN 2 _ (Delambresche 


sin ß — Y EN ß = y Gleichungen.) 


c) Gegeben a, b, « (Casus ambiguus): 


B—-oco. (b+osin z 


Es ist einß= en 
a 
Für a<db «<90° 2 Lösungen, 
«90° keine Lösung. 
Für a>b 1 Lösung: 
e=bcos@-+tacosß. 
Taschenbuch f. Mathematiker und Physiker. I. Jahrg. 7 
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d) Gegeben a, b, c: 
eV N EC AH 


KOREA PER. 
or eye 


32. Sphärische Trigonometrie. 


Radius der Kugel sei oe. Ein spärisches Dreieck ABC wird 
durch die drei Großkreisbögen (Seiten) a, b, c gebildet, deren 
Ebenen die Winkel des Dreiecks «ßy bilden; Höhen A, , h,, hs; 
Inhalt ‘; Umkreisradius R; Inkreisradius 7; atb+c=2s, 
e+fP+Yy=26e. 

Formeln: 

cooa=cosbcosc+ sinbsinccose«, 
sinasinß=sinbsin«=sinh, , 
sinacosß=cosbsine— sinbcosccos«, 
sina cotß = cotbsince — cosccos«, oe 
sinacosb=cosßsiny-+ sinßcosycosa, 
sinacotb = cotfßsiny + cosycosu, 
c0o8 a = — cosßcosy- sinßsinycosa. 


Delambresche Gleichungen: 


FREE : 0e b+c . a P—}r 
N re Pa, 
ER 1 EBER  humi, 
sin —- co8 0 == 008 9 CO 2 
cos & ein —“ — sın s in r, 
b— 
cos cos —= C08 5 sın as r 
Nepersche Gleichungen: 
eh rn 
a _ - 
DR kn £ 
2 
ae 
b—c 
tg - — — = 
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a 

et a 2 
2 2 b+c’ 

cs 

ee. 

Pr 2 

tg -- — = 006 — -- - - 
2 2 in’ + 


Eckensinus: 
S—yYsinsein(s —a)sins — b)sinß—o), 


en a, Ve 


sin b sin c sin ssin s — A) 


a a, 
Ey TV eos —Pp)eoa(e —_y)' 
Sphärischer Exzeß e=«+tß-+y-—180%, i— ae, 


wenn & in Graden gegeben ist. 
L’Huiliersche Gleichung: 


2 
sb, s—(e 
Eee Ente, 
( 4) EU a, 
8, 87 | 
oo = Y ©? (e— co @—Meoal—y) 
— C086 
Da Ne Te 
sin Ss 


Rechtwinkliges Dreieck mit & = 90°. 


cosa=cosbcosc= cotfcoty, 
sinb=sinasinß; tgb=sinctgß; 
cooß=cosbsiny; tge=tgacosß. 
Rechtseitiges Dreieck (Quadratendreieck) mit « = 90°. 
Polardreieck eines gegebenen sphärischen Dreiecks ist ein 
solches, dessen Seiten und Winkel resp. die Supplemente der 


Winkel und Seiten des ersteren sind. 


z* 
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Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks. 
1. Gegeben a, b, c: 


«a  Bin(S— a) 
cot en Be 
2. Gegeben «, f, y: 


a co8s(6 —«) 


Eon 
8. Gegeben b, c, «: 
cos IN re: 
u u E 2 
2 sin. ee 
2 2 
cos = sin ——. 
7 ur ER BE 
: sin es 
2 2 
& b-+c 
un R B.; „_ CO8 : en 9 08, 
= u 
et? BET 
2 2 
— .& .b5b-+e 
es COS - — sin ö Br 5 
u A B— 7 
sin 5 CO8 6 
4. Gegeben f,y, a: 
a _P-r 
te _ sin r COo8 Tu 
TH 
GC = 
083 s cos H 
. a4 .,Bß—y 
„Due sin 5 sin 5 
a ar m we ı’ 
cos Sein F? 
a a fß+Yy 
u an s cos 5 coB 0087 5 
z ns rk 
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a. Br a 77 
en 5 sın P) sın P) cos 9 sın 2 
z u sın 0 CO8 ei: 
2 2 


5. Gegeben «a, b, « (Casus ambiguus): 


sin b sin «& 
sinß= -- .- - 
sin a 
Wenn sinbsin«>sina keine Lösung, 
wenn sinbsin« <sina 
und es ist a näher bei 90° als b 1 Lösung. 
db näher bei 90° als «: 
wenn für aZ%° auch « Z 90° 2 Lösungen, 
wenn für a Z 90° a S 90° keine Lösung, 
cos“ u sin zu 
wei a+b 2 =; a—b 2 
9 ee . ee 
2 2 
cos. s sin — 2 
tg 4 BEE . 
z cos 2 sin ® er 
2 2 
6. Gegeben «, ß, a (Casus ambiguus): 
ind. on = 
sin «& 
Wenn sinßsina>sin« keine Lösung, 
wenn sin ßsina <sin« 
und es ist «& näher bei 90° als ß 1 Lösung. 
ß näher bei 90° als «: 
wenn für «2 %0° und a Z 90° 2 Lösungen, 
wenn für @ 2 90° und u S 90° keine Lösung, 
Er Set 
ee i ee 2 
= bo 2. a-tb' 
2 i cos - a sin ® 2» 
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102 Koordinaten. 


Sphärisches Viereck und sphärische Polygone [—]. 


Höhere Geometrie. 


Koordinaten. 


Koordinaten sind eindeutige, voneinander unabhängige, in 
genügender Anzahl vorhandene Bestimmungsstücke geometrischer 
Grundgebilde (Punkte, Gerade, Ebenen) zur Festlegung der Lage 
derselben gegenüber anderen Grundgebilden (Koordinaten- 
system). Durch Gleichungen zwischen den Koordinaten werden 
dann geometrische Gebilde ausgedrückt, deren Grundelemente 
Koordinaten haben, die diesen Gleichungen genügen. 

Koordinaten in der Geraden. 

Gewöhnliche Koordinaten: x der Abstand eines Punktes P 
von einem festen Punkt O. 

Verhältniskoordinaten: x, :x, Abstandsverhältnis des 
Punktes P von zwei festen Punkten O und U. 

Projektive Koordinaten: Doppelverhältnis, das der Punkt P 
mit drei festen Punkten O, U, E bildet. 


2. Koordinaten in der Ebene. 


Punktkoordinaten: die bestimmenden Grundelemente sind 
Punkte. 

Cartesische rechtwinklige Koordinaten: 

Abstände x und y eines Punktes P von zwei rechtwinkligen 
Geraden OX und OY (Achsen) oder auch Abszisse OQ=x, 
Ordinate QP=y, wo Q Projektion von Pauf OX. Die Achsen 
bilden das Koordinatensystem, ihr Schnittpunkt O heißt Ursprung. 

Übergang zu einem Koordinatensystem, dessen Mittelpunkt 
a,b und dessen Achsen gegen die ursprünglichen um den Winkel 
gedreht sind: 

z=a+txcosg—y' sing, 
y-b+xsinpg-+y'cosp, 
wo x und % die alten, x’, y’ die neuen Koordinaten sind. € 

Schiefwinklige Koordinaten. Die Achsen bilden einen 
schiefen Winkel. Koordinaten sind die Strecken von P, parallel 
mit je einer Achse bis zur andern Achse. 

Homogene Koordinaten: drei Größen, die sich wie x:y:1 
verhalten, wo x und y die kartesischen Koordinaten sind. 
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Trimetrische Koordinaten: die Abstände des Punktes P 
ron drei festen Geradem. 

Projektive Koordinaten: die trimetrischen Koordinaten 
multipliziert mit drei zum Koordinatensystem gehörigen Konstanten 
(oder Doppelverhältnisse der Strahlenquadrupel A, BCEP; B, 
CAEP; (C, ABEP, wo ABCE vier feste Punkte). Ä 

Baryzentrische Koordinaten: Gewichte, die den Ecken 
eines Dreiecks zugeschrieben werden müssen, damit P dessen 
Schwerpunkt wird. 

Polarkoordinaten: 

Radiusvektor r, d.h. Abstand des Punktes P vom Ur- 
sprung O (Pol) und Polarwinkel ®, d.h. Winkel von PO mit 
der »-Achse /Polarachse). 

Es ist 

z=rcos®, 
y-=rsin®. 


Bipolarkoordinaten: die Abstände PO und PO’, wo O 
und 0’ zwei feste Punkte. 

Biangularkoordinaten: die Winkel PO0’ und PO’O, wo 
O und OÖ’ zwei feste Punkte. 

Elliptische ‚Koordinaten: die Parameter der Ellipse, und der 
Hyperbel, welche der konfokalen C,-Schar 


ge? y? 
rar 
angehörig, durch P hindurchgeben (s. 17). 

Linienkoordinaten: die bestimmenden Grundelemente sind 
Gerade (Tangenten). 

Gewöhnliche Linienkoordinaten: Gerade g bestimmt durch 
die negativen reziproken Werte ihrer Abschnitte auf den recht- 
winkligen Achsen, vom Ursprung aus gerechnet. 

Schweringsche Linienkoordinaten: Abstände der Schnitt- 
punkte von g mit zwei Parallelen von zwei festen Punkten O und 
O’ auf denselben, wobei O0’ auf den Parallelen senkrecht steht. 

Projektive Linienkoordinaten: Doppelverhältnisse, welche 
auf je einer der Geraden a, b, ce die Schnittpunkte der beiden 
andern, der festen Geraden e und der Geraden g bilden. 

Polarlinienkoordinaten: Abstand der Geraden vom festen 
Punkt O (Ursprung) und Winkel der Geraden gegen die Polar- 
achse. 


D 3. Analytische Geometrie der Ebene. 


Eine Gleichung f(zy) =0 stellt unendlich viele Punkte dar, 
welche, wenn die Funktion stetig ist, eine Linie bilden, und zwar 
eine Gerade, wenn die Gleichung x und y linear ist, sonst eine 
Kurve. 
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Auch das System: 
freysm=P: 
ga,yy=0! 
stellt eine Linie dar, wenn 4 ein Parameter, durch dessen 
Werte sich die Punkte der Linie unterscheiden. 

Eine Kurve fixy) = 0 heißt algebraisch (transzendent), je 
nach der Natur der Funktion f(xy). 

Eine Kurve f,(xy)=0 heißt von der n-ten Ordnung CÜ,, 
wenn sie in & und 4 vom n-ten Grad ist. Sie wird von einer 
Geraden in n Punkten geschnitten. 

. Das System 
Imay)—0, 


‚In (ey) = 0 
stellt die mn Schnittpunkte der Kurven /=0 und 9=0 dar. Die 
Gleichung f-g=0 drückt die Gesamtheit der beiden Kurven 
f=0 und 9=0 aus. 

Prinzip der linearen Kombination. f+4g=0 ist eine 
Kurve durch die Schnittpunkte von f=0 und g=0, wenn X einen 
beliebigen Wert hat. f-+Ag?=0 berührt f= 0 in ihren Schnitt- 
punkten mit g=0. | 


4. Punkt und Gerade. 


Allgemeine Gleichung der Geraden: 
G=Ax+By+C=0. 
Die Achsenabschnitte sind a 
Für A=0 (B=0) ist die Gerade zur x(y)- Achse parallel; 
für C=0 geht sie durch den Ursprung. Verbindungslinie der 
Punkte (a, b) und (a, b): 


zyı 
ab1i=0 
ad ı 
Die Punkte (ab), (a’b’), (u”b”’) liegen in einer Geraden, wenn: 
abı 
ab’ i=0. 
ad’ı 


Parallele zu Ac+ By+(C=0 durch (a, b) ist: 
Axz—a+By—-b=0. 
Schnittpunkt der Geraden: 
G=Ax+By+(C=0, 
r=Ax+By+(C=0 
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ist : 
A B C | eu D Zn 
z:y:1 - ip Be — (CB: 
CA’— AC’: AB— BA’. 
Die Geraden G=Ar+By+(l=0; @=Ac+By+Cl—=0; 
G' = 4’z + B”’y+0C”=0 gehen durch einen Punkt, wenn: 


"ABcC 
ABC =0. 
| 4" B’ Oi 
Eine komplexe Gerade + :@=0 hat einen und nur einen 
reellen Punkt Ä z : | in dem sie von der konjugierten  — iG@'=0 


geschnitten wird. Beide bilden das komplex - konjugierte Ge- 
radenpaar: 
+0. 
e Durch den komplexen Punkt (a- ia’; b+ ib’) geht nur eine 
reelle Gerade: 


auf der der konjugierte Punkt (a — ia’; b — ib’) liegt. 

Werden vier Gerade durch einen Punkt von einer Geraden in 
vier harmonischen Punkten geschnitten, so gilt dies für jede 
schneidende Gerade. 

b. Richtungswinkel g der Geraden @ = 0 ist ihr Winkel 
mit der x-Achse. 


Es ist tg = = 
Winkel » der Geraden G =0, @=0: 


an, 


BY BR 
Bedingung des Parallelseins: 


AB'— BA=0. 
Bedingung des Senkrechtstehens: 
AA+BB=0. 


Lot durch (a,b) zu@G=0: 
ae ZRR uu 


A B 
Koordinaten der Geraden @=0 (Linienkoordinaten): 
u= 2 = a 
= on = 
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Hessesche Normalform der Geradengleichung: 


Ar By  __-0e. 
y4?-+ B® | B? VA!-+ B® y4A?+B® 
wo 
— a1 . — 
ame —. ‚= 0089, 


—(C 


Entfernung der Punkte (ab) und (a’b): 


r=Va— a’ Fo —v):. 
Entfernung des Punktes (ab) von der Geraden @ —=0: 
Dt das obere (untere) Zeichen gilt, wenn Punkt 
V 4A?+ B? 
und Ursprung auf entgegengesetzter (gleicher) Seite der Geraden. 


Entfernung der Geraden vom Ursprung. 


Entfernung der Parallelen: 8 
Ac+By+C=0 und Axc+By+C=0, 
C—C 
y4!-+ B? 
Dreiecksfläche der Punkte (ab), (a’b’), (a” 6”): 
abN1l 
z Ä a b’ 1. 
'@& "v”’ı 


6. Ebene Kurven. 


Ein Kurvenzweig heißt unpaar (paar), wenn er von einer 
Geraden in einer ungeraden (geraden) Zahl von reellen Punkten 
geschnitten wird. 

Das gleich Null gesetzte Aggregat der Glieder n-ter Ordnung 
einer Ü', stellt die Asymptotenrichtungen, d.h. die Ursprungs- 
geraden nach den unendlich fernen Punkten dar. 

Asymptote heißt die Tangente in einem unendlich fernen 
Punkt. Ist y„—ıx ein Faktor der Glieder n-ten Grades, so ist 
y=4x-+ C Asymptote, wenn man nach Einsetzen dieses Wertes 
in die Kurvengleichung, wodurch die Asymptotenschnitt- 
punktsgleichung entsteht. C durch Nullsetzen des höchsten 
nicht verschwindenden Koeffizienten bestimmt. 

Die Asymptotenschnittpunktsgleichung liefert die Abszissen 
der Schnittpunkte der Asymptote mit der Kurve. 

Ist y ein Faktor der Glieder n-ten Grades, so ist der Faktor 
der höchsten Potenz von x in der Kurvengleichung Asymptote 
parallel zur x-Achse., 
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<. Ein Punkt heißt regulär, wenn jede Gerade durch ihn 
die Kurve in einem, die Tangente aber in zwei zusammenfallenden 
Punkten schneidet; andernfalls heißt er singulär. 

Ein Punkt heißt Doppelpunkt, wenn sich zwei Zweige der 
Kurve mit verschiedenen Tangenten in ihm schneiden. 

Der Doppelpunkt heißt isoliert, wenn die Tangenten in ihm 
komplex konjugiert sind. 

Der Rückkehrpunkt (Spitze) ist ein Doppelpunkt mit zwei 
zusammenfallenden Tangenten. Die Tangente hat im Doppel- und 
Rückkehrpunkt drei Punkte mit der Kurve gemein; jede Gerade 
durch ihn schneidet in zwei Punkten. 

Eine Gerade, die in zwei verschiedenen Punkten die Kurve 
berührt, heißt Doppeltangente. 

Die Wendetangente ist eine Doppeltangente mit zwei zu- 
sammenfallenden Berührungspunkten; sie hat im Berührungspunkt 
(Wendepunkt) drei Punkte mit der Kurve gemein. 

Die Zahl der von einem beliebigen Punkt an eine Kurve 
gehenden Tangenten heißt Klasse der Kurve. 

Plückersche Formeln zwischen der Ordnung m, Klasse n, 
Zahl d der Doppelpunkte, r der Rückkehrpunkte, t der Doppel- 
tangenten, i der Wendetangenten einer Kurve: 

n=m(m—1)—2d—3r, 

m—=n(n — 1) — 2t—3i, 
i=3m(m — 2) —6d— Br, 
r=3n(n — 2) — 67 — 81. 

Durch drei der Zahlen sind die übrigen bestimmt. 

Geschlecht 9 ist die Zahl, welche der Kurve zu der Zahl der 
überhaupt möglichen Doppel- und Rückkehrpunkte (Doppel- und 
Wendetangenten) fehlt. | 

Es ist: 

rim —-W)m—2) —- d—r 
ln —- Yn— 2) —t—i. 

Durch Zusammentreten der Doppel- und Rückkehrpunkte, der 

Doppel- und Wendetangenten entstehen höhere Singularitäten. 
er sie und das Newtonsche Parallelogramm, das zur 

Kurvendiekussion dient, siehe Näheres [—]. 
8. Die Gleichung einer C, wird homogen gemacht, indem 


man für x und y = und er einführt und mit ©” multipliziert. 


Dann ist in jedem Glied die Exponentensumme der Potenzen von 
x, Y, o zusammen gleich n. 
Eulerscher Homogensatz: Ist f,(@y@)=0 die homo- 


gene Gleichung einer (,, so ist: 
of of of _ 
x rY 0Y TI er 
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Die Gleichung ® = 0 stellt den Inbegriff der unendlich fernen 
Punkte aller Geraden, d. h. die unendlich ferne Gerade dar. 
Isotrop heißen die Schnittpunkte eines Kreises mit der un- 
endlich fernen Geraden 
+ y—0 


o=0| 
Zirkular heißt eine Kurve, wenn sie durch die isotropen 
Punkte geht, bizirkular, wenn sie in ihnen Doppelpunkte hat. 
9. Die Gleichung f (2; 1) = 0 stellt, wenn A ein veränder- 
licher Parameter, unendlich viele Kurven, d.h. eine Kurven- 
schar dar. 
Der Ort der Schnittpunkte konsekutiver Kurven der Schar 
(d. bh. solcher, die sich im Parameter nur unendlich wenig unter- 
scheiden) heißt Enveloppe der Schar. Sie berührt alle Schar- 
. Kurven. ne Gleichung ergibt sich durch Elimination von c aus 
f 
f=0 und er 0. | 
‘10. Erste Polare eines Funktes (-- ß oder homogen (abc) 
in bezug auf f=0 ist die O,_ er 


Bro gt 


ar 
Die Schnittpunkte eines a ns (abc) mit der Polaren 
beißen harmonische Mittelpunkte der Schnittpunkte des- 
selben Strahls mit f=0. 
Zweite Polare des Punktes (abc) in bezug auf f= 0 ist: 


_ 


o*f o*f o®f of 
2,2 0, u 2 
Fe rer 
| +2be, a +e ar ai —=0, 
ebenso 3.... Polare. Die r-te Polare ist eine C,_,. = n—r-te 


Polare erhält man aus der r-ten, indem zyo resp. mit abc ver- 
tauscht. 

Die Hessesche Kurve ist der Ort der Punkte, deren 
(nr — 2)-te Polaren Doppelpunkte besitzen und welche zugleich 
Doppelpunkte in ersten Polaren sind. Ihre Ordnung ist 3(n — 2). 

Die Steinersche Kurve ist der Ort der Punkte, deren erste 
Polaren Doppelpunkte besitzen, zugleich der Ort der Doppelpunkte 
von (n — 2)-ten Polaren. Ihre Ordnung ist 3(n — 2)°. 

Die Enveloppe der Verbindungslinie der in solcher Weise 
zusammengehörigen Punkte der Hesseschen und der Steinerschen 
Kurve heißt Cayleysche Kurve. Ihre Klasse ist 3(n — 1) (n — 2). 

11. Korrespondenzprinzip von Chasles: 

Ist auf einer Geraden eine Verwandtschaft (Korrespon- 
denz), durch welche jedem Punkte x m Punkte & und jedem 
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Punkte & n Punkte x entsprechen, so kommt es (m + n) mal vor, 
daß ein Punkt x mit dem entsprechenden $& zusammenfällt (Koin- 
zidenzpunkte). 

Brillsche Korrespondenzformel. 

Ist auf einer Kurve vom Geschlecht p» eine Korrespondenz ge- 
geben derart, daß jedem Punkte x m Punkte & entsprechen, die 
von einer y mal durch x gehenden Kurve ausgeschnitten werden, 
so geht die Kurve, welche die zu jedem Punkt & gehörigen 
n Punkte x ausschneidet, auch y mal durch &, und die Zahl der 
Koinzidenzpunkte ist: 

m+n- 2yp. 


12. Alle Kurven, die durch $n(n + 3) — 1 feste Punkte gehen, 
enthalten noch weitere 4(n — 1) (n — 2) feste Punkte. 

Eine Punktgruppe (Punktsystem) Q’, die mit einer anderen 
Punktgruppe Q@ auf einer C, den vollständigen Schnitt der C, mit 
einer andern Kurve bildet, heißt Rest der Gruppe Q oder resi- 
dual zu © 

Zwei Gruppen, die zu einer Gruppe residual sind, heißen 
korresidual. 

Restsatz von Brill und Noether: 

Sind zwei Punktgruppen A und A’ in bezug auf die Gruppe © 
korresidual, so sind sie auch korresidual in bezug auf jede zu 
einer von ihnen residuale Punktgruppe ©. 

Adjungiert zu einer C„ heißt eine Kurve, die durch alle 
k-fachen Punkte der C, k-- 1-fach hindurchgeht. 

Weiteres über höhere Geometrie [—]. 


13. Kegelschnitte. 


Kegelschnitte (C,) heißen die Kurven zweiter Ordnung. 
Dieselben sind auch zweiter Klasse. | 

Es sind die ebenen Schnitte eines Drehungskegels. Ein Kegel- 
schnitt wird erzeugt durch die Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen in zwei projektivischen Strahlenbüscheln. 

Newtonsche Erzeugung: 

Ein Kegelschnitt ist der Ort der Schnittpunkte der freien 
Schenkel zweier Winkel, deren Spitzen fest sind und deren andere 
Schenkel sich auf einer Geraden schneiden. 

Maclaurinsche Erzeugung als Ort der dritten Ecke eines 
veränderlichen Dreiecks, dessen andere Ecken sich auf zwei festen 
(seraden bewegen und dessen Seiten durch drei feste Punkte gehen. 

Ein Kegelschnitt ist die Ordnungskurve eines Polarsystems 
(siehe 44). 

Das Doppelverhältnis der Strahlen von einem Kegel- 
schnittpunkt nach vier festen Kegelschnittpunkten ist von der 
Wahl des ersteren unabhängig. 

Satz von Pascal: Die drei Paare von Gegenseiten eines in 
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einen Kegelschnitt eingeschriebenen Sechsecks schneiden sich in 
drei Punkten einer Geraden. 

Satz von Brianchon: Die drei Geraden, welche die drei 
Paare von Gegenecken eines einem Kegelschnitt umschriebenen 
Sechsecks verbinden, gehen durch einen Punkt. 

Satz von Desargues: Jede Gerade schneidet eine C, und 
die Gegenseiten eines eingeschriebenen Vierecks in Punktepaaren 
- einer Involution. 

14. Der Pol einer Geraden in bezug auf den Kegelschnitt 
ist der Schnittpunkt der Tangenten in den Schnittpunkten der- 
selben mit der C,; die Polare eines Punktes ist die Berührungs- 
m der Tangenten von dem Punkt an die (,. 

st 

fay)=a,%°+20,2Yy+ 0,Y’+ 20,% + 20,Yy-+ a, = 0 
die Gleichung des Kegelschnitts, so ist die Polare von (ab): 
P=(a,2+0:9y+9%)a+ (03% +0:Y-+ a,,)b 
+ (+ MY + 4) =). 

Das Tangentenpaar von (ab) an die (, ist: 

| f(&,y) : f(a,b) — P?=0. | 

Polardreieck heißt ein Dreieck, dessen Ecken Pole der 
(egenseiten in bezug auf die C, sind. 

Bilden die Koordinatenachsen und die unendlich ferne Ge- 
rade ein Polardreieck, so ist der Kegelschnitt: 

+ a,y’+a,—t0. 

15. Der Kegelschnitt heißt Ellipse, Parabel, Hyperbel, 
je nachdem er von der unendlich fernen Geraden in zwei komplex- 
konjugierten, zwei zusammenfallenden oder zwei reellen Punkten 
geschnitten wird. Die Hyperbel hat zwei Asymptoten. 

Ist 


t 
Gig Ara Ass | 
Ag gg gg | 
ee ee 
Ass = 4, 0% As 


A=0 
der Kegelschnitt ein Geradenpaar, und zwar ein imaginäres 
für A, >0.B.: 
a+y—0; 


ein Parallelenpaar für A,=0 z.B.: 
ya; 
ein reelles Geradenpaar für A,, <0 z2.B.: 
x? — y’=0. 
Für A=#-0 ist der Kegelschnitt eine Ellipse, wenn A,, >0. 
und zwar eine reelle, wenn Aa,, <O und Aa,<0 z2.B.: 


so ist für: 
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sonst eine imaginäre z. B.: 
2 ye 
atyr!=!. 
Die Ellipse ist ein Kreis, wenn 


hr; ;—L. 
Der Kegelschnitt ist eine Parabel, wenn A,,=0 z.B.: 


y’—2pr; 

er ist eine Hyperbel, wenn A,,< 0 z.B.: 
x? y°! 
Fa uk 


Die Hyperbel heißt gleichseitig, wenn a —= b ist. 
16. Die Tangente in x, y an den Kegelschnitt ist: 
ta Yyta Et (Ct a Y + A)N 
+ (5% 4 9, Yy4+ 0,) =. 

Durchmesser ist eine Gerade, auf welcher die Mittelpunkte 
eines parallelen Sehnensystems liegen. Die Durchmesser der Pa- 
rabel sind alle parallel. 

Mittelpunkt des Kegelschnitts ist der Schnittpunkt aller 
Durchmesser, zugleich der Pol der unendlich fernen Geraden. 

une! heißen zwei Durchmesser, deren jeder die zum 
andern parallelen Sehnen halbiert. Die Paare konjugierter Durch- 
messer bilden eine Involution, deren Doppelstrahlen die Asymp- 
toten sind. 

Achsen heißen die aufeinander senkrechten konjugierten 
Durchmesser. Sie halbieren den Winkel der Asymptoten. 

Die Ellipse hat eine große und eine kleine Achse, die Hyperbel 
eine reelle und eine imaginäre; auf letzterer liegen keine reellen 
Kurvenpunkte. Die Achse der Parabel ist eine Symmetrielinie 
derselben parallel zur Richtung der Durchmesser; die andere 
Achse fällt ins Unendliche. 

Die Halbachsen sind für die Ellipse resp. Hyperbel 


x? 


die Größen a und b. 
Satz von Carnot: 
Schneidet eine C, die Seiten eines Dreiecks ABC resp. in 
DD’ EE', FF’, so ist: 
BD.BD’.CE:-CE’:-AF-AF' 
=(D:-CD’:-AE-AE.BF:.BF'. 
Die Summe (Differenz) der Quadrate zweier konjugierter Halb- 
messer der Ellipse (Hyperbel) ist konstant. 
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Der Flächeninhalt des von einer Tangente der Hyperbel und 
den Asymptoten gebildeten Dreiecks ist konstant. 

Der zwischen den Asymptoten liegende Teil einer Hyperbel- 
tangente wird von ihrem Berührungspunkt halbiert. 

Satz des Pappus: 

Ist ein Viereck einer C, einbeschrieben, so hat das Produkt 
der Abstände eines beliebigen C,-Punktes von zwei Gegenseiten 
ein konstantes Verhältnis zu dem Produkt der Abstände desselben 
Punktes von zwei anderen Gegenseiten. 

Die Subnormale der Parabel ist konstant. 

17. Brennpunkte sind die Schnittpunkte der Tangenten 
von den isotropen Punkten an die (,. 

Die Ellipse (Hyperbel) hat zwei "reelle Brennpunkte auf der 
großen (reellen) und zwei imaginäre auf der kleinen (imaginären) 
Achse; die Parabel einen Brennpunkt auf der Achse. 

Lineare Exzentrizität ist der Mittelpunktsabstand der 
Brennpunkte, also für die Ellipse (Hyperbel) gleich 


Va? — d* (Ya? B°), 

Direktrix ist die Polare eines Brennpunkts. 

Die orthoptische Kurve, d. h. der Ort der Schnittpunkte 
sich rechtwinklig kreuzender Tangenten ist bei der Ellipse resp. 
Hyperbel ein Kreis vom Radius Va:- + b? resp. Va? — b#, bei der 
Parabel die Direktrix. 

Numerische FExzentrizität ist das konstante Verhältnis der 
Abstände eines Kurvenpunktes von einem Brennpunkt = der zu- 


gehörigen Direktrix. Sie ist für die ze e ao --——, für die 


Parabel 1, für die Hyperbel -yt In 


Bei der Ellipse (Hyperbel) ist die Summe (Differenz) der 
Brennstrahlen, d.h. die Strahlen von einem Kurvenpunkt nach 
den Brennpunkten, konstant. Das Produkt der Abstände der Brenn- 
punkte von einer Kurventangente ist konstant. 

Direktorkreis ist der Ort der Fußpunkte der Lote von 
den Brennpunkten auf die Kurventangenten. Er ist bei der Ellipse 
(Hyperbel) ein Kreis über der großen (reellen) Achse, bei der 
Parabel die Scheiteltangente. 

Die Tangente und die Normale halbieren bei der Ellipse und 
Hyperbel den Winkel zwischen den Brennstrahlen, bei der Parabel 
den Winkel zwischen Brennstrahl und Durchmesser. 

Die Polargleichung der Ellipse (Hyperbel) mit dem Schnitt- 
punkt als Pol ist: 

ED. 


(1 — e?cos?®)' 
mit dem Brennpunkt als Pol; 


y? = 
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FREE: 1 EEE 
a(1— ecos®) 
Polargleichung der Parabel mit dem Brennpunkt als Pol: 


Konfokal heißen Kegelschnitte, die dieselben Brennpunkte 
besitzen. 

Die Gleichung einer Schar konfokaler. Kegelschnitte ist: 

Fe y? 
it | 

Durch jeden Punkt der Ebene genen zwei konfokale Kegel- 
schnitte, eine Ellipse und eine Hyperbel, .die sich rechtwinklig 
schneiden. 

18. Sind f=0 und f'=0 zwei Kegelschnitte, so stellt: 


f+if=0 
ein Kegelschnittbüschel dar. 

Alle Büschelkegelschnitte haben vier Basispunkte gemein. 
Das Büschel enthält drei Geradenpaare, die Seiten des durch die 
Basispunkte bestimmten vollständigen Vierecks. Die Mittelpunkte 
der Geradenpaare sind die Ecken des allen Büschelkegelschnitten 
gemeinsamen Polardreiecks. 

Weiteres über Kegelschnitte [—]. 


19. Kurven dritter Ordnung. 


Alle Kurven dritter Ordnung (C,) durch 8 Punkte gehen 
durch denselben 9. Punkt. 

Tangentialpunkt eines Punktes ist der Schnittpunkt der 
Tangente in demselben mit der (,. 

Die Tangentialpunkte von 3 in gerader Linie befindlichen 
Punkten einer C, liegen in einer Geraden (Satellite). 

ae C, hat 9 Wendepunkte, von denen höchstens 3 reell 
sind. 

Die Verbindungslinie jedes Paars (Inflexionsachse) geht 
durch einen 3. Wendepunkt, wodurch 4 Wendepunktsdreiecke 
entstehen. 

Die C, hat 27 sextaktische Punkte, in denen ein Kegel- 
schnitt sechspunktig berührt. 

Das Doppelverhältnis der 4 von einem Kurvenpunkt an 
die Kurve gehenden Tangenten ist von der Wahl des Kurven- 
punkte unabhängig. 

Die Hessesche Normalform der Kurvengleichung ist: 

+ tn +6ma =). 

Die Kurve hat immer einen unpaaren Zug; für m<“— $ hat 
sie außerdem noch einen paaren Zug (Oval). 

Taschenbuch f. Mathematiker und Physiker. I. Jahrg. 8 
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Im allgemeinen ist die C, vom Geschlecht 1. Vom Geschlecht O 
sind die C, mit Doppelpunkt oder mit isoliertem Punkt oder mit 
Spitze. 

Chaslessche Erzeugungsweise der C, durch ein Kegelschnitt- 
büschel und ein dazu projektivisches Strahlenbüschel. 

Graßmannsche Erzeugungsweise: Ein Punkt beschreibt eine 
O,, wenn seine Verbindungslinien mit 3 Punkten 3 Geraden einzeln 
ın 3 Punkten einer beweglichen Geraden schneiden. 

Parameterdarstellung der (;: 


Ist BR" — Da U) Kr) 0, 
so kann man setzen: 
0%, = sin’amu, 
0%, =sinamu, 
02%, =cosamuA amu, 


wobei % der Modul der elliptischen Funktionen ist. 
Für die Parameter u, u,u, der drei Schnittpunkte einer Ge- 
raden mit der C, ist 
“u +%,+u=(modo, o), 
wo o und o’ die Elementarperioden der elliptischen Funktionen. 
Die Wendepunkte sind 


Ao-+uo’(wo A und u gleich 0, 1, 2 sind). 
Für die Schnittpunkte eines Kegelschnitts mit der (, ist 


+++, +rWw=0 (mode, @) 


20. Cissoide. 
(2? + yM) = 2ay?. 


Zirkulare C, mit Spitze und Wendeasymptote; die Fläche zwischen 
dieser und der Kurve ist 3a?’n. 

Strophoide. 

Zirkulare C, mit Doppelpunkt, in welchem die Tangenten 
rechtwinklig sind, und Wendeasymptote. 

Descartessches Folium 
C, mit Doppelpunkt, in welchem die Tangenten rechtwinklig sind, 
und Wendeasymptote. 

Weiteres über Kurven dritter Ordnung [—|. 


21. Kurven vierter Ordnung. 


Die allgemeine Kurve vierter Ordnung (C,) ist vom Geschlecht 3 
und höchstens vierteilig. Die C, können höchstens 3 Doppel- 
punkte (Spitzen) haben. 

Die 28 Doppeltangenten können alle reell sein. Die 
4 Doppeltangenten erster Art berühren je nur einen Kurvenzweig; 
ihre 8 Berührungspunkte liegen auf einer C,. Die Doppeltangenten 
zweiter Art haben ihre Berührungspunkte je auf zwei verschiedenen 
Kurvenzweigen. 
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22. Conchoide. 
(x? — a?) y? = x? (b? — (a — %)°) 
zirkulare C, vom Geschlecht 1 mit 2 Parallelwendeasymptoten und 
einem Doppelpunkt (fürb=a Spitze). 
Cartesische ÖOvale. 
In Bipolarkoordinaten 


T, 1, _ 
a r b 
Zirkulare C, vom Geschlecht 1, Ort der Punkte, deren Abstände 


von 2 Kreisen in konstantem Verhältnis stehen. Spezialfall: 
Pascalsche Schnecke (Kreisconchoide). 


rg bn’—=a’(a + y?. 
Zirkulare rationale C, mit Doppelpunkt. Fläche 
2 %b2 
a 5. b’ e 
Spezialfall: 
Cardioide mit «=b. (, mit Spitze. 
Cassinische Kurve in Bipolarkoordinaten 
nr, =a?. 
Bizirkulare C, vom Geschlecht 1. Spezialfall: 
Lemniskate. 
W+y—aw— yY’), 
schleifenförmige Kurve, welche einen Doppelpunkt mit Wende- 


tangenten besitzt. 
Spirische Linien. 


+ y?+e— ar) —dadt - y9). 
Zirkulare Kurven vom Geschlecht 1, Schnitte des Wulstes (siehe 38) 


mit Ebenen parallel zur Achse. 
Weiteres über Kurven 4. Ordnung |—.]. 


23. Koordinaten im Raum. 


Punktkoordinaten. 

Cartesische rechtwinklige Koordinaten: Abstände zyz eines 
Punktes ? von 3 aufeinander senkrechten Ebenen (Koordinaten- 
ebenen), welche sich in drei aufeinander senkrechten Geraden 
OX, OY, OZ (Koordinatenachsen) durch den Ursprung O 
schneiden. 

Tetraederkoordinaten: 

Verhältnis der Abstände des Punkts P von den 4 Flächen 
eines Tetraeders. 

Projektivische Koordinaten: 

Verhältnis dieser Abstände multipliziert mit festen Konstanten, 
die zum Koordinatensystem gehören. 
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Kugelkoordinaten: 

Punkt P gegeben durch seinen Abstand r vom Pol O, den 
Winkel 9, den OP mit einer festen Polarebene durch den Pol 
bildet, und den Winkel #, den die Projektion von OP auf die 
Polarebene mit einer festen Polarachse in dieser bildet. Es ist 

TC=rTCOBPCHRP, 
y=rcogsin®, 
z=rsing. 

Zylinderkoordinaten. 

Punkt P gegeben durch seinen Abstand z von einer festen 
Ebene und die ebenen Polarkoordinaten r, # seiner Projektion auf 
diese Ebene. 

Elliptische Koordinaten. 

P gegeben durch die Parameter A,4,4, des durch ihn hin- 
durchgehenden Ellipsoids, ein- und zweimanteligen Hyperboloids 
der u Sen 


2? 
ri Eu 2 c? +1 

Ebenenkoordinaten. 

Gewöhnliche Ebenenkoordinaten: Ebene gegeben durch die 
negativen reziproken Werte der Stücke, welche sie von '3 auf- 
einander senkrechten Achsen abschneidet. 

Projektivische Ebenenkoordinaten. 

Ebene gegeben durch die mit festen Konstanten multipli- 
zierten Abstände derselben von 4. Punkten. 

Linienkoordinaten. 

Plückersche Linienkoordinaten; Gerade bestimmt durch die 
Größen r, 8, e, 6, wenn 


En u = 1 (siehe 35). 


z=r:-+n, 
y=S2 + 6, 
zwei Ebenen durch dıe Gerade sind. 
Homogene Graßmannsche Linienkoordinaten. 
Gerade bestimmt durch die Determinanten der Matrix 
‚ABCD | 
ı,4’ B CD.’ 


Ax+By+(Cz+D=0, 
Axz+By+(0z+D=0, 
zwei Ebenen durch die Gerade sind. 
Dabei besteht zwischen den Richtungskoordinaten: 
N... D. _'B D BEN. D 
ap’ IT RD =D: 
und den Stellungskoordinaten 


wobei 
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_,Be, „_|C A| | 
ee 
die Relation 
pr tg +re=0. 


24. Analytische Raumgeometrie. 
Eine Fläche ist gegeben durch F'(xyz) = 0 oder 


= v) 
ya v) je 
z=ıWwmW\ 


Es ist f(@y)=0 eine Zylinderfläche parallel z-Achse (siehe 31). 
Eine Raumkurve ist gegeben durch 
'F(xyz2)—=0 
|G(ay)—=0 
oder 
De p(t) 
vr 
| 2x 
Durch Elimination von x, %, z erhält man den seiten-, vertikal-, 
horizontalprojizierenden Zylinder der Raumkurve. 
Eine Raumkurve braucht nicht der vollständige Schnitt zweier 
Flächen zu sein. | 
Allgemeine Gleichung der Ebene: 
E=Ax+By-+(Cz2+D=0. 
Ebene Kurve: 


'F=0 
E=0' 
Das System 
F'n (2y2) = 0 
Gn (xyz) = 0 
Hp («y2) = 0 


stellt die mnp Schnittpunkte von F=0, G=wU, H=0 dar. 
Der Punkt (abc) liegt auf der Fläche F(xyz)=0, wenn 
F(abe)=0; er liegt auf der Raumkurve 


F(&yz) = 0 F(ab)=V, 
'Gay)=0 Glab\=0. 
Die Bedingungen, daß die Raumkurven 
| F=0 Be ı9=0| 
I@=0!| 'v_=0 
sich schneiden, ergibt sich durch Elimination von xyz aus den 
% Gleichungen. 


‚ wenn 
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Prinzip der linearen Kombination. 

F+21G=0 stellt eine Fläche durch die Schnittkurre von 
F=0, @=0 dar, wenn A konstant. F-+4G° = 0 berührt F=0 
in der Schaittkurve mit G=0. 

F-+4AG=0 stellt, wenn A ein veränderlicher Parameter, 
einen Flächenbüschel durch dieBasiskurvef=0, G=0 dar. 

F+1G+uH=0 stellt einen Flächenbündel durch die 
Basispunkte F=0,G@=0, H=0 dar. 

25. Ebene der drei Punkte (abe\, (a’b’c’), (a”b’ ce”) ist: 


Gerade durch (abc), welche mit den Achsen die Winkel «, ß, y 
bildet, ist: 
z=a-+0cos« 
y=b+eocoaß- 
z=c-+0c08y 


E=4Ax+Bx+(0z2+D=0 
hat die Achsenabschnitte 
D D D 
"Gy 0m 07 
und die Ebenenkoordinaten A:B:C:D. 
Ebene parallel x-Achse: 
By+(Cz+D=0...: 
Ebene durch den Ursprung: 
Axz+By+(z=V0. 
Ebene durch die x-Achse: 


Die Ebene 


By + Üz = 0 u 
Ebene senkrecht zur x&-Achse: 
Ax+D=V0.--- 


Ebene durch die Gerade E=0, F=0: E+IE —=0. 
Ebene durch die Gerade K=0, %’= U und den Punkt (a,b, ec): 
E(ayz2) Eiry2) 
'E(abe) Eu) 
Die Ebenen E, =0, E,=0, E,=0 gehen durch eine Ge- 
rade, wenn: 
4, BG D, 
A, B, D, =. 


A 3 B 3 Ü, D 8 


= 
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Beliebige Ebene durch den Punkt 
E=-0,EFE-0E-0 
ist E+3YE-uE”=0. 
e Ebene durch die Punkte (abe), (Wb’e) und E=-NE=0, 
"—_0: 
E(xyz) EKEiaxyz) E’(acyz) 
E(abece) Ec(abe) E’l(abe) =U. 
E(abe) Elabc) Elab’c) 
Die Ebenen E=0, E—=0, E’=0, E”—=0 gehen durch 
einen Punkt, wenn: 
A BC D 
AB CD. 
A” B” C” D" 
4° BC. Dr 
Die Gerade #£=0, E'—=0 hat die Richtungsmatrix: 
‚ABoc 
va: een 
P,@, R sind Richtungskoordinaten. 
Die Nullpunktsebene ist 
(AD)c+(BDyy+(CD\e=pa+ qy+ ra, 
pP, q, r sind Stellungskoordinaten. Es ist: 
pP+qa%-+rR=0. 
Spezielle Darstellung der Geraden: 
z=mz-+p, 
ymnz+q-. 
Beliebige Gerade durch (abc) 
za y—b z—c 
rear 
Gerade durch (abc) und (a’b’c‘) 
x—a y—b z—ec 
«a—a b-b cd—c 
Schnittpunkt der Geraden 2 =mz +9, y=nz-+gq und der 
Ebene E—= 0: 
— B(mgy — np) — Cp+ Dm 
 Am+Bn+C 
zen en IDn 
= Am+Bn-+C ’ 
_4Ap+Bqa—D 
Amt BR 


Hr 


£ 
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Bedingung des Parallelseins: 
Am+Bn-+tt. 
Ap +Bq—- D=v0 
Am+Bn+C=0 ' 
so liegt die Gerade ganz in der Ebene: 
Die Geraden 
z=mz+p, EAN c=me2+p | 


Ist 


yn2 +4 y-ne.+gqg: 
schneiden sich, wenn 
im — m’ u 
in—n gg! 3 
ım Punkt 
m — m’ ’ n— wm’ m—-—m n—wW 


y-nz— a n—n q-g 
Ebene durch (abc) parallel zu den Richtungen m, n, 1 und 
m’, n, 1 ist: 
'z—a y—b 2—c 
m n 1 =0. 


[4 ’ 


m N 1 

Zwei projektivische Ebenenbüschel 
EHE =0, 
F+1F=0 


erzeugen eine Regelfläche zweiter Ordnung: EF"— FE. 
Dabei sind 


EHE=0: 
F+HiF=0 
die eine Schar der Erzeugenden, 
E+tufr=0 
E+uf=0 


die andere Schar. 
Drei projektivische Ebenenbüschel 
E+ıF=0, E+tAF=0, EK,-+AF,=0 
erzeugen eine Raumkurve 3. Ordnung: 
'E BB 


— (), 
RRRm 
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26. Richtungscosinus heißen die Cosinus der Winkel 
(Richtungswinkel) einer Geraden (Ebene) mit den Koordinaten- 
achsen (Koordinatenebenen). 

Richtungscosinus der Geraden: 


Az+By+Cz+D=0, 
Azc+B’y+Cz+D=0: 

BC’— CR 
c8a—=- 


v422 [ABO': 
ABC | 
Winkel » der Geraden = en aßy, Pr: 


C08 ) —= C08 & cos @’ 4 cos B cos P’ + cos y cos y’ 
ur Is cos ß cosy ||? 
sın“ y = 3 ’ AUGE 
!c08« cos cosy |, 
Die Geraden stehen aufeinander senkrecht, wenn: 
cos &@ cos @’ + cos ß cos P’ + cosycosy’—= 0. 
Drei Richtungen (aßy) (a’P’y’) («”ß”y”) gehören zur selben 
Stellung d. h. sie sind parallel einer Ebene, wenn: 
‚c08«& coBfß cosy 
.c08«@’ cos’ cosy =. 
'c0o8@” cos ß” cosy” | 
Gerade durch (abc) senkrecht zur Ebene Ac+By-+(Cz+D=0: 
z—a y—b 32—c 
Ai BB _c60- 
Winkel ı% der Ebene E=0 und E’=0: 


mo AlEBB+oO 


VAr+B?+ 0° YAr+B?+O® 


und 


YSCHEBFOATHRT HEN 
Die Ebenen stehen aufeinander senkrecht, wenn: 
AA+BB’+CC. 
Richtungscosinus der Ebene E=0: 
A ... 
VB} o 
Winkel g der Ebene E=0 und der Geraden Tr, 
y=nz2+q 
ren Am+Bn+tC 
Vm’+n?’+1y4°+ B’+ 0 


cosa = 
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Ursprungsentfernung des Punktes (abc): 


r=YVa?+b?-+c. 

Abstand der Punkte (abc) und (a’b’c): 
r=-Va—- a +b-dHLC— N: 
Ursprungsabstand der Ebene E=0: 
D 

Ve+B+0 
Abstand des Punktes (abc) von der Ebene FE = 0: 

Aa+Bb+Cc+D 

Ya+B+Oo 
je nachdem der Ursprung und der Punkt auf derselben (verschie- 


denen) Seite der Ebene. 
Abstand der parallelen Ebenen 


'Az+By+0Cz+D=0 
Az+By+(Cz+D=0 
DD. , 
varfBı+ 
Entfernung des Punktes (a’b’c’) von der Geraden durch (abe) 
mit der Richtung («ßy): 


HB! 9 
ee ar er cr | 
a—ab’—b de —e| 


Kürzester Abstand zweier Geraden (abc, «ßy) und 
(a’b’c, «’P'y'): 


k= .-—--'co8« cosß cosy 
sin ı ‚ , 
.cos« cos cosy 
o % der Winkel der Geraden. 
Richtung des kürzesten Abstandes: 
u u 2 
sin 9 
Inhalt des Tetraeders der vier Punkte (abc) (a’b’c’) (abc) 


Lad ) R 


au” ce 


co/i = 


re C 1 

lla bc 

EL RE N 
I a ae 
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27. Algebraische Flächen. 


Ein Flächenpunkt heißt einfach, wenn von den Schnitt- 
punkten einer beliebigen Geraden durch ihn mit der Fläche nur 
einer in den Punkt hineinfällt, andernfalls mehrfach. 

Die Geraden durch einen einfachen Punkt, die die Fläche in 
zwei zusammenfallenden Punkten schneiden (Tangenten), liegen 
in einer Ebene, der Tangentialebene. 

Die Tangentialebene schneidet die Fläche in einer Kurve, für 
welche der Berührungspunkt ein Doppelpunkt ist. Je nachdem 
die Tangenten in diesem Doppelpunkt reell oder komplex kon- 
jugiert sind, heißt der Flächenpunkt hyperbolisch oder 
slliptie ch. 

Ein Flächenpunkt heißt parabolisch, wenn die Tangential- 
ebene die Fläche in einer Kurve mit einem Rückkehrpunkt in 
ihm schneidet. 

Ein Punkt der Fläche heißt Knotenpunkt, wenn jede 
Gerade durch ihn die Fläche in zwei zusammenfallenden Punkten 
schneidet. 

Der Knotenpunkt heißt konisch, wenn die Tangenten, d.h. 
die in drei zusammenfallenden Punkten schneidenden Geraden, 
die Erzeugenden eines Kegels zweiter Ordnung mit Spitze in dem 
Knotenpunkt sind; er heißt biplanar oder uniplanar, wenn 
dieser Kegel in ein Ebenenpaar oder in eine Doppelebene ausartet. 

Eine Kurve, in der sich zwei Mäntel der Fläche schneiden, 
heißt Doppelkurre; sie enthält lauter biplanare Knotenpunkte; 
nn Punkte sind Doppelpunkte in jedem ebenen Schnitt der 

läche. 

Eine Kurve, welche lauter uniplanare Knotenpunkte enthält 
und deren Punkte Rückkehrpunkte in jedem ebenen Schnitt der 
Fläche sind, heißt Rückkehrkurve. 

28. Durch Homogenmachen wird die Gleichung einer Fläche: 


f(zyzo)=0. 
Dann ist @ = 0 die Gleichung der unendlich fernen Ebene, 

welche alle unendlich fernen Geraden 

Axz+By+(Cz=0, vo=V0 
enthält. 
Die Schnittkurve aller Kugeln mit der unendlich fernen Ebene 
ist der unendlich ferne Kugelkreis: 

a? y’+2?—=0, a0. 

Die erste Polarfläche eines Punktes (abc) in bezug auf 
eine Fläche f(xyzo)=0 ist der Ort der harmonischen Mittel: 
punkte der Schnittpunkte eines Strahls durch den Punkt mit 
der Fläche: 


A 
tt 


Die »-te Polarfläche ist eine F 


n-r’ 
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Hessesche Fläche ist der Ort der Punkte, deren (n — 2)-te 
Polarflächen Knotenpunkte besitzen und welche zugleich Knoten- 
punkte in ersten Polarflächen sind. 

Die Knotenpunkte der (n — 2)-ten Polarflächen haben erste 
Polaren mit Knotenpunkten und erfüllen die Steinersche Kern- 
fläche. 

29. Der Ort der Schnittpunkte konsekutiver Flächen einer 
Flächendoppelschar (resp. der Ort der Schnittkurven konsekutiver 
Flächen einer einfachen Flächenschar) heißt Enveloppe. Man 
erhält sie durch Elimination von c, und c, aus: 


ar Oct PR 
fayz,oc)=I0; a a 


(resp. durch Elimination von c aus: 


of 
f(zyzc) = 0 Fan iR 


Sie berührt alle Scharflächen. 
Weiteres über höhere Geometrie der Flächen [—]. 
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Eine Fläche heißt Regelfläche, wenn sie unendlich viele 
Gerade (Erzeugende) enthält. Die Tangentialebene in einem 
Punkt enthält die durch ihn gehende Erzeugende. 

Die Regelfläche heißt abwickelbar, wenn die konsekutiven 
Erzeugenden sich schneiden, sonst windschief. 

Durch Verbindung der Punkte kleinsten Abstands benach- 
barter Erzeugender einer windschiefen Regelfläche entsteht deren 
Striktionslinie. 

Die Tangentialebene der Abwickelbaren berührt längs der 
ganzen Erzeugenden, die sie enthält. Die Tangentislebenen der 
Abwickelbaren bilden daher eine einfache Ebenenschar; ihre En- 
veloppe ist eine Raumkurve, die Rückkehrkante der Fläche. 
Dieselbe ist eine Rückkehrkurve der Fläche, ihre Tangenten sind 
die Erzeugenden, ihre Schmiegungsebenen die Tangentialebenen 
‚der Abwickelbaren. Die Abwickelbare kann in eine Ebene ab- 
gewickelt werden. 

81. Eine Abwickelbare heißt Zylinderfläche, wenn ihre 
Erzeugenden alle einer Richtung parallel sind. 


Zylinderflächen mit Leitlinie Ä Ay und Richt- 
Gay)=0| 
. . x ze mMmz + h 
linie : 
y_nz tu 


Erhält man durch Elimination von xyz aus den vier Glei- 
chungen gAw)=0, 50 ist g(@ —mz,y—n2)—=0 die Zylinder- 
fläche. Differentialgleichung ist mp ng — 1=0. 
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Die Tangentialebenen der Zylinderfläche sind zur Richtlinie 
parallel. Berührungskurve der der Fläche y = 0 parallel zur Rich- 
tung 2=mz, y=nzs umschriebenen Zylinderfläche wird durch 


die Fläche m >= + no + 2 —= (0 ausgeschnitten. 

Kegelflächen sind Abwickelbare, deren Erzeugende alle 
durch einen Punkt (Spitze) gehen. 

Kegelfläche mit Leitlinie Fixzyz)=0, G(zyz)=0 und 
Spitze (abe): 

Erhält man durch Elimination von (xyz) aus den Gleichungen 
der Leitlinie und den Gleichungen: 


z—-a=1le2— ce, y—-b=ul— ec) 
die Gleichung (Au) = 0, 80 ist: 


die Kegelfläche. Differentialgleichung: 


@—-ap+yw-ba—rR—g)=0. 
Die Tangentialebenen aller Punkte gehen durch die Spitze. 
Die Berührungskurve der der Fläche 9 —=0 von (abc) um- 


schriebenen Kegelfläche wird durch a nu +b Au +e nn = 0 
ausgeschnitten. 0% oY 02 

82. Drehungsflächen werden durch Drehung einer Kurve 
um eine Gerade (Achse) erzeugt. Liegt die Kurve in einer Ebene 
durch die Achse, so heißt sie Meridian. Alle Meridiane sind 
kongruent. Die ebenen Schnitte senkrecht zur Achse sind Kreise 
(Parallelkreise). 

Drehungsfläche mit Achse (abc, «ßy) und erzeugender Kurve 
F=:0, @=0: 

Erhält man durch Elimination von xyz aus diesen Glei- 
chungen und (« — a)? +(y—b”? + (2— c)?=o?, 

zcos@ae+ycoß-+zcosy=1 

die Gleichung A=9g(e), so ist die Drehfläche: 


zcoc + ycoaß+zcosy—=g(Ya—a)?+y—b) + (20°). 
Differentialgleichung: 


j 


ı pP q = 
z—a y—b z—c=0. 
.cos® cosß cosy! 
Die Tangentialebene in jedem Punkt ist zur Meridianebene 
senkrecht. 


Konoidflächen sind Regelflächen, deren Erzeugende eine 
Leitgerade und eine Leitlinie schneiden und einer Richt- 
ebene parallel sind. 
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Konoidfläche mit Leitlinie !=0,@=0, Leitgerade ı — mz, 
y=nz und Richtebene 2=0: 

Erhält man durch Elimination von xyz aus den Gleichungen 
der Leitlinie und den Gleichungen z=#, y—_ ns =ule — mx) 


die Gleichung x«— pw), so ist z— #(% u -\ die Konoidfläche. 


Differentialgleichung: 
w-m2)p + y—nD)g=Vd. 

Das Konoid ist senkrecht, wenn m=n=(, d.h. wenn die 
Leitgerade auf der Richtebene senkrecht steht. Differential- 
gleichung: 

px +qy=). 
Translationsflächen sind Flächen, die durch Bewegung 


einer Kurve im Raum ohne Gestaltänderung derselben erzeugt 
werden. 


33. Flächen zweiter Ordnung. 
Die allgemeine Gleichung der Flächen zweiter Ordnung (F,) ist: 


0,2% +20,0Yy-+ 0,9” +2a,02 + 20,Y2 + 0,2? 
+ 20,0 +20,y9+ 20,240, =0. 


dr A As Aa 

1a Ag Ag As. 
Ag Mg Ag Ay 

Ae Mg As Ay 


Es sei 


A;r die Unterdeterminante von q;, in A. 

Mit A=+0 erhält man die eigentlichen F,, und zwar mit 
A,=0 die m. 

x* es y? 
++ 

Ellipsoid. 

Alle ebenen Schnitte elliptisch oder imaginär. 

a,b,c heißen Halbachsen. Mit a=b hat man das Drehungs- 
ellipsoid, mita=b=c die Kugel. 


sc? y? 2? 


einmanteliges Hyperboloid. 
Alle ebenen Schnitte elliptisch oder hyperbolisch. Mit «= b 
einmanteliges Drehungshyperboloid. 


a? b° e? 


„weimanteliges Hyperboloid. 
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Alle ebenen Schnitte elliptisch oder hyperbolisch oder ima- 
ginär. Mit b=c zweimanteliges Drehungsshyperboloid. 


x? 2 2? 
ututati- 
imagimäres Ellipsoid. 
Alle ebenen Schnitte, überhaupt alle Punkte imaginär. 
Mit A,=0 Paraboloide: 
Ze m 
ab ee y 
elliptisches Paraboloid. 


Alle ebenen Schnitte elliptisch, parabolisch oder imaginär. 
Mit @a=b Drehungsparaboloid. 


hyperbolisches Paraboloid. 

Alle ebenen Schnitte parabolisch oder hyperbolisch. 

Mit A=0 zerfallende F,: Kegelflächen, wenn A,=0, 
Zylinderflächen, wenn A,,=0. Sind im letzteren Fall 

Aı= 4A, = Ay, —=0, 
so hat man Ebenepaaren. 

Das einmantelige Hyperboloid und das hyperbolische Para- 
boloid enthalten je zwei Scharen von Geraden; sie heißen Regel- 
flächen zweiter Ordnung. 

Jede Gerade einer Schar ist zu jeder andern derselben Schar 
windschief und schneidet jede Gerade der andern Schar. 

Das einmantelige Hyperboloid ist der Ort einer Geraden, die 
drei windschiefe Gerade trifft. 

Eine Regelfläche zweiter Ordnung ist der Ort der Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte von zwei projektivischen Punktreihen, 
deren Träger windschief sind. 

34. Eine F, wird erzeugt durch ein Strahlenbündel und ein 
zu ihm projektivisches Ebenenbündel. 

Die F, sind Ordnungsflächen von Raumpolaritäten. 

Der Pol einer Ebene in bezug auf F', ist die Spitze des 
Kegels, der von den Tangentialebenen der Fläche in den Punkten 
ihrer Schnittkurve mit der Ebene umhüllt wird. 

Polartetraeder heißt ein Tetraeder, dessen Ecken Pole 
ihrer Gegenflächen in bezug auf eine F', sind. 

Tangentialebene in xyz an die F,: 


2,7% +0: Yy +2 + )E + (mc + RE Y-+ Ag2 + a,)N 
+ ty + a2 04) 
+42 + 0,940, 2 +4). 


Mittelpunkt der Fläche heißt der Pol der unendlich fernen 
Ebene; er halbiert alle durch ihn gehenden Sehnen. 
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Durchmesser heißt jede Gerade durch den Mittelpunkt; er 
ist der Ort der Mittelpunkte der von einem Parallelebenensystem 
ausgeschnittenen Kegelschnitte. 

Diametralebene heißt jede Ebene durch den Mittelpunkt; 
sie ist der Ort der Mittelpunkte aller zu einer Richtung paral- 
lelen Sehnen. 

Ein Durchmesser ist konjugiert zu der Diametralebene, 
welche zu den Tangentialebenen in seinen Endpunkten parallel ist. 

Die Achsen sind drei Durchmesser, von denen jeder senk- 
recht und konjugiert zur Ebene der beiden andern (Haupt- 
ebene) ist. 

Die Ellipsoide und Hyperboloide, die elliptischen Paraboloide 
sowie die Kegel und die elliptischen Zylinder werden von je zwei 
Systemen von Parallelebenen in Kreisen geschnitten. Die Be- 
rührungspunkte der zu den Kreisschnittebenen parallelen Tan- 
gentialebenen sind Nabelpunkte. 

85. Fokalkegelschnitte heißen drei Kegelschnitte, eine 
reelle und eine imaginäre Ellipse und eine Hyperbel, welche in 
den Hauptebenen liegen und deren Punkte Spitzen von der F, 
umschriebenen Kreiskegel sind. 

Die Flächen 

PL y? g? 
ee u ee 


sind konfokal, d. h. sie haben dieselben Fokalkegelschnitte. 
Durch jeden Punkt gehen drei der konfokalen F,, ein Ellipsoid, 
ein einmanteliges und ein zweimanteliges Hyperboloid. Dieselben 
stehen aufeinander senkrecht. 

36. Die Grundkurve eines Büschels von F, ist eine Raum- 
kurve vierter Ordnung. Die Mittelpunkte der Büschelflächen 
liegen auf einer Raumkurve vierter Ordnung. Im Büschel gibt 
es vier Kegel, deren Spitzen die Ecken des gemeinsamen Polar- 
tetraeders sind. 

Ein Bündel von F, 


Fir +uf” 


hat acht Grundpunkte. Alle F, durch sieben Punkte gehen auch 
durch denselben achten Punkt. 
Weiteres über F, [—]. 


37. Flächen dritter Ordnung. 


Die allgemeine Fläche dritter Ordnung hat 27 Gerade, 
die alle reell sein können. 

Diese bilden 36 Doppelsechsen, bestehend aus zwei Sextupeln 
4,9,...qa, und b,b,...b, derart, daß je diea und je die 5 zu- 
einander windschief, ebenso je a; und d;, während je a, und b, 
einander treffen. 
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Die Umrißlinie der Projektion der F, von einem ihrer Punkte 
auf eine Ebene ist eine C,, deren 28 Doppeltangenten die Pro- 
jektionen der 27 Geraden und die Spur der Tangentialebene der 
F, im Projektionspunkt sind. 

Die Hessesche Fläche hat 10 Doppelpunkte und 10 Gerade, 
welche resp. Ecken und Kanten des Sylvesterschen Penta- 
eders sind. 


Sind G, =0, G,=0 die Flächen dieses Pentaeders, so 
kann die F, auf die Form a,0C?3+-. +4,05 =0 gebracht 
na: während G +@G%-+:- Sr —=0 ist. Im Spezialfall 

=q4,=-:'=a, erhält man die Diagonalfläche. Diese ent- 


hält ala Geraden die Diagonalen des in jeder Pentaederfläche durch 
die andern bestimmten vollständigen Vierseits. 
Zylindroid heißt die Regelfläche dritter Ordnung: 


(a -y)z —ray=0. 
Weiteres über F, [—]. 


38. Flächen vierter Ordnung (F',). 


Die Weddlesche Fläche ist der Ort der Spitzen der Kegel 
zweiter Ordnung, die durch sechs Punkte gehen. Diese sind 
Doppelpunkte der Fläche, welche 35 Gerade enthält. 

Kummersche Fläche ist eine F', mit 16 getrennten Doppel- 
punkten und 16 singulären Tungentialebenen, die nach Kegel- 
schnitten berühren; aufjeder von diesen liegen sechs Doppelpunkte. 

Das Tetraedroid ist eine Kummersche Fläche, bei der je 
vier singuläre Ebenen durch einen Punkt gehen; diese vier Punkte 
bilden das Fundamentaltetraeder. 

Wellenfläche ist ein Tetraedroid, dessen Fundamental- 
tetraeder von den drei Koordinatenebenen und der unendlich fernen 
Ebene gebildet wird. 

Die Zyklide ist eine F, mit dem unendlich fernen Kugel- 
kreis als Doppelkegelschnitt, zugleich die Enveloppe einer Kugel, 
die eine feste Kugel orthogonal schneidet, während ihr Mittel- 
punkt eine F', beschreibt. 

Sie ist anallagmatisch in bezug auf die feste Kugel. 

Die Dupinsche Zyklide hat vier Doppelpunkte und ist zu 
einem Kreiskegel invers. Sie ist die Enveloppe einer Kugel, die 
zwei Kugeln berührt und deren Zentrum sich in einer Ebene be- 
wegt. Zu den Dupinschen Zykliden gehört der Wulst, die Dreh- 
fläche eines Kreises um eine in seiner Ebene gelegene Achse. 

Steinersche Römerfläche 


2?y? + 2°2° + y’2?— 2ayz—=0 
mit den Koordinatenachsen als Doppelgeraden und dem Ursprung 
als dreifachem Punkt. Jede Tangentialebene schneidet die Fläche 


in zwei Kegelschnitten. 
Weiteres über F\, [—]. 
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39. Algebraische Raumkurven. 


Eine Raumkurve kann in Parameterdarstellung gegeben 
werden: <=f(t); y=g(f); 2=v(t) oder, wenn sie vollständiger 
Schnitt zweier Flächen ist, durch diese f(xyz)=0; g(zy2) = 0. 
Die Tangenten bilden eine abwickelbare Fläche, die Tangenten- 
fläche. Die Raumkurve ist deren Rückkehrkante. Die Ebene 
durch drei konsekutive Punkte heißt Schmiegungsebene. 

Die Ordnung der Raumkurve ist die Zahl ihrer Schnitt- 
punkte mit einer Ebene, die Klasse die Zahl der durch einen 
Punkt gehenden Schmiegungsebenen, der Rang die Zahl der eine 
Gerade treffenden Tangenten. Außer den bei ebenen Kurven auf- 
tretenden Singularitäten (Doppelpunkte, Spitzen, Wendepunkte) 
hat die Raumkurve noch Wendeberührebenen, d.h. Schmie- 
gungsebenen, die vier konsekutive Punkte enthalten. 

Sphärische Kurven heißen die Schnittkurven von Kugeln 
mit Flächen. 

Weiteres über allgemeine Raumkurven [—]. 

40. Die Raumkurven dritter Ordnung bilden den Schnitt 
zweier F,, die eine (rerade gemein haben. 

Eine Raumkurve dritter Urdnung ist durch sechs Raumpunkte 
bestimmt; sie hat vier scheinbare Doppelpunkte, d.h. durch 
jeden Raumpunkt gehen, vier Gerade, die die Kurve in zwei ver- 
schiedenen Punkten schneiden; ihr Geschlecht, d.h. die Maximal- 
zahl der möglichen wirklichen Doppelpunkte und Rückkehr- 
punkte ist 0. 

Es gibt vier Arten von Raumkurven dritter Ordnung: 

Kubische Hyperbel mit drei reellen unendlich fernen 
Punkten; 

Kubische Ellipse mit einem reellen und zwei komplexen 
unendlich fernen Punkten; | 

Kubische hyperbolische Parabel mit zwei zusammen 
fallenden und einem davon getrennten unendlich fernen Punkt; 

Kubische Parabel mit drei zusammenfallenden unendlich 
fernen Punkten. 

Die Raumkurven dritter Ordnung können durch drei projek- 
tivische Ebenenbüschel erzeugt werden. 

Satz von Chasies. Die Berührungspunkte der von einem 
Punkt an die Raumkurve gelegten Schmiegungsebenen liegen mit 
dem Punkt in einer Ebene. Die hierdurch zwischen den Punkten 
und den durch sie hindurchgehenden Ebenen festgelegte Ver- 
wandtschaft heißt Nullsystem. 

Weiteres über Raumkurven dritter Ordnung I 

41. Die Raumkurven vierter Ordnung zerfallen in zwei 
Spezies: 

1. Die vollständigen Schnitte zweier F,. Sie haben drei 
scheinbare Doppelpunkte und sind durch acht Raumpunkte ein- 
deutig bestimmt. 
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Satz von Poncelet: Durch jede Kaumkurve 4. Ordnung, 
1. Spezies gehen vier Kegel zweiter Ordnung. 

2. Die Schnitte je einer F, und einer F,, die zwei wind- 
schiefe Gerade gemein haben. Sie haben zwei scheinbare Doppel- 
punkte; durch acht Raumpunkte gehen vier solcher Kurven. 

Weiteres über Raumkurven vierter Ordnung [—]. 


42. Liniengeometrie. 


Eine Gerade im Raum wird durch die sechs homogenen Koor- 
dinaten 9, q, r; x, x, e dargestellt, wobei 


pat+gerre=. 

Ein Komplex ist ein System von oo° Geraden, ausgedrückt 
durch eine Gleichung. 

Komplexkegel ist der von allen durch einen Punkt gehen- 
den Komplexstrahlen gebildete Kegel. 

Komplexkurve ist die Enveloppe aller in einer Ebene 
liegenden Komplexgeraden. 

Grad des Komplexes ist die Ordnung des Komplexkegels, 
zugleich die Klasse der Komplexkurve. 

Eine Kongruenz ist ein System von oo? Geraden, ausgedrückt 
durch zwei Gleichungen. Ordnung der Kongruenz ist die Zahl 
der Geraden durch einen Punkt; Klasse die Zahl der Geraden in 
einer Ebene; Rang die Zahl ihrer Paare von Geraden, die mit 
einer willkürlichen Keraden demselben Büschel angehören. 

Komplexfläche einer Geraden ist die Fläche, welche alle 
die Gerade treffenden Komplexgeraden berühren, zugleich der Ort 
der Komplexkurven der Ebenen der Geraden oder die Enveloppe 
der Komplexkegel der Punkte der Geraden. Die Komplexfläche 
ist von der Ordnung und Klasse 2n (n— 1) und hat die Gerade 
als an (n — 1) fache Gerade (n Grad des Komplexes). 

Singularitätenfläche ist eine Fläche von der Ordnung 
und Klasse 2» (n— 1)?, der Ort der Spitzen von Komplexkegeln 
mit Doppelerzeugenden, zugleich Enveloppe von Ebenen von Kom- 
plexkurven mit Doppeltangenten. 

Singuläre Komplexgerade heißen die genannten Doppel- 
erzeugenden und Doppeltangenten. 

Polarkomplex eines Komplexes C(pg...o)=0 in bezug 
auf die Gerade 2’gq’... eo’ heißt der Komplex 


Linear heißt der Komplex ersten Grades: 


pP +ad+ tee =). 
Im Fall pyw-+-q’w+ro’=0 ist derselbe speziell und besteht 
aus den Geraden, welche die Gerade (p’g’...o') treffen. 
Die Geraden durch einen Punkt liegen in einer Ebene, die 
zu dem Punkt konjugiert heißt. 
9* 
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Die Schnittlinie zweier Ebenen und die Verbindungslinie der 
Punkte, zu denen die Ebenen konjugiert sind, heißen ebenfalls 
konjugiert. 

Durchmesser heißen die den unendlich fernen Geraden kon- 
Jugierten Geraden; sie sind alle parallel. 

Achse heißt der Durchmesser, der zur Stellung der kon- 
jJugierten unendlich fernen Geraden "senkrecht steht. 

Parameter heißt das Produkt aus dem kleinsten Abstand 
einer Geraden von der Achse und der Tangens des Winkels, den 
sie mit der Achse bildet. Er ist für alle Geraden des linearen 
Komplexes konstant. 

Ein Büschel linearer Komplexe enthält zwei spezielle Kom- 
plexe. Zwei lineare Komplexe haben eine lineare Kongruenz 
gemein, d.h. alle Schnittgeraden zweier Geraden. 

Die Achsen der Büschelkomplexe bilden ein Zylindroid 
(siehe 37). Drei lineare Komplexe haben eine Kegelfläche zweiter 
Ordnung gemein. 

Die Singularitätenfläche des Komplexes zweiten Grades ist 
eine Kummersche Fläche (siehe 38). 

Der Battaglinische Komplex wird erzeugt durch die Ge- 
raden, welche zwei F, harmonisch schneiden oder durch die an 
zwei andere F' harmonische Berührungsebenen gehen. Seine Sin- 
gularitätenfläche ist ein Tetraedroid. 

Der Painvinsche Komplex geht hieraus hervor, wenn eine der 
letztgenannten F, der unendlich ferne Kugelkreis ist. Die Sin- 
gularitätenfläche ist eine Wellenfläche. 

Der tetraedrale Komplex besteht aus allen Geraden, die 
die Ebene eines Tetraeders (seine Singularitätenfläche) in Punkten 
von konstantem Doppelverhältnis schneiden. 

43. Fokalpunkte einer Kongruenz sind die zwei Schnitt- 
punkte je einer Kongruenzgeraden mit zwei benachbarten. 

Fokalebenen sind die Ebenen durch die Gerade und je eine 
der benachbarten. 

Brennfläche heißt der Ort der Fokalpunkte, zugleich die 
Enveloppe der Fokalebenen. Ihre Ordnung ist 2m(n—1)—2r, 
ihre Klasse 2n(m—1)—2r. Die Strahlen der Kongruenz berühren 
die Brennfläche in den Fokalpunkten., 

Ein Punkt heißt singulär vom Grad Ah, wenn durch ihn un- 
endlich viele Gerade der Kongruenz gehen, die einen Kegel h-ter 
Ordnung bilden, eine Ebene, wenn in ihr unendlich viele Gerade 
der Kongruenz liegen, die eine Kurve Ah-ter Klasse umhüllen. 

Eine Linie heißt singulär, wenn auf ihr unendlich viele sin- 
guläre Punkte liegen. 

Weiteres über Liniengeometrie [—|]. 


44. Transformationen in der Ebene. 
Ein ebenes System ist die Gesamtheit aller Punkte und 
Geraden einer Ebene. 
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| Verwandtschaft (Transformation, Abbildung) heißt 

' eine Beziehung zwischen zwei ebenen Systemen, durch welche den 
Punkten des einen Punkte oder Gerade des andern zugeordnet 
werden. 

Lineare Transformationen: Zwei ebene Systeme in der- 
selben Ebene heißen kollinear (projektivisch oder homo- 
graphisch), wenn jedem Punkt (Gerade) des einen nur ein Punkt 
(Gerade) des andern entspricht, wenn Punkten einer Geraden (Ge- 
raden durch einen Punkt) wieder Punkte einer Geraden (Gerade 
durch einen Punkt) entsprechen, und wenn endlich je vier Punkte 
einer Gerden (vier Gerade durch einen Punkt) des einen Systems 
dasselbe Doppelverhältnis bilden wie die vier entsprechenden des 
andern Systems. 

Zwei kollineare Systeme haben ein Fundamentaldreieck 
gemein, dessen Ecken und Seiten sich selbst entsprechen. Zwei 
kollineare Systeme heißen perspektivisch oder homolog, wenn 
die Verbindungslinien je zweier entsprechenden Punkte durch 
einen festen Punkt (Zentrum) und die Schnittpunkte entspre- 
chender Geraden auf einer Geraden (Achse) liegen. Ein System 
ist kollinear zu jedem, das durch Verschiebung und Drehung aus 
einem zu ihm perspektivischen entsteht. Zwei perspektivische 
Systeme sind affin, wenn das Zentrum im Unendlichen liegt; 
sie sind homothetisch (ähnlich und ähnlich gelegen), wenn die 
Achse ins Unendliche fällt. 

Ein System ist ähnlich zu jedem, das aus einem zu ihm 
homothetischen durch Verschiebung und Drehung hervorgeht. 

Ein System ist kongruent zu jedem, das durch Verschiebung 
und Drehung aus ihm selbst hervorgeht; es ist symmetrisch zu 
jedem, das durch Drehung des Systems um eine beliebige seiner 
Geraden um zwei Rechte (also aus der Ebene des Systems heraus 
und in diese zurück) entsteht. 

Zwei kollineare Systeme heißen involutorisch, wenn je 
einem Punkt (Gerade) derselbe Punkt (Gerade) entspricht, gleich- 
viel, ob der erstere als Punkt (Gerade) des einen oder des andern 
Systems angesehen wird. 

Zwei ınvolutorische Systeme bilden zusammen ein In- 
volutionssystem von Punktepaaren und Geradenpaaren. 

Zwei ebene Systeme heißen reziprok, wenn jedem Punkt 
des einen eine Gerade des andern Systems entspricht, die den 
Punkten einer Geraden (Geraden durch einen Punkt) entsprechen- 
den Geraden durch einen Punkt gehen (Punkte auf einer Geraden 
liegen) und endlich vier Punkte einer Geraden dasselbe Doppel- 
verhältnis haben wie die entsprechenden vier Geraden durch einen 
Punkt des andern Systems. 

Die Punkte, die mit ihren zugehörigen Geraden in vereinigter 
Lage sind, erfüllen eine C,, diese Geraden selbst umhüllen eine (.. 
Beide (‘, heißen Ordnungskurven der Reziprozität. 

Zwei reziproke Systeme heißen involutorisch, polar- 
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reziprok oder dualistisch, wenn jedem Punkt dieselbe Gerade 
‘entspricht, gleichviel, ob er als Punkt des einen oder des andern 
. Systems angesehen wird. 

Die beiden involutorischen Systeme bilden zusammen ein 
Polarsystem, in welchem die Punkte und Geraden als Pole und 
Polaren in bezug auf die C, zusammengehören, in welche die 
beiden Ordnpungskurven zusammenfallen. 

45. Höhere Transformationen: 

Eine Transformation heißt isogonal (konform), wenn die 
Ne bei derselben (von Ausnahmepunkten abgesehen) ungeändert 

eiben. 

Bei der Inversion oder Transformation durch reziproke 
Radienvektoren bleiben die Polarwinkel aller Punkte unver- 
ändert; die Radienvektoren werden durch ihre reziproken Werte 
ersetzt. Der Ursprung heißt Inversionszentrum. Eine Kurve 
heißt anallagmatisch, wenn sie bei der Inversion in sich selbst 
übergeht. 

Birationale oder Cremonasche Transformation heißt eine 
solche, bei welcher die neuen homogenen Veränderlichen rationale 
Funktionen der alten sind und umgekehrt. 2. B.: 

Quadratische Transformation: 

= u mi ii u mie 

Bei den Cremonaschen Transformationen bleibt das Geschlecht 

der Kurven ungeändert. 


46. Transformationen im Raum [—]. 
47. Abzählende Geometrie [—]. 


Differentialgeometrie. 


1. Ebene Differentialgeomtrie. 


Die Diffentialgeometrie ist die Lehre von den an kon- 
sekutive Grundelemente gebundenen Eigenschaften der geome- 
trischen Gebilde. 

Es sei F(zy)=0 oder y=f(x) die Gleichung einer ebenen 
Kurve. 

Tangente im Punkt (x, y) ist die Grenzlage der Verbindungs- 
linie zweier benachbarter Punkte: 


oF oF 
era), = 


oder y-n=(—xYy 


' Ist p das Ursprungslot auf die Tangente) p der Richtungs- 


winkel, d. h. der Winkel der Tangente gegen die x-Achse, also 
gp= are tg y, so ist die Tangente 


&ESinNP—nCosp=p. 
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Normale ist das Lot auf der Tangente im Berührungspunkt 
© Yy): 


$—- 27 n—yY 
oF oF, 
| 0x 0y 
oder .6-+n-Yy—t. 


Ist y= ri das Ursprungslot auf die Normale, so ist die Nor- 


male: . 
&Esinpg+tncosp=.g. 
Kontingenzwinkel dy ist der Winkel zweier benachbarter 
Tangenten (oder Normalen): 
een 
iry® 
Fläche © der Kurve ist die Fläche begrenzt von Kurve, 
x-Achse und den Ordinaten 2=a, z—=b: 


0= (var 


Bogenelement ds ist die Entfernung zweier benachbarter 
Kurvenpunkte (x, y) und + dx, y-+dy): 
ds=y1i1-+y*dı. 
Bogenlänge s ist die Länge des auf eine Geraden ab- 
gewickelten Bogens einer Kurve zwischen 2 Punkten mit Abszissen 
a, und aq;: 


a 
ge [Vi+y’az 
a 


Berührungsgrößen: 


TangenteY“® ist die Länge der Tangente vom Berührungs- 


punkt bis zur x-Achse. 
Subtangente m ist die Projektion der Tangente auf die 


x-Achse. 


Normale = ist die Länge der Normale vom Kurvenpunkt 
bis zur x-Achse. 

Subnormale yy’ ist die Projektion der Normale auf die 
x-Achse. 

Polarkoordinaten: 

Radiusvektor r ist die Entfernung des Kurvenpunkts vom 


Ursprung. 
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Polarwinkel # ist der Winkel des Radiusvektors gegen die 
x-Achse. 


Es ist 
z=rc08% 
y=rsin®t, 
r=Vartyf, 
je 9 
I = arctg a 
ds—=Yr?’+r?d®, wenn r!’ — ar, 
' d® 


Tangentenwinkel % ist der Winkel der Tangente gegen 
den Radiusvektor: 


r_» 


tg v= r == q 

2. Krümmungszentrum &, n ist der Schnittpunkt zweier 
konsekutiven Normalen, zugleich Mittelpunkt des durch 3 konse- 
kutive Punkte gehenden Kreises. Dieser heißt Krümmungs- 
kreis, sein Radius oe Krimmungsradius. 


Es ist 
3 : 
d’y _ds_rdr_(+yNM __ (4% 


gg: dp dp y” r?+2r?—rr” 

Natürliche Gleichung heißt die Gleichung, die zwischen o 
und s für eine Kurve besteht. 

Mannheimsche Kurve ist der Ort der Krümmungszentra der 
Berührungspunkte der Kurve mit einer Geraden, auf der die- 
selbe rollt. 

Ist f(s,e)=0 die Gleichung der Kurve in natürlichen Koordi- 
naten, so ist /(@y)—=0 die Mannheimsche Kurve. 

Radiale ist der Ort der Endpunkte der parallelen und 
gleichen Geraden, welche durch einen Punkt O zu den Krümmungs- 
radien der Kurve gezogen werden. Gilt für die Kurve f(e, 9) = 0, 
so ist f(r,9)—=0 die Gleichung der Radiale. 


Evolute heißt der Ort der Krümmungszentra: 


dp d’p . 
de I: sing, 


dp . d’p 
re: das oe 


Ihr Krümmungsradius ist e, = m ihre Bogenlänge s, = 0. 
Evolvente einer Kurve ist die Kurve, deren Evolute die ge- 
gebene ist. Sie wird durch Abwicklung eines auf die gegebene 
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Kurve aufgewickelten Fadens erzeugt, wobei die einzelnen Punkte 
des Fadens die Evolventen beschreiben. 

8. Carnotscher Winkel (Deviation) xy ist der Winkel des 
Durchmessers der oskulierenden, d. h. durch 4 konsekutive Punkte 
gehenden Parabel mit der Normale: 


=. 

Der oskulierende, d. h. durch 5 konsekutive Kurvenpunkte 

gehende Kegelschnitt ist eine Parabel, wenn 

309, —40,’— I9e’=0, 
wo go, der Krümmungsradius der zweiten Evolute, d.h. der Evolute 
der Evolute. 
Deviationskurve heißt der Ort der Mittelpunkte der osku- 
lierenden Kegelschnitte. 

Sextaktisch heißen Punkte, in denen der oskulierende Kegel- 
schnitt sechspunktig berührt. 

4. Fußpunktkurve eines Punktes in bezug auf eine Kurve 
ist der Ort der Lote von dem Punkt auf die Tangenten der Kurve. 
Ist f(p, @) = 0 die Gleichung der Kurve, so ist f(r, #) die Gleichung 
der Fußpunktkurve des Ursprungs in bezug auf dieselbe. 

Man erhält die Fußpunktkurve von (ab) in bezug auf f(x y) = 0 
durch Elimination von x,%y,y’ aus dieser Gleichung und 

Of 08. 
ty 
n-y=y6—-2); n—b=— 7 = 


Invers zu einer Kurve ist eine solche, deren Radienvektoren 
:u den Radienvektoren der Kurve, welche zu denselben Polar- 
winkeln gehören, reziprok sind. 

Polarreziprok zu einer Kurve heißt eine solche, deren 
Punkte Pole der Tangenten der gegebenen Kurve in bezug auf 
den imaginären Kreis 2 + y?-+1=0 sind (siehe Höhere Geo- 
metrie 44). 

Die inverse Kurve der Fußpunktkurve des Ursprungs in be- 

zug auf eine Kurve ist zu letzterer polarreziprok. 
.. Rollkurve (Roulette) heißt der Ort eines mit einer beweg- 
lichen Kurve festverbundenen Punktes, während diese auf einer 
festen Kurve, ohne zu gleiten, rollt. Die Normale der Roulette 
geht immer durch das Momentanzentrum, d. h. durch den Be- 
rührungspunkt von fester und beweglicher Kurve. 

Eine Parallelkurve zu einer Kurve erhält man, indem man 
alle Normalen nach einer Seite um eine konstante Strecke c ver- 
längert. Ihre Gleichung ergibt sich durch Elimination von 
2, y, y' aus: | 
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2 of of. 
ee U, — (0: 
ren 
E-)+n-Yy=0 6 -DM+an=y=ec. 
Die Normale der Kurve ist auch Normale der Parallelkurve. Alle 
Parallelkurven haben dieselbe Evolute wie die Kurve. 


Trajektorien einer Kurvenschar sind die Kurven, welche 
alle Scharkurven unter konstantem Winkel « schneiden. 


Für ao —= & heißen sie Orthogonaltrajektorien. 


Man erhält die Orthogonaltrajektorien, indem man in der 
Differentialgleichung der Kurvenschar y’ durch =. ersetzt. Die 
Orthogonaltrajektorien der Normalen einer Kurve werden aus 
dieser und ihren Parallelkurven gebildet. 


5. Spezielle transzendente Kurven. 


Zyklische Kurven entstehen durch Rollen eines beweglichen 
Kreises (Gerade) auf einem festen Kreis (Gerade). 

Sie heißen Zykloidalen oder Trochoidalen, je nachdem 
der beschreibende Punkt auf der Peripherie des beweglichen 
Kreises liegt oder nicht. 

Die Zykloidale heißt Epizykloide, wenn der bewegliche 
Kreis den festen von außen berührt, oder bei Berührung von innen 
größer ist als der feste (sog. Perizykloide), Hypozykloide, 
wenn der bewegliche Kreis kleiner ist als der feste und von innen 
berührt. a 

Die entsprechenden Trochoidalen heißen Epi- resp. Hypo- 
trochoiden. 

Jede zyklische Kurve kann durch zweierlei Kreispaare erzeugt 
werden. : 

Eine Trochoidale heißt verlängert oder verkürzt, je nach- 
dem sie reelle oder isolierte Doppelpunkte hat; die Zykloidalen 
besitzen Rückkehrpunkte. 

Die Evolute der Zykloidalen ist zur Kurve ähnlich. 

Ist der feste Kreis eine Gerade, so heißt die Zykloidale 
Zykloide; deren Evolute ist zur Kurve kongruent. Die Gleichungen 
der Zykloide sind 

'z=at-asint 
'y=a-tacot 


Die Fläche zwischen einem Zykloidenzweige und der festen 
Geraden ist das Dreifache des erzeugenden Kreises; die Bogen- 
länge das Vierfache des Durchmessers desselben. 

Ist der bewegliche Kreis eine Gerade, so heißt die Zykloidale 
Kreisevolvente; die Evolute ist ein Kreis. 

Gleichungen der Kreisevolvente: 
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x=a(cost-+teint), 
y=alsint—tcost). 
Die natürliche Gleichung der Zykloidalen ist: 
8? o? 
au 
Pseudozykloiden sind Spiralen, die durch das Rollen ima- 
ginärer Kreise erzeugt werden. Sie sind ihren zweiten Evoluten 
ähnlich. 
Sie sind entweder Parazykloiden 


Y; 


8? o? 

mit reeller Spitze oder Hyperzykloiden: 
o? s? 
Ban 


mit imaginärer Spitze. 

Spiralen sind Kurven mit unendlich vielen sich umfassen- 
den Windungen. 

Ein Punkt, der von solchen Windungen umgeben wird,t heißt 
asymptotischer Punkt. 

Die archimedische Spirale r=a% gehört zu den Kreis- 
evolventen. Ä 


Die hyperbolische Spirale =; hat eine Asymptote 


I=0. 


Die logarithmische Spirale r— e“” ist ihrer Evolute ähn- 
lich. Der Winkel zwischen Tangente und Radiusvektor ist kon- 


stant. 
= = 
ee) 


Kettenlinie 
Der Krümmungsradius ist der Normale bis zur Achse gleich und 
entgegengesetzt. 

Traktrix 


Die Länge der Tangente bis zur x-Achse ist konstant; die x-Achse 
ist Asymptote. Die Evolute ist eine Kettenlinie. 
Quadratrix des Dinostratus 


2 9 


Sie hat die Parallelen y=?2r, wo r eine ganze positive oder 
negative Zahl, aber nicht Null, zu Asymptoten. 
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Die inverse Kurve: 
z sın? 


29% 
_ heißt Cochleoide; sie ist eine Spirale. 
Weiteres über spezielle transzendente Kurven [—.]. 


6. Räumliche Differentialgeometrie. 


Darstellung der Raumkurven. 
F(ey)=0; G(zy2)=0 oder 


s=o), 
— Y(t) > 
z=xıd. 


Tangente ist die Grenzlage der Verbindungslinie zweier be- 


 nachbarter Punkte: 


g— 2 n—y_5—:z 
de dy ds Dar 
Or öFoR | 
|| 08 Oy 02 | 
ee Were | ,000 00. 
6x 0y 9: | 


Normalebene ist die Ebene senkrecht zur Tangente durch 
den Kurvenpunkt: 


E—-a)de+n—- Ydy+(—zD)dz=0 oder 
Bee 


cF o0F o0F 
cz 0y 9 |=V0. 
66 0G ©G 


ex 9y 6: 
Bogenelement ist der Abstand zweier konsekutiver Punkte: 
de Va ad. 
Bogenlänge ist die Länge eines auf eine Gerade abgewickelten 
Kurvenbogens 


[vo (2) \ +) a 


een ra der Tangente: 


ea — es — x; —y; — z’ 
ds ’ P=Yy; Yy#®. 
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7. Schmiegungsebene heißt die Grenzlage der Ebene dreier 
konsekutiver Punkte: 
$—-en—y&-—z 
de dy dz |=0 oder 
. d’z d’y d’z 
(& 4 x) (y’2” Mar 2’y) + (n Ne Y) (z’ Ei BER, 2”) + (£—2) (ey Ba y’ x”) er 0. 
Binormale ist das Lot auf der Schmiegungsebene im Kurven- 
punkt: 
g$-% NV. 2..8 8 


Y Da. z y ur 2x” E a2” ; xy" — ya” 


Richtungskosinus der Binormale: 


„17 ”,_ 911 ‘ „ 17 [4 LG 


1=oly2’— ey); w=eola"— ar); v=ol@y” — yr), 
ds 


1 
YET Yan Hapr tin” 
der Krümmungsradius, d. h. der Radius des Kreises durch 
die 3 konsekutiven Punkte (Krümmungskreis). 
= heißt Krümmung. 


@ 
Der Krümmungskreis hat den Mittelpunkt: 


a=xz tig b=y+tuo; c=z-+ve. 
Derselbe liegt in der Hauptnormale. 
Hauptnormale ist die Schnittlinie der Schmiegungsebene 
und der Normalebene 


$-2_n—-y9_$—2 


= - 5 8 
„7 [27 9 


x Y 
Ihre Richtungskosinus sind: 
I=oxr’ = ou 
m= ey" = of \erste Frenetsche Formeln. 
n—=e: =ery 
Rektifizierende Ebene heißt die auf der Hauptnormalen 
senkrechte Ebene, welche die Tangente und die Binormale enthält: 


6-2” + nn Yu" + — Dz—10. 


A-+mu+rnv=0; ad+fm+tyn=V0, 
aA+pßutyr=0; P+P+Y=1, 
2-0? +v=1; ?+m’+n’=1. 
Kontingenzwinkel dv ist der Winkel zweier konsekutiver 
Tangenten: 


Es ist 


dv? — da! + dß? + dy?, aloo oe — nn: 
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Krümmungsachse ist die Schnittlinie zweier konsekutiver 
Normalebenen; sie steht im Krümmungsmittelpunkt auf der Schmie- 
gungsebene senkrecht. 

S. Torsionswinkel dr ist der Winkel zweier konsekutiver 
Schmiegungsebenen. 


Es ist d’—=di’+du?+ dv. 
Torsionsradius 
ds 1 
rY=—=--- m - FR) 
dr Le 
j | x y g’ 
wobei A= x’ y" 2’ : 
| 2” y” a | 
= l BEeR Sr’ A 
‚m ZN zweite Frenetsche 
Ze Formeln. 
N 
Paezz GE Br Bar 8,’A 
Y r 4 


RAR EE 
-heißt Torsion. 


Winkel der ganzen Krümmung do ist der Winkel zweier 
konsekutiven rektifizierenden Ebenen: 


de—= dl’ +dm’+dn, 


—ı & 
I re en 
u; = e 
‚, _—4 ß dritte Frenetsche 
Dee + 0 Formeln. 
= a r 
' Q 


Ganze Krümmung Fr — V + rr 


Rektifizierende Gerade ist der Schnitt zweier konse- 
kutiver rektifizierender Ebenen: 
ne Mann eye 
ya = 2’ y” 2” EP Ran: FA Be ey” e y” Fr 
Schmiegungskegel heißt der Kreiskegel, der seine Spitze 
im Kurvenpunkt, zwei konsekutive Tangenten als Mantellinien und 
„wei konsekutive Schmiegungsebenen als Tangentialebenen hat. 
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Seine Achse ist die rektifizierende Gerade; ihr Winkel » gegen 
die Tangente: 


r 
go=—- 
e e 


rede ist die Kugel durch 4 konsekutive 
Punkte. Ihr Mittelpunkt ist der Schnittpunkt dreier konsekutiver 
Normalebenen oder zweier konsekutiver Krümmungsachsen. Ihr 


Radius: 


Der Winkel HM des Radius der Schmiegungskugel mit der 
Binormale ist das Komplement des Winkels, den die Tangente 
der Kurve der Krümmungszentra mit der Krümmungsachse bildet. 


Es ist sin H=,- 


Der Winkel der sphärischen Torsion dT ist der Winkel 
zweier konsekutiver Radien der Schmiegungskugel. 
Es ist 


„Vet ei) 
ds Br TE 


TER 


die sphärische Torsion. 

Die Kurve der Krümmungszentra ist keine Evolute, 
da ihre Tangente nicht durch den Kurvenpunkt geht. 

9. Die abwickelbare Tangentenfläche einer Raumkurve 
ist der Ort ihrer Tangenten, zugleich die Enveloppe ihrer Schmie- 
gungsebenen; ihre Rückkehrkante ist die Raumkurve selbst. 

Die abwickelbare Polarfläche ist der Ort der Krüm- 
mungsachsen, zugleich die Enveloppe der Normalebenen. Ihre 
Rückkehrkante ist der Ort der Mittelpunkte der Schmiegungs- 
kugeln (Polkurve). 

Die rektifizierende Abwicklungsfläche ist der Ort der 
rektifizierenden Geraden, zugleich Einveloppe der rektifizierenden 
Ebenen. Bei Abwicklung dieser Fläche in eine Ebene geht die 
Kurve in eine Gerade über. 

Die Evolventen einer Raumkurve sind die Orthogonaltrajek- 
torien der Erzeugenden der abwickelbaren Tangentenfläche der 
Raumkurve. 

Die Evoluten sind die Rückkehrkanten der abwickelbaren 
Flächen, deren Erzeugende Normalen (d. h. Gerade durch den 
Kurvenpunkt in der Normalebene) der Raumkurve sind. Sie liegen 
alle auf der abwickelbaren Polarfläche. 

Weiteres über Differentialgeometrie der Raumkurven [—.]. 
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10. Darstellung der Flächen: 
F(zyz)=0 oder z2=f(xzy) oder 
z=gpUu,0; y-ylu,v); 2=xW,v). 
Tangente ist eine Gerade durch zwei benachbarte Flächen- 
punkte. 


Alle Tangenten der Fläche in einem Punkt x, y, z liegen in 
einer Ebene, der a 


Normale heißt das Lot im Flächenpunkt n der Tangential- 
ebene: 


2 — 


$-ı2 _.n-y_$—2 
eF oF 9F' 
0x ey 02 

Normalschnitt heißt ein ebener Schnitt der Fläche durch 
die Normale. 

Satz von Meünier: 

Geht ein schiefer Schnitt und ein Normalschnitt durch die- 
selbe Tangente, so ist der Krümmungsradius des schiefen Schnitts 
im Kurvenpunkt gleich der Projektion des Krümmungsradius des 
Normalschnitts auf die Ebene des schiefen Schnitts. 

Indikatrix heißt die Schnittkurve der Fläche mit einer zur 
Tangentialebene parallelen, unendlich benachbarten Ebene. Je 
nachdem die Indikatrix eine Ellipse, Parallelenpaar oder Hyperbel 
ist, heißt die Fläche in dem Punkt elliptisch, parabolisch, hyper- 
bolisch gekrümmt. 

Eulerscher Satz. Die Krümmungsradien der Normalschnitte 
verhalten sich wie die Quadrate der Halbmesser der Indikatrix, 
welche zu den Flächentangenten, durch die erstere gehen, 
parallel sind. 

Nabelpunkte sind Punkte mit kreisförmiger Indikatrix. 
Sind x, y, 2 in Funktion der Parameter gegeben, so stellt eine 
Beziehung zwischen % und » eine Flächenkurve dar. Ins- 
besondere heißen «= const. und 9 = const. Parameterkurven. 


11. Fundamentalgrößen 1. Ordnung: 


++ 


0% 0% 7 z 
z ne Tag 


ou 6v du 6V 


ORORaER 
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Weitere Abkürzungen: 


o=eg—f? 
1 0e ‚_10öe ” 109 ,0f 
eg Tg zur n 
...410e , of, ‚ 120g „_10g 
Kir rar? du "TU 
my —nf ‚, mg—nf „. mW g—n”f 
= FT = ur Ps zus ö? Be 
ne—mf ‚ ne—mf „» we—m”f 
TEE nr —— FX ’ ö? 


Linienelement ds: 
ds’—= edu? +2 fdudv + gav?. 


Winkel®# zweier Kurven durch xyz, deren Fortschreitungs- 
richtungen du: dv und d,u:d,v sind: 


edud,u+f(dudv+dvd,u) + gdvd,v 


cos $ — Eee 
i d(dud,v— dvd, “ 
mg 
Winkel » der Parameterkurven: 
c80— = RER of. 
eg eg 


Ist f=0, so stehen die Parameterkurven aufeinander senk- 
recht. 

Flächenelement do=dödudrv. Sind a,b, c die Richtungs- 
cosinus der Flächennormale, «, ß,y, und a, ß, y; diejenigen der 
Tangenten der Parameterkurven, so ist: 


++ del; sw’ +ß’tn'=l, 
three ns th + NY = com, 
an, Hbf, ten=I0; a, +6, +09, =. 


Veg: By, 1 duou Er 


ur E IB 92 | 8 |0y 9x 
‚Ov 0V 

1 0x 1 0x 
= —a, =; oo; 


Ve de 
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12. Fundamentalgrößen 2. Ordnung: 


Din du dm, 
ou? du 0% | 
FRA: oz 1 ydyoyı! 
er u at te ou? 6 Pre 
Dr2 08 De 
du: du =. 
da 0x oc 02 
zu -(5 ou Hr z a su) 
0x 0x 0% 
oudv du dv! 
, 1,0% 0y dy 
Es tt te 3 5 Hude du Ar! 
0°z 02 02 
oudv ou dv. 
_ __ [ga0x | oboy de 22) 
. (Baar + dvou | dvou 
... fdadx | oböy | de oz 
= (Sun ade tem)" 
02 08 0% | 
ee ev. 
; 1 ı0’yoy oyı 
nz rbgnte, A 8,00 cu dv; 
0°2 02 02 | 
cv! du Or! 


Krümmungsradius e der Flächenkurve von der Fort- 
schreitungsrichtung du: dev: 
__ edu’+2fdudv+ gdv? 
 ddu?+2d’dudvo+ d’dv? 
Der Punkt ist ein Nabelpunkt, wenn 
u e:[:9=d:d:d. 
Hauptkrümmungsradien oe, und o, heißen die Krümmungs- 


radien der Normalschnitte durch die Achsen der Indikatrix (Haupt- 
schnitte). Sie sind die Wurzeln der Gleichung: 


(da’— d’)g? — (ed’—2fa+gdeteg— =. 
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j 1 1 
Hauptkrümmungen sind die reziproken Werte und 


E e 

der Hauptkrümmungsradien. 

Mittlere Krümmung Äh ist die Summe der Hauptkrüm- 
mungen 


RL 1 _ ed’—2fd+gd 


0, 03 6 
Krümmungsmaß * ist das Produkt der Hauptkrümmungen: 
1 _dd’—d” 
a % 6° 


Bei den Rotationsflächen sind die einnaungerddien: 
der Krämmungsradius des Meridians und die Normale bis zur 
Drehachse. 

Zwei Richtungen heißen konjugiert, wenn sich die Tan- 
gentialebenen in den Endpunkten je einer derselben in einer zur 
andern parallelen Geraden schneiden; sie gehören alsdann zu kon- 
Jugierten Durchmessern der Indikatrix. 

Die Parameterkurven sind konjugiert, wenn d=0. 


13. Krümmungslinien erhält man, indem man in jedem 
Flächenpunkt in der Richtung der Hauptschnitte, also der Achsen 
der Indikatrix fortschreitet. Durch jeden Punkt gehen zwei Krüm- 
mungslinien, die aufeinander senkrecht stehen und deren Rich- 
tungen zueinander konjugiert sind. 

Differentialgleichungen der Krümmungslinien: 


(ed’— faydu? + (ed’— gd)dudv + (fd’— ga’)dv’=0. 


‘Die Parameterkurven sind Krümmungslinien wenn: f=0; d—=0. 
Die Krümmungslinien einer F, werden durch Konfokale F, aus- 
geschnitten. 

Die Flächennormalen in zwei benachbarten Punkten einer 
Krümmungslinie schneiden sich. Der Ort dieser Schnittpunkte, 
welche zugleich Krümmungszentra von Hauptschnitten sind, heißt 
Zentrafläche. 

Die zum Punkt (x, y, z) gehörigen zwei Punkte (£, n, &) der 
Zentralfläche ergeben sich aus: 


(dd’ - De ae DENT Ku 


Asymptotenkurven (Haupitingentenkusten) erhält 
man, indem man in den Richtungen der Asymptoten der Indi- 
katrix fortschreitet. Der Krümmungsradius eines Normalschnitts 
durch eine solche Richtung wird unendlich groß. Die Schmie- 
gungsebene der Flächenkurve fällt in die Tangentialebene der 
Fläche. Differentialgleichung der Asymptotenkurven: 


ddu’+2ddudv+ d’dv’—=d. 
10* 
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Die Parameterkurven sind Asymptotenkurven für d=d"—=0. 
Für die Punkte der parabolischen Kurve, d.h. die Punkte, 
in denen die Fläche parabolisch gekrümmt ist, fallen die Rich- 
tungen der Asymptotenkurven zusammen. 

Satz von Joschimsthal: Die Tangentialebenen längs einer 
ebenen Krümmungslinie bilden mit der Ebene derselben einen 
konstanten Winkel. 

Satz von Dupin: Drei Systeme orthogonaler Flächen schneiden 
sich gegenseitig in Krümmungslinien. Beispiel: Konfokale F,. 

Geodätische Linien sind solche Flächenkurven, deren Schmie- 
gungsebene in jedem Punkt die Flächennormale enthält. Die geo- 
dätische Linie ist im allgemeinen die kürzeste Flächenkurve 
zwischen zwei Flächenpunkten. 

Differentialgleichung der geodätischen Linien: 

_ ledu+ fdav mdu? +2mdudv +m’dv’ed’u+ fa’v 

 Ifdu+gdvo ndu?+2ndudv+ nd +fdut gd?v 

'a dx d’x| 
= b dy d’y n 
ee dz d’ 

14. Sphärische Abbildung der Fläche. 

Man ordnet jedem Punkt (xyz) der Fläche den Endpunkt 
(XYZ) des zu seiner Flächennormale parallelen Radius einer 
Kugel vom Radius 1 zu. 


Dann ist für diese Kugel (auf die sich die großen Buchstaben 
beziehen): 


B=(62) + =dh- ck, 


ou 
F=-dh—fk, 
G=d’h—gk, 
A=k6, 


dS?—=h(ddau? + 2ddudv + d’dv!) — kledu?+2fdudv+ gav?) 


D=-E;, D=-F;, D--@G. 

Die Krümmungslinien bilden sich als Orthogonaltrajektorien ab. 

Das Bild einer ebenen Krümmungslinie ist ein Kleinkreis. 

Minimalkurven heißen die (imaginären) Flächenkurven, für 
welche ds’=0. 

Die Tangenten derselben schneiden den unendlich fernen 
u. Die Parameterkurven sind Minimalkurven, wenn 
ee = g = 

Ist 5 e=9g; f=0, so bilden die Parameterkurven ein 
isometrisches Kurvensystem, d. h. sie teilen die Fläche in un- 
endlich kleine Quadrate. 
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Gleichungen von Codazzi: 


od 9d „ 
Zu u rd-(d-Dd—ad”, 
dd" od 


DE 7, Id Pd pd. 
Gaußsche Gleichung: 
dd’—d° 3. (e (238-2 „ur ea, ? 2\) 
eg-f 48? \ \dv 90 ou 0vV 


de ö9g_ dedg „of 09 „de of of of 
air 2 rd ae 7 Pr 3) 


De 


de og of de 
+ nt =) 


te) 


15. Minimalflächen (Elassoide) heißen die Flächen von der 
mittleren Krümmung Null. 


ed’— 2fd+gd = 

Die Minimalkurven derselben sind onen die Asymptoten- 
kurven stehen aufeinander senkrecht. 

Die sphärischen Bilder der Minimalkurven auf diesen Flächen 
sind Minimalkurven und zugleich Asymptotenkurven der Kugel. 

Die sphärischen Bilder isometrischer Kurven sind isometrisch. 

Die sphärische Albildung ist konform. 

Sind U und V resp. Funktionen von u und v allein, so ist 
das Linienelement einer Minimalfläche: 


ds= UV(1-+uv)dudv. 
Krümmungslinien Udu? — Vav’—=d. 
Asymptotenkurven Udu?+ VYdv’—=0. 
Die Punkte der Fläche sind: 


— fe — uN)Udu+ ‚fu -envas, 


vo;,fe + u?) Udu — / (1+vN)Vdv, 


:— [uUdu+ | vvar. 


Weiteres über Minimalflächen [—]. 

Geodätische Krümmung ist die Orthogonalprojektion der 
Krümmung einer Flächenkurve auf die Tangentialebene der Fläche. 

Durch Abwicklung der von den Ebenen durch die Linien- 
elemente der Flächenkurve senkrecht zu den Flächennormalen er- 
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zeugten Abwickelbaren in eine Ebene geht die Krümmung der 
Flächenkurve in die geodätische Krümmung über. 

Für die Asymptotenkurven ist die Krümmung gleich der geo- 
dätischen Krümmung, die Torsion gleich der Quadratwurzel aus 
dem negativen Krümmungsmaß. 

Verallgemeinerung des Satzes von Joachimsthal: 

Wenn sich zwei Flächen in einem Punkte schneiden, der für 
jede von beiden Krümmungslinie ist, so ist der Winkel der Flächen- 
normalen in jedem, Punkt der Schnittkurve konstant. 

Näheres über Flächentheorie [—]. 

16. Kubatur ist die Inhaltsbestimmung krummflächig be- 
grenzter Körper. 

Inhalt des Körpers zwischen Drehfläche der Kurve y=f(x) 
um die z-Achse und den Ebenen z=a und z=b: 


V-= [wir 


Inhalt des Körpers te den Zylindern y=f(x); 
z=9(x) und den Ebenen en z=0; =a,ı=b 


v= (gran. 
a 


Inhalt des Konoids, das durch die Leitlinien y= f(x), 
z=0 und z2=g(x), y=0 und die Richtebene = 0 bestimmt 
ist, zwischen den Ebenen =a und z=b: 


b 


V= 4 [yrae. 


a 
Inhalt des Körpers zwischen Fläche z=f(x); Zylinder 
y=ygy(x) und y=Y(z); Ebenen 2=0, zx=a und x =b: 
b ıb(&) 
I zdydız. 
a p(a) 
Kubatur in Kugelkoordinaten: 
Inhalt des Körpers zwischen Fläche = f(p,#) den Kegeln 
g=Y(®) und g=y(®) und den Ebenen $=a und $=ß 
229 
1 
ME r’cosgdpd#. 
a (9) 
Kubatur in Zylinderkoordinaten: 
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Inhalt des Körpers zwischen Fläche z—f{r,8), Zylinder 

r=o(#) und r=%(®) und Ebenen $=« und $=Pß 
v(9) u 
’- R zrdrd®. 
@ (9) 

17. Koömpian ation ist die Bestimmung krummer Öber- 
flächen. 

Fläche des Zylinders y=f(«), die durch den Zylinder 
z=g(x), die Ebene z=0; 2=a, x—=b begrenzt ist: 


0- f- vit y?de. 


Fläche der durch Deikung der Kurve y=f(x) um die x-Achse 
entstehende Drehfläche, die von den Denen z=a und c<=b 
begrenzt wird: 


0= 2x (yYitytde 
[7 


Fläche, die auf der Oberfläche z= (xy) durch die Zylinder 
y=g(a); y=Y(x) und die Ebenen x =a; x—=b begrenzt wird: 


o- (Var avae 


Komplanation in Kugelkoordinaten: 
Fläche, die auf der Oberfläche r—= @®) durch die Kegel 
9=Y(F) und 9=y,(#) und die Ebenen $=«; #=Pß begrenzt ist: 


SV Herr Oo) 


Kosssisnalion in alas: 
Fläche, die auf der Oberfläche 2=/(r,#) durch die a 
=9(9) und r— (9) und die Ebenen =« und $=ß b 
grenzt ist: 
w(9) 


(1 02 
0= JVı+() (- (422) rdrd®. 


18. Eine Ba eeifidehe zu einer Fläche ist der Ort der 
supunkke auf allen Normalen letzterer abgetragenen konstanten 

ecken. 

Fußpunktfläche heißt der Ort der Fußpunkte, der von 
einem festen Punkt auf alle Tangentialebenen . gefällten Lote, 
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Transzendente Flächen. 


19. Die windschiefe Schraubenfläche wird erzeugt von 
einer Geraden, die eine Schraubenlinie schneidet und deren Achse 
unter rechtem Winkel trifft: 


Y 2 
-—- tg > 
Sie ist eine Minimalfläche. 

Die abwickelbare Schraubenfläche wird durch die 
Tangenten einer Schraubenlinie erzeugt. 

Die Kugel ist eine Fläche konstanten positiven Krümmungs- 
maßes. Konstantes negatives Krümmungsmaß hat die Pseudo- 
sphäre, welche durch Drehung der Traktrix um ihre Asymptote 
entsteht. 

Weiteres über transzendente Flächen [—.]. 
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20. Loxodrome einer Drehfläche heißt eine Kurve, welche 
die Meridiane derselben unter konstantem Winkel schneidet. 

Loxodrome des Kreiszylinders ist die Schraubenlinie: 
x=acost; y=asint; 2=«t. Der Krümmungs- und Torsions- 
a? u? a?-+.«? 
— 7 TeBp. : )- 

Loxodrome des Kreiskegels ist die Kurve z=atcost; 

—=atsint; 2=«t. Die Horizontalprojektion ist eine archi- 

medische Spirale. 

Loxodrome der Kugel ist: 


7 t 
x = C08 6 C08 («1 eot (F- a) y 


y = sin t cos («1 cot (7 — 5)) ; 


z=sint. 
Weiteres über transzendente Raumkurven [—.]. 


radıus sind konstant ( 


Angewandte Mathematik. 


1. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Ein Ereignis ist eine Zustandsänderung in der Zeit. 

Eine Ereignisklasse, d. h. eine Menge von Ereignissen, 
wird als Ursache einer andern Erzeugnisklasse angesehen, wenn 
regelmäßig jedem Ereignis der ersten Klasse ein solches der 
zweiten Klasse folgt und einem Ereignis der zweiten Klasse ein 
solches der erstern vorhergeht. 
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Eine Ereignisklasse heißt einfach, wenn ihre Elemente eine 
gewisse Verwandtschaft zeigen. 

Der Zusammenhang zwischen einer einfachen Ereignisklasse 
und ihrer Ursachsklasse heißt gesetzmäßig (zufällig), je 
nachdem die Ursachsklasse einfach (nicht einfach) ist. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die zahlenmäßige 
Untersuchung der zufälligen Zusammenhänge der Ereignisse. 

Wahrscheinlichkeit einer Erscheinung ist die Zahl der 
der Erscheinung günstigen Fälle, geteilt durch die Zahl der 
überhaupt möglichen Fälle, vorausgesetzt, daß die Fälle alle 
gleichwertig sind. 

Zerfällt nämlich eine Klasse von Erscheinungen in n Teil- 
klassen, so nennen wir diese gleichwertig oder Elementar- 
klassen, wenn nach dem Stand unseres Wissens kein Grund 
vorliegt, daB eine zu beurteilende Erscheinung eher zur einen 


oder zur andern Teilklasse gehört. Dann ist — die Wahrschein- 


lichkeit, daß die Erscheinung zu einer bestimmten Elementar- 
klasse gehört. 

Gehört eine Erscheinung zu einer Teilklasse, welche aus 
m Elementarklassen besteht, so ist ihre Wahrscheinlichkeit: 


v—m:n. 
w=1 heißt Gewißheit, 
w— 0 „ Unmöglichkeit. 


Die Bewährung der Angaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
in der Erfahrung ist nicht sicher, sondern nur sehr wahrschein- 
lich. Bei wiederholten Versuchen haben die mittleren Werte die 
größte Wahrscheinlichkeit, doch treten bisweilen auch extreme, 
d. h. sehr unwahrscheinliche Fälle ein. 

Gehört eine Erscheinung resp. mit den Wahrscheinlichkeiten 
w, und w, zu zwei Klassen &, und E,, die keine gemeinsamen 
Elementarklassen haben, so gehört sie mit der totalen Wahr- 
scheinlichkeit w, + w, zu der aus E, und E, bestehenden Klasse. 

Gehört eine Erscheinung resp. mit den Wahrscheinlichkeiten 
w, und w, zu zwei Klassen E, und F,, so ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß zugleich jede zu ihrer Klasse gehört, w, : w,; dabei 
müssen die Ereignisse voneinander unabhängig sein, d.h. die 
Wahrscheinlichkeit des einen darf nicht dadurch verändert werden, 
daß man weiß, daß das andere zu seiner Klasse gehört. 


2%. Gesetz der großen Zahlen von Jac. Bernoulli: 

Sind unter n möglichen Fällen a einer Erscheinung günstige 
und es wird der Versuch, die Erscheinung hervorzurufen, r-mal 
wiederholt, darunter «-mal mit günstigem Erfolg, so nähert sich 
die Wahrscheinlichkeit, daß «:r vom Wert a:n der Wahrschein- 
lichkeit beliebig wenig abweicht, mit wachsendem r unbegrenzt 
der Gewißheit. 
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' Bayessches Prinzip: 

Die Wahrscheinlichkeit, daß eine Erscheinung « aus der Ur- 
sachenklasse A stammt, ist. gleich dem Produkt der Wahrschein- 
lichkeit von A mit der Wahrscheinlichkeit, daß A der Erscheinung 
günstig ist, geteilt durch die Wahrscheinlichkeit von « überhaupt. 

Dispersion heißt die Verteilung der empirischen Bestim- 
mungen einer Erscheinung von der Wahrscheinlichkeit p aus 2 
Versuchsreihen von je s Versuchen, bei welchen die Erscheinung 


je m, -- ., m,-mal eintreten möge. Die Quotienten 
M, Mg Mm, 
s 8 8 


gruppieren sich um p. 

Die Dispersion heißt normal, wenn die realen Bedsanz 
konstant und die Einzelfälle in allen Versuchsreihen voneinander 
unabhängig sind. 


Alsdann ist die Anzahl der Quotienten -. ... —, die in ein 


Intervall p£y V ? e= P) zu liegen kommen: 


2h 127 
re € 
wo h das Maß der Genauigkeit der Beobachtungen. 
Ist die Anzahl der Quotienten kleiner (größer) als diese 


Zahl, so heißt die Dispersion übernormal (unternorma)). 
Weiteres über Wahrscheinlichkeitsrechnung [—.]. 


dt, 


3. Fehlerrechnung. 


Beobachtungsfehler sind entweder systematische, für 
welche eine bestimmte Ursache vorauszusetzen ist, oder zufällige, 
die nicht vorwiegend in einem Sinne schwanken. 

Der wahrscheinlichste Wert, der sich aus mehreren Messungen 
derselben Größe ergibt, ist das arithmetische Mittel. 

Als Gewicht legt man dem mittelsten &—= $,, unter den der 
Größe nach geordneten Werten der Messungen L verein. SALE 


Zahl p„=1, einem andern Wert &, das Gewicht p, = 
bei, so ist: En—&r 
sr SB. 


2%, +P2+ 
Der durchschnittliche Fehler ist: 


1 


ur, 
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er ist das arithmetische Mittel der absoluten Beträge aller Be- 


obachtungsfehler. 
Der wahrscheinliche Fehler: 
_ 0,47694 
OR 


ist der mittlere der dem absoluten Wert nach geordneten Fehler. 
Der mittlere Fehler: 


1 
| | e V2h 

ist die Quadratwurzel aus dem arithmetischen Mittel der Quadrate 
der Beobachtungsfehler. | 

Das Gewicht einer Beobachtung ist dem Quadrat des mitt-. 
leren Fehlers umgekehrt proportional. 

Bei der Ausgleichung durch die Methode der kleinsten 
Quadrate wird derselbe so klein als möglich gemacht. 

Weiteres über Fehlerberechnung, ferner über Versicherungs- 
mathematik, Biometrie und politische Arithmetik [—]. 


4. Numerisches Rechnen. 


Rechenproben. | 

Eine Zahl ist durch 2” resp. 5” teilbar, wenn es die r letzten 
Ziffern sind. 

Eine Zahl ist durch 3 resp. 9 teilbar, wenn es die Summe 
der Ziffern ist. 

Eine Zahl ist durch 11 teilbar, wenn die Summe der 1.,3.,... 
Ziffer gleich der Summe der 2., 4., ... oder die Differenz beider 
Summen durch 11 teilbar ist. 

Der Fehler einer Summe (Differenz) ist höchstens gleich der 
Summen der Fehler der einzelnen Glieder. 

Mathematische Tafeln. 

Vierstellige Logarithmen. 

Die Tafel enthält die vierstelligen Mantissen der gewöhnlichen 
Logarithmen von 1 bis 1000. 

Die Kennziffer des Logarithmns einer Zahl > 1 mit r Stellen 
vor dem Komma ist r— 1; die Kennziffer eines Dezimalbruches 
mit r Nullen hinter dem Komma ist 9—r, wobei — 10 zu er- 
gänzen ist. 

Vierstellige Tafel der gewöhnlichen Logarithmen der Sinus, 
Tangenten, Cotangenten und Cosinus der Winkel 0° bis 90° von 
15 bis 15 Bogenminuten. 

Vierstellige Tafel der gewöhnlichen Logarithmen der hyper- 
bolischen Sinus und Cosinus (Sin und Coj) im Intervall. 

Vierstellige Tafel der Quadrate der Zahlen 1 bis 1000. 

Weitere mathematische Tafeln [—]. 
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Rechenapparate. 

Rechenbrett ist ein Rahmen mit je 10 auf parallelen Drähten 
verschiebbaren Kugeln. 

Die Neperschen Rechenstäbchen sind eine bewegliche, 
aus Streifen bestehende Multiplikationstafel. 

Die Rechenmaschinen sind entweder Additionsmaschinen 
mit Zählwerk oder Multiplikationsmaschinen, welche außerdem 
ein Schaltwerk besitzen. 

Der Rechenschieber beruht auf der Verschiebung zweier 
kongruenter paralleler logarithmischen Maßstäbe gegeneinander. 

Gleichungswagen sind Apparate zur Lösung von Glei- 
chungen durch die Gleichgewichtslagen eines beweglichen starren 
Körpers oder Körpersystems. 

Planimeter (Integratoren) sind Instrumente zur Ermittlung 
von Flächenräumen. 

Weiteres über Rechenapparate [—.]. 
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Graphische Auflösung der Gleichung f(x)= 0 durch Bestim- 
mung der Schnittpunkte der Kurve y= f(x) mit der x- Achse. 

Auflösung der Gleichung f(xz)=9y(x) durch Bestimmung der 
Abszissen der Schnittpunkte der Kurven: 


y—f(a) und y=g(). 

Auflösung eines Systems linearer Gleichungen durch graphische 
Elimination, wobei die gegebenen Gleichungen durch Punktreihen 
auf parallelen Geraden dargestellt werden. 

Bei logarithmisch geteiltem Grundmaßstab wird die Multipli- 
kation und Division unmittelbar durch Aneinanderfügen von 
Strecken bewirkt, die Addition durch die ein für allemal ge- 
zeichnete Additionskurve 2 =1t: 


y-1(1+4-): 


Aus einer Gleichung y= f(x) erhält man ihr logarithmisches 
Bild en= f(e); dann kann man die Gleichung f, (J)=f,(r) auf- 
lösen, indem man die logarithmischen Bilder von y=f, (x) und 
y=f,(x) zum Schnitt bringt. 

Nomographie ist die Lehre von den graphischen Tafeln, 
bei welchen Gesetze zwischen Größen durch die gegenseitige Lage 
geometrischer Elemente gegeben sind, so daß der Wert einer der 
Größen durch Ablesen mechanisch gefunden werden kann. 

Darstellung der Funktion z=f(xy) durch die Cartesische 
Tafel mit den Isoplethen: 


f(ay) = const. 
Auflösung der trinomischen Gleichung: 
2" +a:”"+b=0 
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durch die Tafel mit den geradlinigen Isoplethen: 


zZ" = we" +y=°, 
wo z der Parameter der Isoplethenschar. 
Anamorphose heißt die punktweise Transformation einer 
Cartesischen Tafel. 


6. Vektoranalysis. 


Ein Vektor ist eine gerichtete Größe im Raum derart, daß 
die Gesamtheit der Werte, die die Größe annehmen kann, um- 
kehrbar eindeutig und stetig der Gesamtheit der von einem Raum- 
punkt ausgehenden Strecken zugeordnet werden kann. 

Ein Vektor ist entweder ein Verschiebungsvektor (po- 
larer Vektor), dargestellt durch eine einfache Strecke, oder ein 
Drehungsvektor (axialer Vektor oder Bivektor), dargestellt 
durch ein Parallelogramm von bestimmtem Umlaufsinn oder 
Normalenrichtung. 

Skalar heißt eine nicht gerichtete Größe, deren Werte um- 
kehrbar eindeutig einer Reihe reeller Zahlen zugeordnet werden 
können. 

Die Vektoren sollen mit deutschen, die Skalare mit latei- 
nischen Buchstaben bezeichnet werden; |a| bedeutet die Länge 
des Vektors a. 

Ein parallel mit sich verschiebbarer Vektor heißt frei, ein 
nur in seiner Richtungslinie verschiebbarer gebunden. 

a+b und a—b sind die Diagonalen des aus den Vektoren 
a und b gebildeten Parallelogramms. 

Ein Vektor von der Länge 1 heißt Einheitsvektor. 

Jeder Vektor kann in Komponenten parallel zu drei auf- 
einander senkrechte Achsen zerlegt werden. Sind i, j, f die Ein- 
heitsvektoren parallel zu diesen Achsen, so ist: 


=aitaitat, 
bebi+tbitrbt. 

Inneres Produkt zweier Vektoren a und b ist der Skalar: 
ab=Ja|-|b|-cos (ab) 


=ab tab, +a,b,; 
also ab=ba. un nz . 


Ferner ist: 
era. 
Herten 
Äußeres Produkt zweier Vektoren ist der Bivektor: 
ij 4 
[a,b]=Ja|-|b!-sin(a,b]=|a, a, a,. 
bb b 


Seine Länge ist das von a und b gebildete Parallelogramm. 
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Es ist: 

[a,5]j=—[b,a], 
iil=[iil=[fil=0, | 
i=-[Hl=i; fU=-[ill=ij, 
il=-lMilst. 

Ferner: 
a 0 U | 
c[a,b)=| 5b 5 b 
ı a @ 6 


das Parallelepiped, dessen Seiten a, b, c sind (Vektorfluß),. Das 
selbe ist ein Drehungs- oder Pseudoskalar. 
Es ist ferner: | 


fatb, 3] = (ca)b — (ba)c. 3 
also ein Vektor, 
[ab][ed] = (ac)(bd) — (be)(ad) 


ein Skalar, | 
[tabjted)] = c(lab}d) — d(Lab]c) 
ein Bivektor. 
Ist a=aä ein von dem Skalar t abhängiger Vektor, wo a 
seine Länge, ä sein Einheitsvektor, so ist seine Ableitung nach t: 
da _da dä 
er 


wobei dä ein Vektor, der auf ä senkrecht steht. | 
Ist V(xyz) eine skalare Funktion des Ortes, so ist der Vektor: 


oV.,cV.,0oV 
I RE AR er 
2 de" r 0y Ir 02 
der Gradient, er hat die Richtung der stärksten Änderung 
von V. V heißt nabla. 
Der Gradient steht auf der Niveaufläche V = const. senkrecht. 
Ist = V,i+ Y,i+ V,t ein Vektor, so ist: 
| _0V, ,0oV, ,oV, 
Ren 
— div® 
die Divergenz oder Dichteverminderung. Sie ist ein Skalar 
und verschwindet beim quellenfreien Vektorfluß. 


Ferner ist: . j 
ve) 
—= ceurl ® 


ist ein Bivektor, seine Richtung diejenige der Momentanachse 
der Drehung. Er verschwindet beim wirbelfreien Vektorfluß. 
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Es ist 
div(ab)=adivb +bVu, 
eurl(ab)=acurlb — [bVa], 
divfabl= —acurlb+bcurla, 
eurl[fab]=adivb — (aV)b+(bV)a— bdiva, 


[VVa]=0; V(Va)=iAa, +iAa, +f!Aa,, 
0°’ a, 


v[va]=0; [V[Vva]] -i(Aa, = = +i(4., 5.) 


0° a 
+1(0 — 3e) 

Weiteres über Vektoranalysis [—]. 

7. Quaternion heißt der Quotient zweier Vektoren. Sie 
hängt von dem Längenverhältnis der Vektoren (Tensor), von der 
Neigung derselben (Winkel) und von der auf beiden senkrechten 
Richtung (Achse) ab, diese ist positiv auf der Seite, von welcher 
gesehen die Drehung vom Divisor zum Dividenden im Sinne des 
Uhrzeigers erfolgt. 

Reziprok heißt eine Quaternion zu einer gegebenen, wenn 
sie aus ihr durch Vertauschung von Divisor und Dividend entsteht. 

Konjugiert heißen zwei Quaternionen, wenn sie gleiche 
Tensoren und Winkel, aber entgegengesetzte Achsen haben. 

Entgegengesetzt heißen zwei Quaternionen, wenn ihre 
Nenner gleich, ibre Zähler gleich und entgegengesetzt sind. 

Eine Quaternion heißt Radial oder Versor, wenn ihr Tensor 
gleich 1 ist. 

Versor einer Quaternion heißt das Radial, in das sie 
übergeht, wenn man den Divisor und Dividenden durch Einheits- 
vektoren von derselben Richtung ersetzt. Dann kann die Qua- 
ternion g als Produkt eines Tensors Tg und eines Versors Ug 
aufgefaßt werden. 

Norm heißt das Produkt zweier konjugierter Quaternionen 
oder das Quadrat des Quotienten der Längen der beiden Vektoren. 

Die Quaternion kann dargestellt werden: 


=, tmitmitat 
und besteht aus dem Skalar a, und dem Vektor: 
aitaitaf. 
Modul der Quaternion ist: 
e=-Vataitdta}. 
Achse derselben: 
en a 
Vr+ata 
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Argument derselben: 


Adtata 


3tatata 
q=e(cos« + sine). 


& = arcsin 


Dann ist: 


Für konjugierte Quaternionen haben die Achsen gleiche und 
BEE ng Inte Werte; ihr Produkt ist gleich dem Quadrat des 
Moduls. 

Weiteres über Quaternionen [—]. 

8. Darstellende Geometrie [—.|. 

9. Kristallographie [—] 


Mechanik. 


Von Professor Dr. H. Liebmann. 


Die Mechanik zerfällt in die Statik (Lehre von der Zusammen- 
setzung und vom Gleichgewicht der Kräfte) und die Dynamik 
(Bewegung unter dem Einfluß von Kräften). Zur Vorbereitung auf 
die Dynamik schalten wir einiges aus der Kinematik ein, d.h. 
der rein geometrischen Bewegungslehre. 


A. Statik. 


I. Zusammensetzung und Geometrie der Kräfte. Kräfte, 
die in einem Punkt angreifen, heben sich auf, wenn sie 
gleiche Stärke und entgegengesetzte Richtung haben. 

Kräftepolygon: Beliebig viele Kräfte in einem Punkt können 
durch eine einzige Kraft (Resultante) ersetzt werden. Die Re- 
sultante wird der Richtung und Größe nach dargestellt durch die 
Verbindungslinie des Angriffspunktes P mit dem Endpunkt eines 
offenen Polygonzuges, der in P beginnt, und dessen einzelne Seiten 
in Richtung und Größe mit den einzelnen Kräften (Komponenten) 
übereinstimmen. 

Ist K die Größe (Intensität) der Kraft, und sind «, f, y die 
Winkel, welche sie mit den Achsen eines rechtwinkligen Achsen- 
systems einschließt, so sind: 


X=Kcose, Y=Kcosß, Z=Kcosy 


die (rechtwinkligen) Komponenten in Richtung der drei Achsen. 
Die Komponenten X, Y, Z der Resultante R von den in P an- 
greifenden Kräften K, (X, Y, Z)5 BR (%, 2,2); - . -; RK. X, Yn 2) 


sind: 
Z=X, +%,+°-+X, 
r=Y, +,+'.+r% 
Z=A, tt + 
Kräfte am starren Körper. 
Am starren Körper kann jede Kraft in ihrer eigenen Angriffs- 
linie verlegt werden (die Kraft ist ein „linienflüchtiger Vektor“). 


Kräftepaar (Koppelkraft) heißen zwei Kräfte gleicher Inten- 
sität K und entgegengesetzter Richtung. 
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Ist a der Abstand der beiden (parallelen) Angriffslinien, so ist 
das Moment der Größe nach gleich X -a und wird in der Ebene, 
d.h. auf der starren Scheibe mit positivem oder negativem Vor- 
zeichen versehen, je nachdem, von einem Punkt zwischen den 
Angriffslinien gesehen, die Kräfte nach links oder nach rechts 
weisen. 

Das Kräftepaar kann niemals durch eine Einzelkraft ersetzt 
werden, dagegen (zunächst in der Ebene) durch jedes andere 
Kräftepaar mit gleichem Moment. Verschiedene Kräftepaare in 
der Ebene können durch ein einziges resultierendes Kräfte- 
paar ersetzt werden, dessen Moment gleich der Summe der 
Momente der einzelnen Kräftepaare ist. 

Wirken in der Ebene an den Punkten 2,9, , 22%, -. . die 
Kräfte K, (X, , Yı),K,(X,,Y,), . . ., so können sie ersetzt werden 
durch eine resultierende Einzelkraft K (X, Y) im Koordinaten- 


anfang: 
X\=DX%, Y=DT, 


zusammen mit dem resultierenden Kräftepaar: 


M = DV; — X;y) 
(sind X, Y und M alle drei null, so besteht Gleichgewicht). 

Kräftepaare im Raum. Im starren Körper kann jedes Kräfte- 
paar beliebig gedreht und parallel verschoben werden. Es wird 
dargestellt durch eine Strecke (einen Vektor) von der Länge K -a, 
wo K und a wieder Intensität der Kräfte und Abstand der An- 
griffslinien bedeutet; der Vektor steht senkrecht auf der Ebene 
des Kräftepaares und erstreckt sich in denjenigen Halbraum, von 
dem aus betrachtet das Moment in der Ebene der Kräfte (siehe 
oben) positiv zu rechnen wäre. 

Der Momentvektor kann im Raume ganz beliebig parallel ver- 
schoben werden; er ist ein freier Vektor. 

Momentvektoren können, wie Kräfte, nach der Polygonregel zu 
einem resultierenden Momentvektor vereinigt werden, das heißt: 
Setzt man die Momentvektoren eines Systemes von Kräftepaaren, 
die am starren Körper wirken, nach der Polygonregel zusammen, 
so stellt der resultierende Momentvektor ein Kräftepaar dar, das 
die einzelnen Kräftepaare in ihrer Gesamtwirkung ersetzt. 

Wirken im starren Körper die Kräfte AX,(X,, Y,, Z) in den 
Punkten x,;, %, 2;, so können sie ersetzt. werden durch eine Einzel- 
kraft R(X, Y, Z) im Koordinatenanfang mit den Komponenten: 


X=Rcose=_ >X\,, 
Y=Rcosß=\Y,, 
Z= Roosy = 7; 


zusammen mit einem Krüftepaar, dessen Momentvektor P die 
Komponenten hat: 
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L= Pcot = Z(Zy, — Ya), 
M= Pcoosu = D(X;, — Zu), 
N=Pcos»v = (Ye; — X;,y,). 

Die Zentralachse. Die Kräfte können auch ersetzt werden 
durch eine Einzelkraft mit denselben Komponenten X, Y, Z in 
einem beliebigen Punkte x,y,2, zusammen mit einem Kräftepaar 
PL, M’, N’), wo: 

L[=L-—-yZ+3%Y) 
M=-M—z,X+2%Z, 
N=N-a’/’-+yX. 

P' hat bei beliebig gewähltem x, %, 2, nicht die Richtung von R. 

Es gibt aber eine Gerade von der Richtung R, die Zentral- 
achse, für deren sämtliche Punkte P und R. dieselbe Richtung 


haben. 
Für einen Punkt im Abstand r, von der Zentralachse ist dann: 


P'=Yr3R’+ P: 
und P’ liegt in der Ebene parallel zur Zentralachse, und schließt 
mit R den Winkel ein: 


y= are tang S= . 


Das Zylindroid. Das in der Achse vereinigte Kräftesystem 
heißt Dyname oder Schraube, P: R der Parameter. 

Wirken auf einen starren Körper zwei Dynamen mit gegebenen 
Parametern, so liegt die resultierende Dyname auf einer Linien- 
fläche, dem Zylindroid. 

Z. B. liegt die resultierende Dyname von: 

R,=(X,,0,), P,=(L,0,0), wo L,=p-X,, 
R, = (0,Y,,0), R=(0,M,,9), wo M,=q 
auf dem Zylindroid; 
2 +yY) + P— Yıy=d; 
sie ist im gegebenen Fall: 


pX,’+gY,' 
R=(%,,Y,,0), P=(eX,,eY,,0; e= Darman ) 
und die Achse dieser resultierenden Dyname hat die Gleichung: 
X, Y,(4—P) 
X,y— Y,x=0, ‚= Gy ’ 


Die Geraden des Zylindroids sind alle einer Ebene parallel 
(hier der zy-Fbene) und gehen durch eine Gerade senkrecht zu 
dieser Ebene (hier die z- Achse). _ 

Dynamen auf einem Zylindroid vereinigen sich zu einer Dyname 
auf diesem Zylindroid. | 
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Parallele Kräfte. Schwerkraft. 

Parallele Kräfte derselben Richtung haben stets eine resul- 
tierende Einzelkraft. Diese Resultante geht durch einen festen 
Punkt im starren Körper, der seine Lage nicht ändert, wenn man 
die Kräfte um ihre Angriffspunkte dreht, wofern die Intensitäten 
unverändert bleiben und alle Kräfte zueinander parallel bleiben. 
Seine Koordinaten sind: 


z2,K, Zy, KR, 22,K, 


7 u a 3 


Wirkt auf die Punkte eines Systems m,(x;y,2,), wo m, die 
Massen sind, die Schwerkraft (X,=m;,g), so nennt man diesen 
festen Punkt den Schwerpunkt. 


Er hat die Koordinaten|! 


x, m, Zm,Y; Zm;z, 
— Y a 2.= — oe 
i Zm, : Zm, 
Ist die Masse, statt in einzelnen Punkten konzentriert zu sein, 
linear (auf einer Kurve), lamellar (auf einer Fläche), räumlich (in 
einem Körper) stetig ausgebreitet, so treten an Stelle der Summen 
entsprechend einfache, zweifache, dreifache Integrale. ya - 
Schwerpunkte homogener Gebilde Ist die Dichte, 
d. h. der Grenzwert des Verhältnisses von Massenelement und 
geometrischem Element (Linien-, Flächen-, Volumenelement) kon- 
stant, so wird z. B. für einen Körper: 


SS Se dx day de SS Jy az dy de 
= S[ffaxaydz ' "T (ffazdydz 
BRER DELL SE 

SS Sax 4y 4: 


Man sagt dann: Die Masse ist homogen verteilt. Wir geben 
für einige homogene Gebilde die Schwerpunktslage an, zunächst 
von Linien: 

Dreiecksumfang: Mittelpunkt des dem Dreieck der Seiten- 

mitten einbeschriebenen Kreises. 

Kreisbogen mit Zentriwinkel 2«, Radius r: Schwerpunkt auf 

der Halbierungslinie im Abstand IE vom Mittelpunkt. 

Ebene Flächen: Beim Dreieck der Schnittpunkt der drei 
Transversalen von den Ecken nach den Mitten der Gegenseiten. 
Parallelogramme: Schnittpunkt der Diagonalen. 
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Kreissektor mit Zentriwinkel 2«, Radius r: Im Abstand: 
2 rsin« 


3 & 


vom Mittelpunkt, auf der Halbierungslinie des Winkels. 
Kreissegment mit Zentriwinkel 2«, Radius r (Sehne 2r sin «): 
Ebenfalls auf der Halbierungslinie des Winkels im Abstand: 
2 rsin®« 


38 &@ —sina-Ccos« 


vom Mittelpunkt. 

Gekrümmte Flächen: 

Kugelzone oder Kugelkalotte: Schwerpunkt in der Mitte 
der Höhe. | 

Pyramidenmantel: Auf der Verbindungslinie der Spitze mit 
dem Schwerpunkt der Grundkurve in Y, der Höhe. Ebenso ge- 
rader Kegel. 

Körper: 

Kegel und Pyramide: Auf der Verbindungslinie von der Spitze 
mit dem Schwerpunkt der Grundfläche in '/, der Höhe. 

Kugelabschnitt (Radius r, Zentriwinkel 2«, also ebener Grund- 
kreis r’rz sin?«): Auf der Achse des Abschnitts, im Abstand vom 


Mittelpunkt: 
Rue 
4 2-4 cos« 


Kugelausschnitt (Rotationskegel + Kugelabschnitt): Auf der 
Achse in der Entfernung: 


ör 
3 (1 + cos «) 


von der Spitze (Kugelmittelpunkt). 

IL. Lehre vom 6leichgewicht. 

Gleichgewicht: Haben die an einem starren Körper 
wirkenden Kräfte eine resultierende Einzelkraft, so entsteht 
Gleichgewicht (tritt keine Bewegung ein), wenn ein Punkt der 
Angriffslinie festgehalten wird. 

Kann sich der Körper um eine Achse drehen, so besteht Gleich- 
gewicht, wenn für einen Punkt x, Yp 2% (vgl. S. 163 oben) der Achse der 
resultierende Momentvektor L’, M’, N’ auf der Achse senkrecht steht. 

Die Druckkräfte an der Befestigung sind nach dem Prinzip 
der Gleichheit von :Wirkung und Gegenwirkung zu berechnen. 

Stützt sich ein Körper, welcher der Schwerkraft unterworfen ist, 
mit drei Punkten auf eine horizontale Fläche, so ist er im Gleich- 

wicht, wenn die Schwerpunktsvertikale die Stützebene innerhalb 
es Stützpunktsdreiecks trifft. Die Druckkräfte lassen sich be- 
rechnen; sind mehr als drei Stützpunkte vorhanden, so sind die 
Druckkräfte nicht völlig bestimmt. 
Arten des Gleichgewichts. Je nachdem bei allen Anfangs- 


166 Virtuelle Verrückungen. 


bewegungen aus der Ruhelage die Kräfte das System in die Ruhe- 
lage zurückzuziehen oder es noch weiter daraus zu entfernen 
streben, heißt das Gleichgewicht stabil oder labil, sonst in- 
different. 

Stabil ist der Schwerkraft gegenüber das Gleichgewicht eines 
Körpers, von dem ein Punkt vertikal oberhalb des Schwerpunkts 
festgehalten wird, labil, wenn der feste Punkt vertikal unter 
dem Schwerpunkte liegt, indifferent, wenn der Schwerpunkt 
selbst festliegt. 

Virtuelle Verschiebung (öx,dy,öz) eines Punktes P(x, Yy, 2) 
heißt das Anfangselement einer möglichen, d. h. mit den Be- 
dingungen, welchen das System unterworfen ist, verträglichen 
Bahn. Die Bedingung ist durch einen Mechanismus verwirklicht 
zu denken. 

Soll z. B. die Entfernung zweier Punkte: 


Tr, = va, = 2° + Y—Yy)’+ (2 — 2,)? 
unverändert bleiben, so ist: 
(a —)(dr, — dr,) + (Yı — Ye) (dyı, — 6Y;) 
+2 — 3)(d2, —d2,)=0. 
Virtuelle Arbeit einer Kraft heißt das Produkt aus der Größe 


ös= Vöx?-+ öy?-+ öz” der virtuellen Verschiebung und der Pro- 
jektion der Kraft auf die Richtung der virtuellen Verschiebung 
Die virtuelle Arbeit der Kraft A(X, Y,Z) am Punkte x, y, z 


ist demnach: 
Xdc+ Yödy-+ ZÖ2. 


Prinzip der virtuellen Verrückungen: Die Gleich- 
gewichtslage eines Punktsystems P;(x,y,2;)), an dem die Kräfte 
K,(X,Y;Z,) angreifen, ist dadurch bestimmt, daß für alle mög- 
lichen virtuellen Verschiebungen die Summe der virtuellen Arbeiten 


Null ist: 
Du, + Yöy+Z%do)=0. 


Aus dem Prinzip der virtuellen Verrückungen ergeben sich, 
wenn die Bedingungsgleichungen lauten: 


fh (& Yı?zı + - En Ynn) 0, 
fe (X Yırı--- En Yn?n) =, 
Im (&ı Yızı + -- LCnYn?n) = (0 


durch die Lagrangesche Multiplikatorenmethode die fol- 
genden Gleichgewichtsbedingungen: 


%—(R rn r... mom) no, 


08, 0%, 0x, 
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nl) =, 
oh, of Ofm 
A (na + er a) = 


usw., für alle n Punkte des Systems. 
Ans diesen 3» Gleichungen zusammen mit den m Bedingungs- 
leichungen sind die m Größen A und die 3% Koordinaten der 
Gleichgewichtslage zu bestimmen. 
Die 4 haben eine physikalische Bedeutung. Am Punkt x,y,2; 
kann man die Bedingung f, = 0 ersetzt denken durch die Kraft 
— D, mit den Komponenten: 


USW. 
D, ist der vom Punkt gegen den Mechanismus der Bedingungs- 
gleichung fi = 0 ausgeübte Druck. 
Wenn der Punkt z. B. auf einer Fläche frei beweglich ist 
(fiz,y,2)=0), so ist er in Ruhe, sobald: 
x-ıf y_ of zer et. 
0% 0Y 02 
Die Richtung der Kraft muß also sein: 
of.of. of 
co8 «&: cos ß: coy= 2° dy' 22’ 
d. h. sie muß in die Richtung der Normale der Fläche fallen, 
und der Druck des Punktes ist: 


D-1Y N +- ve Pfr Z, 


fällt also in Richtung und Größe mit der äußeren Kraft zu- 
sammen. 

Einfache Maschinen [—.]. 

Gleichgewicht von Fäden. 

Wird von einem biegsamen, unausdehnbaren Faden ein 
Punkt x,y,2, festgehalten und ist s die Fadenlänge, von P, ge- 
rechnet, wirkt auf das Element ds die Kraft Xds mit den om- 


ponenten: 
Xds, Yds, Zds, 


in P, die Kraft X,Y,Z,, ist ferner 7 die Spannung im Ele- 
a ds, welche immer die Richtung des Fadens hat, so lauten 
die Gleichgewichtsbedingungen: 


x, +fxa-ngE, 
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8 dy 
Y, + [ Yds=— =, 
0 
z dz 
z, un Ei - 17, 


oder, differenziert: 


Ein auf einer Fläche ausgespannter Faden, bei dem also nur 
auf Anfangs- und Endpunkt äußere Kräfte wirken, hat konstante 
Spannung und legt sich in eine geodätische Linie. 

Ein freier Faden, bei dem die Kräfte alle parallel sind, wird 
eine ebene Kurve; überhaupt sind (bei Gleichgewicht) die Kräfte 
immer in der Oskulationsebene der Fadenkurve gelegen. 

Kettenlinie: Wirkt auf jedes Fadenelement ds die Kraft 
— gds (Schwerkraft) in der Richtung der y-Achse (x- Achse 
horizontal, y- Achse vertikal nach oben), so werden die Gleichungen 


d (mdy 
+) 
d(mA&x dz 
se) also rn 
Nimmt man x als unabhängige Veränderliche, also: 


ds=d«yı +Y®, 


y” 
—9+c-— —=0, 
9+ Rz 


—-9@—2)+elg(y+yi+y9)=0 
und mit Einführung der hyperbolischen Funktionen: 
eu + eu eu — eu 

2 


so folgt: 


chu= ‚ hbu=——, 


2 
y —_ sh I® — R 
Ist der tiefste Punkt (y' = 0) an der Stelle 2—=2,, so wird: 


y- z ch (Fe = 2) 
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Kettenbrücke. Ist jedes Fadenelement durch eine gleiche 
horizontale Masse m dx belastet, so werden die Gleichungen: 


d dx 
dz d/„dy 
mt) 


woraus folgt: 
—gqm+cy’=0, 


1 qm 
vl aroute, 


d.h.: Die Form der Kette in der Kettenbrücke (wo man die 
Masse der Kette und der Trägerstangen gegen die gleichmäßig 
a gedachte horizontale Fahrbahn vernachlässigt) ist eine 
arabel. 

Gleichgewicht bei Reibung [—|]. 

Lassen sich die Bedingungsgleichungen dadurch ersetzen, daß 
die 3%» Koordinaten Funktionen von k=3n— m unabhängigen 
Parametern werden: 


=nn:---Q)ı 
Y, =y,(q Bi 4); 
4=2(4:---9%) 
usw., so wie z. B. die Darstellung: 
Z=rC0OB8PCOSV, 
y=rsinpcos®, 
z=rsin® 


typ r—0 


ersetzt, so ergibt das Prinzip der virtuellen Verrückungen die 
k Gleichungen: 


> nz 0 
( ’oq 4 cu 
Existiert eine Kräftefunktion U, d.h. sind die Kompo- 


nenten X,Y,Z; die Differentialquotienten einer Funktion nach den 
rechtwinkligen Koordinaten des Punktes: 


die Gleichung: 


usw 


Se rn ge 
x . 0, 02 


so verwandeln sich die k Gleichgewichtsbedingungen in: 
oU oU oU 


ER re Be _—(, 


og "0% j öq, 
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wobei die Koordinaten der Punkte immer durch die &k unabhängigen 
Parameter auszudrücken sind. 

Das heißt: Gleichgewicht tritt ein, wenn die Differential- 
quotienten der Kräftefunktion Null sind, oder, was dasselbe ist, 
wenn sie ein Maximum, Minimum oder stationär sind. In diesen 
drei Fällen ist das Gleichgewicht stabil, labil oder indifferent. 

Beispiel: Kräftefunktion der Schwerkraft gleich — mgz, 
wenn die z-Achse vertikal nach unten geht. 

Gleichgewicht eines Punktes dann labil, stabil, indifferent, 
in höchstem, tiefstem, Sattelpunkt einer Fläche. 

III. Graphische Statik. 

Aufgabe der graphischen Statik. Es sollen auf dem 
Wege der Zeichnung die Spannungen ermittelt werden, welche 
unter dem Einfluß von äußeren, unter sich im Gleichgewicht 
stehenden Kräften, die in den Knotenpunkten eines Fachwerks 
angreifen, in den Stäben entstehen. 

Wir behandeln nur das ebene Problem. 

Kräftepolygon und Seilpolygon. Um zunächst fest- 
zustellen, ob in der Ebene die Kräfte P,, P,, --., P„, die in den 
Angriffslinien 9, , 95, - - -, 9„ wirken, in Gleichgewicht sind, zeichne 
man das Krättepolygon, d.h. man füge die Kräfte von einem 
beliebigen Punkte O aus ihrer Größe und Richtung nach an- 
einander (OB,,=P,, PırPı, = P, usw... Im Fall des Gleich- 

ewichts muß das Kräftepolygon sich schließen (%$,, = 0). 
Soda verbinde man einen beliebigen Punkt PB mit PB, 5, Bass - --, Pır- 
Durch einen beliebigen Punkt X, von g, ziehe man die Parallele 
zu O®B,,, sie schneidet g, in K,; durch X, ist dann die Parallele 
zu PB, %,, zu ziehen. Der Linienzug K,K,...K, heißt das Seil- 
polygon und muß ebenfalls sich schließen, d.h. X,„K, muß 
zu B,-,,„O parallel sein. 

Verbindet man K,K,, K,&K,,..., K,„K, durch Stäbe, so 
bleibt dieses System in Ruhe, wenn in K,...K, die Kräfte 
P,... P, wirken, und BP,, usw. geben die Spannungen an. 

Kräfte- und Seilpolygon zusammen können auch benutzt 
werden, um an einem Kräftesystem die Resultante zu kon- 
struieren und weiter um eine Kraft P in zwei Kräfte zu zerlegen, 
deren Angriffslinien durch zwei gegebene Punkte gehen. 

Das ebene Fachwerk ist ein System von (geraden) Stäben 
in der Ebene, die in einzelnen Knotenpunkten drehbar ver- 
bunden sind. 

Zwei Fachwerke F' und F”, welche die gleiche Anzahl von 
Knotenpunkten (k =X”) und von Stäben haben (!=[}"), und bei 
denen jedem Stab X,K, ein Stab X, X, entspricht, heißen gleich- 
gegliedert; sie heißen isoklin, wenn außerdem noch alle ent- 
sprechenden Stäbe parallel sind. 

Die statische Aufgabe ist dann, in jedem Knotenpunkt X, die 
Kraft P,; so in Komponenten nach den Stabrichtungen durch K, 
zu zerlegen, daß für jeden Stab die in einem Endpunkt sich er- 
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gebende Spannung (positiv — Zug — gerechnet, wenn nach A, 
hin gerichtet, negativ — Druck — wenn von K, fort nach dem 
Stab hin) der Spannung im andern Endpunkt gleich ist. 

Statisch bestimmt heißt ein Fachwerk, wenn jedes System 
von Kräften P, (die natürlich unter sich im Gleichgewicht stehen 
müssen) endliche, eindeutig bestimmte Spannungen in allen Stäben 
ergibt. 

Notwendig zur statischen Bestimmtheit ist die Starrheit 
oder geometrische Bestimmtheit, d. h. das Fachwerk darf nur als 
Ganzes beweglich sein, es darf keine Beweguug der drehbar ver- 
bundenen Stäbe möglich sein, bei der sie ihre relative Lage 
ändern. Hierfür ist notwendig 


s—=2k —3. 


Außerdem muß das Fachwerk aber noch stabil sein, d.h. es 
muß jedes isokline Fachwerk dem gegebenen ähnlich sein. 

Beispiele: 

Stabıl: Dreieck; Viereck mit einer Diagonale. 

Instabil: Viereck ohne Diagonale (s<“2%k — 8), aber auch 
drei Stäbe s, s,s,, paarweise verbunden, wenn s, + 8, = s,; ebenso 
Sechseck mit den drei Diagonalen, welche gegenüberliegende 
Ecken verbinden, wenn die Ecken auf einem Kegelschnitt liegen 
Es ist instabil, obwohl s=2%k — 3, nämlich s= 9, k=6. 

Wirken äußere Kräfte, so sind zunächst durch Kräfte und Seil- 
polygon die Auflagerreaktionen an den beiden Stützpunkten 
zu ermitteln, und dann, wenn möglich, ein Kräfteplan zu 
zeichnen, derart daß in dem Kräfteplan die Spannungen der 
Stäbe direkt durch die Längen von Strecken gegeben sind, welche 
den entsprechenden Stäben parallel sind. 

Besteht das Fachwerk aus aneinander gefügten Dreiecken, die 
je eine Seite gemein haben, so gelingt die Konstruktion des Kräfte- 
plans immer, und zwar entspricht jedem Dreieck des Fachwerks 
ein Punkt des Kräfteplans, und umgekehrt bilden die zu den von 
einem Punkt des Fachwerks ausgehenden Stäben parallelen Strecken 
im Kräfteplan ein geschlossenes Polygon. (Fachwerk und Kräfte- 
plan sind reziproke Figuren.) 

Beispiel: 

Gegegeben ist das Fachwerk (Fig. 3), wo in 5 die Kraft P an- 
greift, 1 und 4 sind die Unterstützungspunkte. Zunächst sind die 
Auflagerreaktionen A und B in 1 und 4 zu ermitteln; das ge- 
schieht in Figur 1 und 2. Es werden auf den Angriffslinien der 
drei Kräfte die Punkte, hier ebenfalls mit ABC bezeichnet, be- 
liebig angenommen, daneben wird ac= P gezeichnet, sodann 
a0"AC,cO!CB; Ob|| AB; dann sind die Auflagerreaktionen 


ba=A, cb=B. 


In Figur 4 ist dann der Kräfteplan gezeichnet; dabei ist eine 
Strecke im Kräfteplan, welche zwei Punkte verbindet (z B. bd), 
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parallel dem Stabe, welche die Grenze der entsprechenden F'elder 
im Fachwerk bildet (z. B. 12). 


Fig. 3. 


bd im Kräfteplan gibt der Größe nach die Spannung im 
Stabe 12 an, usw. Die gezogenen Stäbe sind mit +, die ge- 
drückten mit — bezeichnet. 


B. Kinematik. 


I. Geometrische Bewegungslehre. 

Die endliche Bewegung. Wir untersuchen zuerst, wie man 
am einfachsten einen starren Körper von einer gegebenen Anfangs- 
lage in eine gegebene Endlage bringen kann; es genügt dazu, 
bei ebener Bewegung (Scheibe auf Scheibe) Anfangs- und End- 
lage einer Strecke (A, B,; A, B,) zu kennen, bei Bewegung im 
Raume Anfangs- und Endlage eines Dreiecks (A, B, C,; A,B.C,). 
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In der Ebene: Drehung um O, den Schnittpunkt der Mittel- 
lote auf A, A, und B,B,. 

Im Raume: Schraubung längs einer Achse, d. h. Drehung 
verbunden mit Schiebung. Man ziehe durch einen Punkt P die 
Parallelen PA’, PB’, PC’ zu A,A,, B,B,, 0,0. Die Achse 
ist senkrecht zur Ebene E(A’B’C), die senkrechten Projektionen 
der beiden Dreiecke auf diese Ebene sind kongruent und durch 
Drehung innerhalb EZ um O, den gesuchten Schnittpunkt mit der 
Achse, zur Deckung zu bringen. 

Stetiger Bewegungsverlaufin der Ebene: Auf der festen 
Polbahn (Polhodie) rollt die mit der sich bewegenden Scheibe 
fest verbundene bewegliche Polbahn (Herpolhbodie) ab. Der 
Berührungspunkt ist das momentane Drehzentrum. 

Zykloidenbewegung: Herpolhodie Kreis, Polhodie Gerade. 
(Epizykloidisch: auch Polhodie ein Kreis.) 

Evolventenbewegung: Herpolhodie eine Gerade. 

Drehung eines Körpers um einen Punkt. Ein im 
Körper fester Polkegel rollt auf einem im Raume festen ab; die 
Spitzen sind im festen Punkt, die Kegel berühren einander längs 
der momentanen Drehachse. 

Rollt der sich drehende Körper auf einer Fläche ohne Gleitung, 
so geht die Drehachse durch den Berührungspunkt, und dieser be- 
schreibt auf der Körperoberfläche die Herpolhodie, auf der Stütz- 
fläche die Polhodie, die aufeinander abrollen. 

Die allgemeinste räumliche Bewegung besteht im Schroten 
(gleitender Drehung) der (im Körper festen) beweglichen auf 
der (im Raume) festen Achsenfläche (Axoid). In jedem 
Moment berühren sich diese Flächen längs der momentanen 
Schraubenachse. 

II. Zeitlicher Verlauf. 

Wenn ein Punkt sich in einer ebenen Bahn bewegt, so daß 
seine Koordinaten und die Bogenlänge s Funktionen der Zeit sind: 


2=a), y-yO, s- [av FR, 


so ist die Geschwindigkeit 


m—s’-= 2> 
dt’ 
ihre Richtung gegen die Achsen ist gegeben durch 
coe= Sr coß=sin« — I 


x und y’ sind die Projektionen der in Richtung der Bahn- 
tangente abgetragenen Geschwindigkeit, des Geschwindigkeits- 
vektors. 

Geschwindigkeitskomponente in einer Richtung («, ß,) 
heißt die senkrechte Projektion dieses Vektors auf die Richtung, 


also: [4 ‚ . 
x co, +ycosß, =xcos«, +y sin«,. 
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Die Beschleunigung (Geschwindigkeitsänderung) hat die 

rechtwinkligen Komponenten 
„_ dx „_dy 
«ar I 

Zerlegt man sie in Komponenten in Richtung der Bahn und 
senkrecht dazu nach dem Mittelpunkt des Krümmungskreises hin 
(Krümmurgsradius e), so kommt 

” dv Be v? 
° (=) e 

Winkelgeschwindigkeit »® eines durch das Drebzentrum 
gehenden Strahles ist der nach der Zeit genommene Differential- 
quotient des Winkels, den der Strahl mit einem festen Strahl 
einschließt. 

Liegt die Bahnkurve im Raume, so ist die Richtung der Be- 
schleunigung stets in der Schmiegungsebene gelegen, es gilt die- 
selbe Zerlegung wie in der Ebene, jetzt in Richtung der Tangente 
und der Hauptnormale. 

Hodograph ist der Ort der Endpunkte F' der Geschwindig- 
keitsvektoren, wenn man sie alle in einem festen Punkte M ab- 
trägt (MF\) gleich und parallel v,, MF, gleich und parallel 
V, UBW.). 

° Für geradlinige gleichföürmige Bewegung ist der Hodograph 
ein Punkt; für gleichförmige Bewegung auf Kreisbahn ebenfalls 
ein Kıeis, und zwar mit dem Mittelpunkt M; für Bewegung in 
einer Ellipse, wenn der von einem Brennpunkt ausgehende Fahr- 
strabl in gleichen Zeiten gleiche Flächen überstreicht, auch ein 
Kreis, doch ist M nicht mehr der Mittelpunkt. 

Drehung des starren Körpers: A, u, » seien die Winkel 
der momentanen (vom Koordinatenanfang ausgehenden) Drehachse 
mit den Achsen. Die Richtung ist so zu wählen, daß die Drehung 
in positivem Sinne, von der Achse aus gesehen von rechts nach 
links erfolgt (negativ also für die Richtung r — 4, zn — u, n —», 
die der ersten entgegengesetzt ist), ® sei die Winkelgeschwindig- 
keit um die Drehachse, und 

p=ocos/i, g=wcosu, T=Wcos®. 


Für einen Punkt des rotierenden Körpers ist dann: 
a =qg-2—r.y, 
Y=r-2—p*2z, 
!=p-y—gqgz, 
oder in Vektorausdrücken (d Geschwindigkeit, d(p, q, r) Vektor 
der Winkelgeschwindigkeit, r(@,y,2) Vektor des Punktes x, y, 2): 
vb=[d, tr]. 
III. Die Relativbewegung. In der Ebene möge das Achsen- 
system x, Yy, gleichförmig (» konstant) rotieren; also: 
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= zcosot-+tysinot, 
Yy=—-zsinwot-+ycosot. 
Es sind dann 
x” coset+ y” sinot, 


— x” sinot + y” cosot 


die Komponenten der Beschleunigung nach den beweglichen 
Achsen; sie sind den Komponenten (27, yı) der Relativ- 
beschleunigung nicht unmittelbar gleich, vielmehr wird: 

a = (x cosot-+ y”sinot)+2oy, + w’z,, 

yı = (— x” sinot+ y” cosot)— 20x, +4 o!y,. 

2oyı und — 2ox, heißen die Komponenten der Coriolis- 

schen Kraft, die immer zu &,, y, senkrecht ist, o®xz, und o°y, 
die der Zentrifugalkraft, womit man diese Zusatzglieder be- 
zeichnet, die hier keine wirklichen Kräfte bedeuten. Die 
Coriolissche Kraft ist allgemein das negative doppelte Vektor- 
produkt aus Winkelgeschwindigkeit und Relativgeschwindigkeit: 


—2[d,v,], 
und die Zentrifugalkraft: 
— [pp r]]=ro’— ddr), wobei w’= (dd). 

Bei Bewegung relativ zur Erde nehmen wir folgendes Achsen- 
system: z vertikal nach oben, r nach Osten, % nach Norden. 
R sei der Erdradius, # die geographische Breite, © die Winkel- 
geschwindigkeit der Erdıotation; dann sind die Komponenten 
(wenn x, y, 2 gegen R vernachlässigt werden): 


Coriolissche Kraft Zentrifugalkraft 
20 (y sin® — 2’cos®) 0 (Osten), 
- 20x sin® —  o°Rcos#sin® (Norden), 
20x cos# + o?Rcos?# (Vertikal). 


IV. Einfache Bewegungen. 
Ist die Bahn des Punktes eine Gerade (z-Achse) und x eine 
einfache trigonometrische Funktion der Zeit, z. B.: 
z=asinte 
(harmonische Bewegung, speziell Sinus-Schwingung), so heißt a 
die Amplitude, 
id 
[04 
die Schwingungsdauer, «a die Periode. 
Sind x und y trigonometrische Funktionen der Zeit mit der- 
selben Schwingungsduuer 


z=asin(et+c), y=bsin (ft+c); a=ß, 
so wird die Bahn eine Ellipse, sind die Perioden « und ß ver- 
schieden, so schließt sich die Kurve erst nach mehrmaligem Um- 
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lauf um den Nullpunkt (wenn « und ß kommensurabel sind) oder 
überhaupt nicht (Lissajoussche Figuren), 

Durch Reibung gedämpfte Schwingung: 

Ist 


zZ" +2ei+ßr=0, B>0,a@«>0, P>ef, 
z= ce "sintYß—e’+c,), 
also eine Schwingung mit der Dauer 
27 


— en 


ihre Amplitude c,e”*' nimmt mit der Zeit stark ab. 


so wird 


C. Dynamik. 


I. Der freie Massenpunkt. 

Trägheitsgesetz: Wirkt auf einen Massenpunkt keine 
Kraft, so bewegt er sich geradlinig mit konstanter Gewindigkeit. 

Wirkt auf ihn die Kraft X(X, Y,Z), so gelten für die Be- 
wegung im absoluten Raume die Differentialgleichungen: 

m&e’=X, my"=|}Y, mi’ =Z2; 
d.h. der Vektor: Masse mal Beschleunigung ist gleich dem Kraft- 
vektor. 

Vertikaler Fall (ohne Anfangsgeschwindigkeit), wenn die 
y-Achse vertikal nach oben gerichtet ist, und zu Anfang also 
y=0 ist: = 

—_. _ I2 
ya, 

Der freie Fall oder Wurf: Die Bahn ist eine Parabel, 
in der Vertikalebene durch das Anfangselement der Bahn. 

Es sei die y-Achse vertikal nach oben gerichtet, die x- Achse 
horizontal; also: 

mi’ —=V0, my =— mg. 

Dann wird: 

= + %t; y-ytyt- 2 ®. 

Ist der Koordinatenanfang der Anfangspunkt der Bewegung, 
v, die Anfangsgeschwindigkeit, « der Elevationswinkel (Winkel 
mit der Horizontalen; also x; —=v, c08«, yy=v, sin «), so wird 

Bra BE 
y=7 v2 I ae 
demnach die „Wurfhöhe‘ (der höchste Punkt der Bahn), be- 
stimmt durch yY =0: 
__»sin?e 


29 


I’ 
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die „Wurfweite‘ (Entfernung des zweiten Schnittpunktes der 
Parabel mit der Horizontalen vom Ausgangspunkt): 


_% sin 2« 


Die vom Anfangspunkt ausgehenden Wurfparabeln mit gleicher 
Anfangsgeschwindigkeit umhüllen selbst wieder eine Parabel: 

v3 gx* 
Yy Star 2g 92 v3 ’ 
deren Brennpunkt der Anfangspunkt ist. 

Jeder Punkt innerhalb dieser Parabel kann vom Nullpunkt 
aus durch zwei Würfe mit der Anfangsgeschwindigkeit v, und 
verschiedenen Elevationswinkeln (Hochwurf, Flachwurf ) er- 
reicht werden. 

Wurf mit Reibung (Luftwiderstand). Der Widerstand 
wird dem Quadrate der (ieschwindigkeit proportional genommen: 


ge 

> 

und ist der Richtung der Bewegung in jedem Moment entgegen- 
gesetzt; die Gleichungen werden: 


Ti 


u =— 


[7 ® 
Me ze 9: sy. 

Ist die Anfangsrichtung nahezu ag und die ganze Bahn 

so flach, daß die Bogenlänge mit ihrer vertikalen Projektion gleich, 


also 9 — x’ gesetzt werden kann, so kommt für die entstehende 
Flugbahn (ballistische Kurve): 


ko / gVgt 


k? ji 2 
> —— \ [u — | R® — 
Y z(@+,,;) gi (e | 1). 


Einfluß der Erdrotation auf die Wurfbewegung. 
Der Einfluß macht sich nur bei sehr großen Anfangsgeschwindig- 
keiten bemerklich, so daß » R gegen die ee 
vernachlässigt wird. Die Gleichungen lauten: 


= — 202’ coo# +?2oy’sin®, 
y—=—2oxsin®, 
Z=—g+2ox cos®. 
Ist zu Anfang: | 
z=i=y=0, Z=v,sine, x —=v,cosßcose, 
| y =», sinfßcos«, 
Taschenbuch f. Mathematiker und Physiker. I. Jahrg. 12 
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so wird 
= v,cosßcos«- tt av, (— cos® sin + sin # sin ßcos.a)t?, 
y=— ov,sin#cosßcos«-t?, 


i ? 
2=v,tsina— gt @v, cos # con cos at. 


Beim Schuß nach Norden (B — z) mit dem Elevationswinkel « 
kommt also die östliche Abweichung nach der Zeit t: 
ö6z=o-v,t’sin(# —e), 


beim Schuß nach Süden (B= — 3) die westliche Abweichung: 


—ödxr= ov,t?’sin(@e + #9). 


Zentralbewegung. 
Geht die Richtung der Kraft beständig durch einen festen 
Punkt, den Nullpunkt, ist also: 


KeuHt, Weaih’ geh. 
Tr r T 
so ist 
eig —ı I „ —ıq "—_( 
nYye-iey=yr—ye- 


usw. 

Die Bewegung findet dann in einer Ebene durch den 
Nullpunkt statt. 

Ist die ©y-Ebene diese Ebene, so ist die Flächengeschwin- 
digkeit, d.h. der Differentialquotient des Flächenraumes, den 
der Radiusvektor vom Nullpunkt nach dem Massenpunkt be- 
schreibt: | 
f=!(y x — xy) = konst. 


Der Radiusvektor beschreibt also in gleichen Zeiten 
gleiche Flächenräume (Flächensatz oder zweites Kepp- 
lersches Gesetz). 

Planetenbewegung (Universelle Gravitation), New- 
tonsches Gesetz: Zwei Punkte von den Massen m und m, 
ziehen einander an mit einer Kraft, die dem Quadrat der Ent- 
fernung umgekehrt proportional ist. 

” 

Liegt der eine Punkt m, fest im Nullpunkt, so führt der 
andere eine Zentralbewegung aus, deren Ebene wir zur xy-Ebene 
machen. Die Gleichungen sind: 


(A 


# x rn y 
= —- ıM = — im, —. 
ur 1.23 
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Führt man Polarkoordinaten ein (@=rcosp, y=rsingp), 0 
kommt bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems: 


p 


=. [m , 
1+e.cosy 
wo 
‘ 
4f? c 
Pr a 
am, am, 


ist. f ist die Konstante des Flächensatzes, c eine weitere Inte- 
srationskonstante. 

Die Gleichung zeigt, daß m einen Kegelschnitt beschreibt, 
dessen einer Brennpunkt m, ist. Für den bei Planeten geltenden 
Fall e<{1 ergibt sich das erste Kepplersche Gesetz: Der 
Planet bewegt sich in einer Ellipse, in deren einem Brennpunkt 
die Sonne steht. 

(Die Halbachsen a, b sind gegeben durch 

V«—b:. b? 
a a ) 
Die Umlaufszeit U ist gegeben durch 


Uf=abr, 
also 
a’b!n? 4a?b’n! Aa’n? 
b? mp am 


U’ 


Für zwei verschiedene Planeten folgt: 
U:.U2=a}:a}; 
d. h.: Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die 
Kuben der halben großen Achsen (mittleren Entfernungen). 


(Drittes Kepplersches Gesetz.) 

Ist die Zentralkraft dem Abstand proportional: 

krz == 
0. 
so ergibt sich harmonische Bewegung in einer Ellipse. 

Bei jedem anderen Anziehungsgesetz außer den beiden be- 
sprochenen treten geschlossene Bahnkurven nur als Aus- 
nahmen auf (Bertrandscher Satz). Es kann aber die Anfangs- 
geschwindigkeit immer so gewählt werden, daß sich eine Kreisbalın 
um den Zentralpunkt als Mitte ergibt. 

I. Prinzipien der Dynamik. 

Es ist zu unterscheiden zwischen den formalen Pinzipien, 
welche für die verschiedenen Formen der Differentialgleichungen 
der Bewegung die Grundlage geben und sie darstellen oder zu- 
sammenfassen, und den Prinzipien, welche unter gewissen Voraus- 
setzungen gültige Integrale der Bewegungsgleichungen geben 
(eigentliche Integralprinzipien). 


[4 
u — 


— ix, y=-—ky, 


12* 
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1. Formale Pri an en Bund Differentialgleichungen 
der Bewegung. 

da’ Alembertsches Prinzip: Die Summe der virtuellen 
Arbeiten der verlorenen Kräfte ist für die wirklich eintretende 
Bewegung null. Hierbei hat die verlorene (durch die Beschränkung 
eines Punktes verzehrte, nicht in Beschleunigung umgesetzte) Kraft, 
wenn K(X, Y,Z) die äußere Kraft ist, die Komponenten 


X— me”, Y— my’, Z— m:”. 
Enthält die Bedingungsgleichung die Zeit t, so ist t nicht 
zu variieren. 
fe,y,2,)=0 
gibt also für die virtuelle erg? 


al +oy® + del 


Gaußsches en des an Zwanges): Die 
Bewegung findet so statt, daß in jedem Moment der Zwang, d.h. 
die Summe der Produkte der Massen in die Quadrate der Ab- 
lenkungen von der freien Bahn ein Minimum ist. 

Der Zwang ist ausgedrückt durch: 


m (IX „N? Y N Z N 
G-)+G-r)+G-r)) 


und das Prinzip ergibt: 


DUX — ma’)dc” + Y— my’)oy” + (Z— m2")6z2”) —=(. 
Aus diesen Prinzipien folgen die Bewegungsgleichungen genau 
so, wie aus dem Prinzip der virtuellen Verrückungen die Gleich- 
gewichtsbedingungen. 
Sind die Bedingungen in der Form von Gleichungen: 


=, h=0d, ..., —n=0 
gegeben, so erhält man die Lagrangeschen Gleichungen 


der ersten Art: 
X, mn = > ng 


S, 91 
Ya == ER 
m, Ir - 3 a 


2, — m;?' NL 32,’ 


aus denen mit Hilfe der Bedingungsgleichungen, der Anfangsorte 
und der Anfangsgeschwindigkeiten der Punkte die Bahnen und 
die Bewegungen zu bestimmen sind. 

Lagrangesche Gleichungen der zweiten Art. 


Lagrangesche Gleichungen. _ 181 


Berücksichtigt man die Bedingungsgleichungen, indem man 
die Koordinaten durch k = 3n — m unabhängige Parameter q aus- 
drückt, so lassen sich die Gleichungen umformen in 


Dr ri Hz) 


G=1,2%...,K). 


Hierin ist 7’ die lebendige Kraft, d. h. die halbe Summe 
der Massen in die Quadrate der Geschwindigkeiten: 


T=} Im’=} ma)’ + +). 
Variationsprinzipien. En 
Die Lagrangeschen Gleichungen sind zugleich der Anzatz für 


die Lösungen gewisser Aufgaben der Variationsrechnung: Hamil- 
tonsches Prinzip. (Zur Abkürzung gesetzt: 


SU= DQ,94,= (X de +Yöy+ Zr); dann ist 
u 
l OT +ITDdU-=0. 
to 
Die wirkliche Bahn ist dadurch bestimmt, daß die hinge- 
schriebene Variation null ist. Bei der Variation müssen die 
Linienelemente, welche. die Punkte der wirklichen Bahn mit denen 
der Vergleichsbahn verbinden, virtuelle Verschiebungen sein, und 
die beiden Bahnen sind so zugeordnet, daß entsprechende Punkte 
gleichzeitig durchlaufen werden. 
Prinzip der kleinsten Wirkung: 


oc 
| Tdt=o. 
Bu 


Hier entsprechen die Punkte (er wirklichen Bahn und der 
Vergleichsbahn einander, wo die Gesamtenergie identisch ist. 

Existiert eine Kräftefunktion U, die von t frei ist, und führt 
man an Stelle der q, die Impulskoordinaten ein: 


ad 
| pP; 2q,' 
so erhält man die Hamiltonschen Differentialgleichungen: 
dq, 00H dp, oH 
To Tg 


Hierin ist: 


07 | 
H= Da HD, 
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und es müssen in H an Stelle der q,' die Impulskoordinaten ein- 
geführt werden. 

2. Integrale. 

Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kraft. Wenn 


eine Kräftefunktion U existiert, so folgt aus den Lagrangeschen 
Gleichungen erster Art- 


T— U = constans =. 
Die Summe von kinetischer Energie (lebendiger Kraft) und 
potentieller Energie (negativer Kräftefunktion) ist konstant. 
Schwerpunktsätze. 
Wirken in einem Punktsystem nur innere Kräfte (gegen- 
seitige Anziehungen und Abstoßungen), welche von der Zeit un- 


abhängig sind, so gilt für den Schwerpunkt, dessen Koordinaten 
gegeben sind durch: 


= ZIME Zzmy ; _ZImz 
se im’ %T gm’ s  Zm 
_ — constans, y, = constans, 2, = constans, 
d. h. er PN sich sekadlinig mit konstanter Geschwin- 
digkeit. 
Flächensätze. 


Unter denselben MOEBUSELLUHGEN gelten die folgenden Inte- 
grale (Flächensätze): 


ds; 
m (= ur u) en 
m ( in, le 
B2 IT) 
dx, TERN 
> m, (z, a 4) =ß. 


&, ß, y werden auch die Momente der Bewegungsgrößen 
um die Achsen genannt. 

Die Flächensätze gelten auch für die Relativbewegung, be- 
zogen auf ein mit dem Schwerpunkt fest verbundenes, parallel 
sich fortbewegendes Koordinatensystem. 

III. Unfreie Bewegung eines Punktes. 

Auf einer Fläche bewegt sich ein Punkt, wenn keine äußeren 
Kräfte wirken, mit konstanter Geschwindigkeit in einer geodä- 
tischen Linie. 

Pendelbewegungen. 

Das einfache Kreispendel. Bewegt sich ein Punkt auf 
einem vertikalen Kreis vom Radius /, und ist # der Winkel, der 
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den Ausschlag aus der stabilen Gleichgewichtslage angibt, so wird 
das Integral der lebendigen Kraft: 


1 , _ 1, „(AR | 
au .9 ml (5) —= mnglcos# +h. 


Für gleiche Werte # ist die Geschwindigkeit immer dieselbe. 
Die Anfangslage sei # = 0, die Anfangsgeschwindigkeit v,, so daß 
% 


Das Pendel erreicht seine höchste Lage (% wird ein Maxi- 
mum), 9 —=0 für: 
.,®d 
4gl sin’ =; 
dann kehrt es um und schwingt bis zur selben Höhe nach der 
entgegengesetzten Seite. (Ist v3 >4gl, dann überschlägt sich 
das Pendel.) 


Kleine Schwingungen: Ist v, so klein, daß auch # klein 
bleibt, so kann man schreiben: 


g' sr 9 $ 


9 = ‚n(:V 8). 


Die Dauer der (halben) Schwingung 4 T von9=3, 


bs 9 = — ®, ist: | 
ln l 
5T=” - 


Bei etwas größeren Schwingungen kann man annähernd 
v, ) 9° 
rV—1 (1 2 u) 
setzen; um also die auf unendlich kleine Schwingungen reduzierte 
Periode zu erhalten, muß man bei folgenden Schwingungsbögen 
2%, die darunterstehenden Bruchteile abziehen: 
2° 4? 6° 10° 20° 30° 
0,00002_ 0,00008 0,00017 0,00048 0,00190, 0,00428. 
Zykloidenpendel: Bewegt sich m auf einer Zykloide, bei 
der a der Radius des rollenden, eine horizontale Gerade von unten 
berührenden Kreises, ® der Winkel zwischen Lotrichtung und Ver- 
bindungslinie des Kreismittelpunktes mit m ist, so wird: 


a (3) = 
dt? a) 4a 2 


und es kommt: 
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Es ist also, en von ?,, immer: 


T=2.V. 


Das Zykloidenpendel ee also genau isochron. 

Das sphärische Pendel: Bewegt sich ein Massenpunkt 
unter dem Einfluß der Schwerkraft auf einer Kugel vom Radius a 
und ist die Anfangslage nicht der tiefste Punkt, oder die Anfangs- 
geschwindigkeit nicht in einer Ebene durch die Vertikalachse der 
Kugel gelegen (in welchen Fällen Kreispendelbewegung eintritt), 
so zeigt das Integral der lebendigen Kraft, daß die Bahn sich 
zwischen zwei Parallelkreisen mit vertikaler Achse hin und her- 
schlängelt. Die einzelnen Teile der Bahn, vom unteren bis zum - 
oberen und wieder bis zum unteren Parallelkreis sind symmetrisch, 
und es gilt der Flächensatz: 


ay — yx’ = constans. 


Foucaultsches Pendel (sphärisches Pendel mit kleinem 
Ausschlag aus der Ruhelage und mit Berücksichtigung der Erd- 
rotation).. 

Die Bedingungsgleichung (Koordinatensystem wie früher: x, y, 2 
nach Osten, Norden, vertikal aufwärts): 


++ 


kann geschrieben werden: 
2 2 
fa,y2)=2— = u. 


Die Lagrangeschen Gleichungen erster Art werden: 


u 20(y sin® — 7 cos 8) -H4-,-, 
yY’ = — 20x sin 8 — o®Roos#sin® +1, 
= en 
Für die Ruhelage =’ =y=y'=’=?r7"=0) folgt: 
2 
nt, ee, wo Re: 
0 


die Ruhelage ist also gegen den Fußpunkt des Lotes vom Auf- 
hängungspunkt auf die Horizontalebene nach Süden ver- 
schoben. 

Für die Projektion x,%y, auf die Horizontalebene ergibt sich, 
wenn man den Koordinatenanfang noch in die Ruhelage verlegt, 
also setzt: 


Y = Y—%Yn ı, =%T, 


’ x . 
= — L +2osin®y], 
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non tous, 


(21, 27. gegen g, zu vernachlässigen). 
Polarkoordinaten (x, =rcosg, y, =rsing) ergeben die In- 
tegrale: 
r?p +osin#(r — r)=0, 


+1? ae RT -- N)=0, 


wobei zu Anfang r=r,, 9,=r,= 0 angenommen ist. (Das Pendel 
ist zu Anfang außerhalb der Ruhelage festgehalten.) 

Für den Winkel » = arc tang (y) :x\) der Tangente der Bahn- 
projektion mit der Ostrichtung folgt unter Berücksichtigung dieser 
Integrale: 


Also: Die Bahntangente (oder Pendelebene) dreht sich 
rückläufig (von Osten über Süden nach Westen) mit der kon- 
stanten Winkelgeschwindigkeit »sin®#. 

IV. Der starre Körper. 

Die lebendige ‚Kraft ist, wenn der im Augenblick mit dem 
Nullpunkt zusammenfallende Körperpunkt die Geschwindigkeits- 
komponenten v,cos«@, v,Ccosß, v,cosy hat und die Winkel- 
geschwindigkeit (der Drehvektor‘ ) die Komponenten p—=w»cosi, 
g=wcosu, r=@cosv: 


T-2Nn@’+y°+79 


= DI mt, cosa +g2--ıy’+w, csß+rx a 
j + (w, co8y + Py — qm”) 
= D'm +, [eos a(g I'mz— r I'm y) 
+ cos ß (r D’m x —p I m2) 
— CO8 r( PD m Y— a D>'m <)) 
p° 9 9, gq? N £) 2 en 2 92 
+, DIm@+4y)+z Im@+2)+, DI m@’+y”) 
— pq > may — gr Dmyz — rp I mze. 


ee 
Die Faktoren von E > heißen die Trägheitsmomente 


186 Materielles Pendel. 


(A, B,C) um die drei Achsen, die Faktoren von pg, qr, rp die 
Trägheitsprodukte (L,J, K). 

Das materielle (zusammengesetzte) Pendel. 

Rotiert ein starrer Körper um die horizontale y-Achse und 
ist die z-Achse vertikal nach unten gerichtet, so ergeben die 
Lagrangeschen a 


: I ne) d > ( de, =) 
> me ns age) u "\ıaı rd 
> — 9 Im; %;; 


oder wenn man Polarkoordinaten einführt: 
2,=r,008(#+%#;,), xz,=r,sin®+#%,), 


und wenn M = D'm ist, ferner #® bestimmt durch: 
Be 2. sing in 
die Lage des Schwerpunktes: 


2 
a > m;r}) = — gMrsin®, 


a9 —gM 
ws 
wo B das Trägheitsmoment um die horizontale %-Achse ist, 

Die Differentialgleichung hat jetzt dieselbe Form wie die für 
das einfache Pendel (s. oben S. 183). Es folgt für kleine Ausschlag- 
winkel die halbe Schwingungsdauer: 


B- 

M.r.: g 
Geometrie der Trägheitsmomente. Das Trägheits- 

moment eines Körpers um die durch den Nullpunkt gehende 
Achse der Richtung «, f, y, d. h. die Summe der Produkte der 
Massen in die Quadrate der Abstände von der Achse ist: 

M = Acos’« + Bcos?ß + C cos? y — 2.J cos ß cos y 

— 2Kcosycos« —2Lcos« cos ß. 


oder 


T=r 


Das Trägheitsmoment um eine zu dieser Achse parallele Achse 
durch den Punkt x,%,2, Ist: 


M=M+M!, 
wenn die erste Achse durch den Schwerpunkt geht (D’mz = 
'my= >mz= 0), M die Gesamtmasse ist und } der Abstand 


der beiden Achsen, also: Unter allen parallelen Achsen 
hat die durch den Schwerpunkt das kleinste Trägheits- 
moment. 
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Trägt man auf den Geraden durch einen Punkt die reziproken 
Quadratwurzeln der zu den Geraden als Achsen gehörigen Träg- 
heitsmomente auf, so bilden die Endpunkte das Trägheits- 
ellipsoid: 

A&®+Bn’+0®—2Jn5—2Kt5— 2Lön=1. 

Das Trägheitsellipsoid des Schwerpunkts heißt Zentral- 

ellipsoid; seine Hauptachsen, auf die bezogen die Gleichung 


die Form hat: 
AB®+Bı’+TP=1, 
die Hauptachsen des Körpers. 
Trägheitsmomente in einfachen Fällen: 
Rechteck, Seiten ab (a>b). Um die zu a bez. b parallele 
Achse durch den Mittelpunkt: | 


1 1 
5] 8 
ab bez. 1a ba®. 


12 
Kreisfläche: Für Achsen in der Ebene durch den Mittelpunkt: 
n 4 
ee 
für die Kreisachse (senkrecht zur Kreisebene durch den Mittelpunkt): 
u .4 
gr. 


Kreiszylinder, Höhe h, Radius r. Trägheitsmoment aus 
Zylinderachse: 
a 4 
— r’h. 
2 
Kugel: Für jede Achse durch den Mittelpunkts 
8 5 2 3 
er (=; Mr’) | 
Dreiachsiges Ellipsoid (Halbachsen a, 5b, c), um die Achse a: 


4 2 „» _ _M 8 
7; mabe(b or + c®), 


. 


und entsprechend. 

Kreisring: R Radius des Kreises, den der Mittelpunkt des 
rotierenden, die Ringfläche erzeugenden Kreises vom Radius r be- 
schreibt. Trägheitsmoment um die Rotationsachse des Körpers: 


Z Ra’@R? ta) — M(R > 2) 
2 u 4) 


Freie Bewegung des starren Körpers. Wirkt die Schwer- 
kraft, so bewegt sich der Schwerpunkt so, als ob in ihm die 
ganze Masse konzentriert wäre, auf einer Fallparabel. Die Relativ- 
bewegung um den Schwerpunkt verläuft nach denselben Gesetzen, 
als ob der Schwerpunkt festgehalten würde und äußere Krüfte 
überhaupt nicht wirkten. 
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Für die kräftefreie Drehung um den festgehaltenen 
Schwerpunkt gelten die Flächensätze und das Integral der 
lebendigen Kraft. Der Vektor also, dessen Komponenten nach 
den im Körper festen Hauptachsen sind: 


4Ap, Ba, Hfr, 
bleibt der Größe nach unverändert: 
I JYA?p?+ B’y? + f?r? i 
und behält seine Richtung im absoluten Raume bei; die zu ihm 
senkrechte Ebene durch den Schwerpunkt: 


Apz+Bgy-+[rz=0 
heißt die Laplacesche iuvariable Ebene. 
Das Integral der lebendigen Kraft wird: 
Ap®+Beo’+Tr?’=2h. 
Eine Gerade durch den Schwerpunkt, deren Richtung ist: 
c08@:cosß:cosy=p:q:r, 
schneidet das Zentralellipsoid: 
Ax’+By’+T’=1 
in den Punkten: 


e Tr 
ze 4: _ 41 ’ = 


| vr "Tyan vah 
Das auf die Tangentialebene des Zentralellipsoides in &,n0£&, 
gefällte Lot hat den Fußpunkt: 
gay2h 
2k 


Ap 2%h Ap Y2h _B 
Typ aa ar! Tg 
5 Fr V2h 
To Dh? 
hat also die Richtung des Vektors, dessen Komponenten die drei 
Flächengeschwindigkeiten sind, und die Länge: 


I 


Die Tangentialebene bleibt also im Raume fest, sie ist zur 
Laplaceschen Ebene parallel, und da die Achse der Moment- 
andrehung die Verbindungslinie des Schwerpunktes mit dem Be- 
rührungspunkte ist, so folgt (siehe Kinematik, Seite 173): 

Das Zentralellipsoid rollt auf einer festen Ebene 
ab. Die Drehgeschwindigkeit ist der Richtung nach durch die 
Verbindungsliniie „= y&+n3+& mit dem augenblicklichen 
Berührungspunkt gegeben und der Lröße nach durch: 


oa=0,Y ?h, 


wo h die Konstante der lebendigen Kraft ist. 
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Findet der Anfangsstoß so statt, daß der Körper momentan 
um nur eine Hauptachse rotiert, so dreht er sich beständig um 
sie, die Hauptachsen sind „permanente Drehungsachsen‘. 

Kreiselbewegung heißt die Bewegung eines sturren Körpers 
unter dem Einfluß der Schwerkraft, wenn irgendein Punkt des 
Körpers festgehalten wird. 

Es seien x, y, 2 die im Körper festen Trägheitsachsen für 
den festgehaltenen Punkt, A, B, C die entsprechenden Trägheits- 
momente, ?, g, r die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit 
nach den drei Achsen, dann sind die Komponenten des Impuls- 
vektors, d. h. die Momente der Bewegungsgrößen um die drei 
Achsen: Ap, Bq,Cr. Es muß dann der Momentvektor (L,M,N) 
der äußeren Kräfte um den festen Punkt gleich der Änderungs- 
geschwindigkeit des Impulsvektors sein, wobei zu berücksichtigen 
ist, daß die Achsen selbst mit dem Körper rotieren. Dieser An- 
satz führt auf die 

Eulerschen Gleichungen: 


AaIP_(B-Ogr+L, 


dt 
Bo = — (C— Arp+M, 
r 
CT =(4— Bpg+ N. 


dt 
Zur wirklichen Bewegung muß man noch die Eulerschen 
Winkel kennen. Ist k die Knotenlinie, d. h. die Schnittlinie 
der x&y-Ebene mit der &n-Ebene des im Raume festen Achsen- 
systems &, n, &, so sind diese Winkel: 


= IK 2); Y = 6, k); p=SCk, x), 


und es wird dann: 


>" sin$®sinpg+t 0009, 
dv . AR . 
= as a I sing, 
l 
-% rg st 


Beim der Schwerkraft unterworfenen symmetrischen 
Kreisel (£ vertikal nach oben, A— B) begnügt man sich mit 
der Kenntnis der sphärischen Kurve, welche ein Punkt der Sym- 
metrieachse (2-Achse) auf der Kugel um den Stützpunkt als 
Zentrum beschreibt. 

Die Kurven, aus symmetrischen Teilen bestehend, schlängeln 
sich zwischen zwei horizontalen Parallelkreisen hin und her, wie 
beim sphärischen Pendel. Wird zu Anfang dem um die Figuren- 
achse rotierenden Kreisel kein seitlicher Stoß erteilt, so setzt sich 
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die Kurve auf den Parallelkreis durch den Anfangspunkt immer 
mit Spitzen auf; auch können bei seitlichem Anstoß Schleifen 
entstehen. Die sich schlängelnde Kurve kann sich dabei in einen 
einzigen Parallelkreis verwandeln, und man hat dann reguläre 
Präzession: Die Figurenachse wandert gleichförmig auf einem 
Kreiskegel, und der Kreisel dreht sich gleichförmig um seine 
Figurenachse. 

Die Erdachse führt eine solche Präzession aus um die Richtung 
senkrecht zur Ebene der Erdbahn (Ekliptik); die Dauer eines Um- 
laufs der Erdachse um die Achse der Ekliptik beträgt 25800 Jahre. 


Potentialtheorie. 
Begriff des Potentials. Wenn ein Massenpunkt (x, y, 2) 
von den Punkten m, (X, Yı, 21), Ms (X, Ya, 22), ... die Entfernungen 


fi, fg, ... bat und von ihnen mit einer Kraft abgestoßen wird, 
die dem "Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional ist 
(Coulombsches Gesetz, s. Elektrostatik), so ist die Kräfte- 
funktion für w=1: 


m, 
Deep >’ 
r, 


(die Differentialquotienten geben die Komponenten der Beschleu- 
nigung). V heißt das Potential der Punkte m, an der Stelle 
2, Y. 2. 

Die Masse kann auch, statt in Punkten konzentriert zu sein, 
linear, flächenhaft oder räumlich verteilt sein, das Potential ist 
dann ein Linien-, Flächen- oder Raumintegral. 

Die Flächen konstanten Potentials heißen Niveaufläch en, 
ihre senkrechten Trajektorien sind die Kraftlinien. Die Tan- 
gente an die Kraftlinie also die Normale der Niveaufläche, und 
zwar die äußere n (die in Richtung des abnehmenden PV)) gibt die 
Richtung der Kraft; die Größe ist: 

az 
m 
Die Komponente der Kraft in der aßy ist: 
m (5,0 +, co 08 + S% cos ,)- 

Potentiale (auch Niveauflächen und Kraftlinien) für einige 
homogene Verteilungen der Masse, wobei die Dichtigkeit, möge 
sie nun linear, flächenhaft oder räumlich sein, immer gleich Eins 
angenomınen wird, mögen hier folgen: 

Punkt M: Potential M: r, Niveauflächen konzentrische Kusdin; 
Kraftlinien die Geraden durch M. 

Homogener Stab, d. h. Gerade von der Länge 2a mit den 
Endpunkten z=y=0,2=-+a. 
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Potential: | 
P=10g® —2+Ve ty’ ta 
Ve+y’+(a+2?—a—: 

Niveauflächen: Konfokale Rotationsellipsoide mit den Brenn- 
punkten =0, y=0, 2=-.a. Kraftlinien: In den Meridian- 
ebenen gelegene Hyperbeln, welche mit den Meridianellipsen kon- 
fokal sind. 

Homogene Kreisscheibe @=0, 2? + y?<.a}). 

V für Punkte der Achse (2 =0, y=0): 


V-2a(VeLa 2). 
Homogene Kugelfäche («+ y?+2?— a?=0): 


4a? (r= Var ty? +zd;r>a). 


r 
Für Punkte innerhalb aber: 
V=4na. 


Ellipsoidfläche, bei der die Flächendichtigkeit proportional der 
Dicke zwischen zwei unendlich benachbarten, ähnlichen, koaxialen 
Ellipsoiden ist. Äußere Niveauflächen: konfokale Ellipsoide. 
Kraftlinien: Schnittkurven der zur konfokalen Flächenschar ge- 
hörigen Hyperboloide beider Arten. 

Im Innern: Potential konstant. 

[Beim Durchgang durch Flächen (Flächendichtigkeit A an der 
Durchgangsstelle) ändert sich das Potential stetig, der Differential- 
quotient aber nicht; für den Differentialquotienten nach der 
äußeren und der inneren Normalen ist: 


= 


oV,oV 
“- +. —- =—4rh, 
dn,t ON, = 
während an anderen, massefreien Stellen für zwei entgegengesetzte 


Richtungen immer: 
A La 
on, on, 


Homogene Kugel, Radius a: Für Punkte außerhalb (r > a): 


4za® 1 


3 r ’ 


also ebenso, als ob die ganze Massse im Mittelpunkt vereinigt 
wäre Für Punkte innerhalb (r <a): 


v 


dxr? 


=. (r<a). 


V=2ra? — 
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Kugelschale, von zwei konzentrischen Kugeln mit den Radien « 
und 5<{a begrenzt. Potential im Hohlraum (r<b): 
V=2r(a?—b, 
also konstant, demnach keine Kraftwirkung im Hohlraum. 
Ebenso im Hohlraum, umgeben von einer Schale, deren Be- 
grenzungsflächen zwei koaxiale ähnliche Ellipsoide sind. 
Potential des Ellipsvides: 


2 y? 2? 
etutari=d 
auf äußere Punkte (z,y,2): 


= mare (1 = y“ go =); ‚au 
+ + tuYaitn tue tu’ 
wobei 
2 3 2? 
age +7 ze EEE 
Homogene Körper können i. B. a. ihre Wirkung nach außen 
oft durch einfachere Gebilde ersetzt werden, d. h. das Potential 
dieser einfacheren Gebilde, die stets innerhalb des Körpers liegen, 


ist für Punkte außerhalb gleich dem Potentiale des Be 
So kann ersetzt werden: 


8 
die Kugel durch die Masse *”*. im Mittelpunkt, das 
Ellipsoid durch die mit der Flächendichtigkeit 


2abe mager 
h= Ga ee Ser rer 1 — —- —; ee 
Ve — ec)? — ec‘) ee De 
zu a der eueDpe 
=0, Zen I (a>b>.e). 


Beim FA Rotationsellipsoid (a—=b>c) wird aus 
der Fokalellipse ein Kreis. 

Das verlängerte Rotationsellipsoid kann ersetzt werden 
durch die mit der linearen Dichtigkeit: 


zu belegende Brennlinie: 
z=y=0, z<e—a (a=b<o. 
Die Laplacesche Differentialgleichung. 


Die Funktion . ‚ als abhängig von den Koordinaten xy, 2 
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des einen Endpunktes der Strecke r, genügt der HEDIBGENENER 
Differentialgleichung: 


1 0° 1 
4(z)- TIGBEAr )+r326)=0: 
Für alle Punkte, die außerhalb der Masse liegen, erfüllt 


das Potential ’»-> = ebenfalls die Laplacesche Differential- 


gleichung: 
AV=0. 

4wV ist die Differenz des Mittelwerts von Y auf einer un- 
endlich kleinen Kugel um x, y, 2 und des Wertes von V im 
Mittelpunkt der Kugel. 

Erfüllt eine Funktion diese Gleichung, dann heißt sie har- 
monische Funktion. (Jede harmonische Funktion kann in 
einem Gebiet, wo sie überall stetig ist und erste und zweite 
Differentialquotienten besitzt, gedeutet werden als Potential ge- 
wisser, außerhalb dieses Gebietes gelegener und im ullgemeinen 
nicht eindeutig bestimmter Massen.) 

Für Punkte im Innern eines Körpers, dessen Raumdichtigkeit 
e(z,y,2) ist, wird: Ä 

AV/=—4noe. 

Der Laplacesche Differentialausdruck AV wird auf ein all- 
gemeines (krummliniges), orthogonales Koordinatensystem «, ®, %, , 
d.h. auf ein System, wo die drei durch einen Punkt (2,%,2,) 
gehenden Flächen: 


ur, y 2) = Ulky; Yo 20): 
(2, Y,2) = vlg, Yar 20): 
w(%, Y, 2) =W(X,, Yo; Zo) 
n gegenseitig senkrecht schneiden, transformiert durch den 
nsatz: 


tler) 


Hierin ist: 
2 2 > | m £ 2 
ee 
IDEE 


D?—=- ABC. 
Setzt man z. B.: 
z=rsin®»cosp, y=rsian®sing, z=rcost, 
(r,$, g Polarkoordinaten), dann wird: 
EEE 8 0 2 of r\ 1 .0°f 
a Fans ldr lt nn 2) +38 nt insg] 


Taschenbuch f. Mathematiker und Physiker. I. Jahrg. 13 


194 Sätze von Gauß und Green. 


Für Zylinderkoordinaten (9g,9,2; 2=e_c08 9, y=eosinp) 


af= 3,(e MESA- + Kl 


ef, ı0f, 10’, 0o°f 
et es 08 dp Tr 


Die Integralsätze von Gauß und Green. 

Wichtig für Umformung und Berechnung von Integralen in 
der Potentialtheorie sind die folgenden Sätze: 

Das Raumintegral: 


SS Hazavar 


ist gleich dem über die Oberfläche erstreckten Integral: 


fs cos na fe, nd), 
wo n die Richtung der äußeren Normale bedeutet. 
Setzt man z. B. f=x, so drückt das Flächenintegral: 
doxcos(n, x) 


den Rauminhalt aus. 
brigens ist: 


0% x 
cos (n,a)—=°. BE 2), 
on Ov : 


wo »v die innere Normalrichtung bedeutet. 

Die scheinbare Größe dw eines Flächenelements ds mit 
der Normale », d. h. der Ausschnitt des Sehstrahlenkegels (von 
einem Punkt nach dem Rand des Flächenelements) aus der Kugel 
vom Radius Eins ist: 

BR a A 2: 
et y* on 

Für Punkte im Innern einer geschlossenen Fläche, 
z. B. eines Ellipsoids oder eines Würfels, ist die scheinbare Größe 
dieser ganzen Fläche immer 4, also: 


-=— (a0, (}) 


für außerhalb gelegene Punkte: 


jel („)=0. 
en\r 
Für V— > Bi folgt hieraus: 


cos(n,r) _ 7 (-) 3 
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Das Flächenintgra!): 


über eine geschlossene Fläche erstreckt, ist gleich 


— 4n >’ m, 


wo die Summe nur über die von der Fläche umschlossenen 
Massen zu erstrecken ist. 

Greenscher Satz: Die beiden folgenden Integrale, von 
denen das eine über die geschlossene Oberfläche, das andere über 
das ganze Volumen eines Körpers erstreckt ist, sind einander gleich: 


o® ,0® 
Sr oras(-- [v32 ae) 


op 00V .,0» c6YV., 0» 0Y 
ff ana ten +Yao). 


Wenn Y=®, Ab=0, und für das Volumenintegral einfach 


f dv geschrieben wird, so kommt: 
o®\? o®\? 9®\?  :» 
S(& + lau) + (2) Sean de 
Ist also eine harmonische Funktion an der Oberfläche gleich 
null, so ist im Innern: 


o®\? o»d\ ? o®\? op 0» 0 
(22) + (5) He een 
sie ist also auch im Innern null. 

Da die Differenz zweier harmonischer Funktionen wieder eine 
harmonische Funktion ist, so folgt: 

Eine harmonische Funktion ist im Innern eines 
Körpers durch den Oberflächenwert (® an der Oberfläche) 
vollkommen bestimmt. 

Hydrodynamische Deutung: Ist ® eine harmonische 
Funktion und Y=1, so folgt: 


on 


Wird ® als Geschwindigkeitspotential einer (statio- 
nären, d.h. von der Zeit unabhängigen, nur vom Orte abhängigen) 
Flüssigkeitsbewegung gedeutet, d.h. der negative Diffe- 
rentialquotient ® nach einer Richtung als Geschwindigkeits- 
komponente, so gibt das Flächenintegral den Überschuß der 
ausströmenden über die einströmende Menge, die sogenannte 
Quellung. Im Innern eines quellenfreien Gebietes (AP = 0) 
können sich keine geschlossenen Niveauflüchen befinden, denn für 

13* 


- (aoav-- [ Sae. 
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rn 


Niveauflächen hat ja 2 stets einerlei Vorzeichen, also das 


Quellungsintegral ist nicht null. Maxima und Minima von F 
können sich nur innerhalb geschlossener Niveauflächen befinden, 
also hat eine harmonische Funktion in quellenfreiem Gebiet nie- 
mals ein Maximum oder Minimum. Ist also eine harmonische 
Funktion an der Oberfläche konstant, so ist sie im Innern 
auch konstant. 

Für einen Punkt x, y, z außerhalb einer Niveaufläche ist: 


ne) F ae) 


wobei das Integral über die Niveaufläche zu erstrecken ist und r 
die Entfernung des (äußeren) Punktes von den Punkten der Fläche 
bedeutet. 

Demnach kann die harmonische Funktion außerhalb einer 
Niveaufliche immer als Potential einer auf der Fläche verteilten 
Masse von der Flächendichtigkeit: 


aufgefaßt werden, also als Potential einer Flächenladung. 
Rückschluß auf genaue Anordnung etwa vorhandener Massen inner- 
halb der Niveaufläche, von denen V herrührt, ist nicht möglich. 

(Elektrostatische) Verteilungsprobleme. 

Vorbemerkung: Auch nach der Maxwellschen Theorie 
bleibt die klassische Elektrostatik, also das Coulombsche 
Gesetz bestehen, sofern wir vollkommene Leiter (mit frei be- 
weglicher Ladung) und einzelne fest verteilte Ladungen (voll- 
kominene Isolatoren mit Ladung) betrachten, die durch einen 
lsolator mit gegebener Dielektrizitätskonstante getrennt sind. 

Im Gleichgewichtzustand muB innerhalb des Leiters die 
Kraft null sein, also Y konstant. und 


0=— I av=o. 
ir 


Es entstehen also im Leiter keine räumlichen Ladungen, 
sondern nur Öberflächenladung. Die Oberfläche ist eine Fläche 
konstanten Potentials und die Flächenladung: 

10V 
h=— -,_—- 
. don 

Die Schirmwirkung der leitenden Schale. Im Außen- 
raume eines schalenförmigen Leiters, der z.B. von zwei sich nicht 
schneidenden Kugeln begrenzt ist, seien Isolatoren mit Ladungen 
verteilt, deren Potential 7", ist, ebenso im Innenraum (Hohlraum) 
Isolatoren mit Potential V,, ferner sei das Potential der auf dem 
Leiter entstehenden äußeren Flächenladung V_, das der inneren 
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V,, so ist für einen Punkt des Leiters nicht nur: 
F+V,+F+V,=e, | 


= v,= Cı I F', + V, oe 7) 3 
das heißt der eoistor wirkt gegen innen und außen als a 
die entstehenden Flächenladungen außen: 


_ı2 


sondern einzeln: 


tr ee) 
und innen: 
10 
in Ar On,‘ -#) 


sind unabhängig voneinander. 

Die Verteilungsaufgabe für eine Leiterschale zerfällt also in 
drei ganz unabhängige Aufgaben: 

Inneres Problem. h, ist so zu bestimmen, daB F,+-V, an 
der Innenfläche konstant ist. 

V, wird eine harmonische Funktion, ist durch den Oberflächen- 
wert bestimmt, und es wird die Gesamtmasse der inneren Flächen- 
ladung gleich der negativen Ladung des Isolators im Hohlraum. 

Äußeres Problem. h, ist so zu bestimmen, daß F +V, 
an der Außenfläche konstant ist. 

V, wird im Außenraum eine harmonische Funktion und ist 
vollkommen bestimmt, wenn die für jedes Potential geltende 
Bedingung hinzugefügt wird: Im Unendlichen, d. h. für einen 
Punkt, der sich von der Masse weiter und weiter entfernt, wird V 


unendlich klein wie > wo r die Entfernung des Punktes von 


einem Punkte der Ladung ist. Wenn nämlich M die Wesanıt- 
masse einer Ladung ist, so wird für r = 00: 
= V ==], 
Äußere und innere Isolatoren halten, wenn der Leiter das Po- 
tential null hat, auf ihm eine gewisse Ladung fest, wenn für sich: 


F,+V/.=°; F,+V,=0; 

sonst bleibt noch die freie Verteilung zu bestimmen, d.h. die- 
jenige Ladung h,,; welche entsteht, wenn eine Masse so zu ver- 
teilen ist, daß der innere noch äußere Massen wirken und 
”_ auf dem Leiter einen vorgeschriebenen konstanten Wert chat. 

Diese freie Ladung h, ist immer nur an der Außenfläche 
der Schale vorhanden und hat in allen Punkten dasselbe Vor- 
zeichen. Ändert sich die Masse der freien Verteilung, so ändert 
sich h, damit proportional. Gesamtladung M, und Potential V, 
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stehen in konstantem Verhältnis, welches die Kapazität 
des Leiters heißt. 

Beispiele für freie Verteilungen. 

Die freie Verteilung auf der Kugel ist gleichförmig, die 
Kapazität gleich dem Radius der Kugel. 

Die freie Verteilung auf dem Ellipsoid ist proportional der 
Dicke der Schale zwischen zwei unendlich benachbarten, koaxialen, 
ähnlichen Ellipsoiden, also mit: 


Beim gestreckten Rotationsellipsoid (a =D <{c) wird die 


Kapazität: 
ga a 
ce — a” lo er 
v ö (. + Ve — =) 


und wenn a sehr klein, nahezu: 


u 
elog 


Ist eine geschlossene Fläche Niveaufläche für eine harmonische 
Funktion V, so ist h , für diese Fläche proportional mit: 
or 
on 
Zwei Kugeln, welche durch einen langen dünnen Draht ver- 


bunden sind, haben bis auf die Anlötstellen nahezu gleichförmige 
Verteilungen h,, welche den Radien umgekehrt proportinal sind. 


An einspringenden Kanten und Spitzen ist A, null, an aus- 


springenden unendlich groß (Blitzableiter). 

Die Behandlung des inneren und äußeren Problems läßt 
sich zurückführen auf die Berechnung der (inneren und äußeren) 
Greenschen Belegungen h,, und As: A,. \st die Flächen- 


dichtigkeit der von einem Punkt (x,y,2,) der Masse (—1) im 
Hohlraum (die Fläche als Innenfläche einer Leiterschale gedacht) 
induzierten Belegung, Ah, entsprechend die in einem äußeren 
Punkt (x y,2,) der Masse (—1) auf der Fläche (als äußere Be- 
grenzung eines Leiters) induzierte Belegung. (Das Potential auf 


dem Leiter ist dabei gleich null.) 
Jede im Innern harmonische Funktion V(x,y,z,) kann dann 


mit Hilfe ihres Wertes auf der Fläche (z.B. c— F,,) so dar- 
gestellt werden: 

Kay) | V,h,,05, 
ebenso jede im Außenraum harmonische Funktion, welche im Un- 


Elektrische Bilder. 199 


endlichen wie u unendlich klein wird, durch: 


ao a0 


Vi Ya!) - /v h__do. 


Beim inneren Problem ist das Potential der dem Punkte P, 
entsprechenden, also von der Masse —1 in diesem Punkte in- 
duzierten (Greenschen) Belegung für den Punkt P, im Innern 
gleich dem Potential der von P,(— 1) induzierten Greenschen Be- 
legung in P.. 

Für die Kugel vom Radius R ist die dem innern Punkt im 
Abstand r vom Mittelpunkt entsprechende Greensche Belegung: 

1 (R—r?) 
ei e’R (R>r), 


wo e der Abstand des induzierenden Punktes vom Flächenelement 
ist; ebenso: 


2 
a a (R<n), 


die Gesamtmasse der äußeren Belegung ist R:r. 

Um die (freie) Verteilung auf mehreren (z. B. zwei) 
Leitern zu bestimmen, ist Y so zu wählen, daß es im Außen- 
raum (oder im Hohlraum zwischen) der beiden Leiter harmonisch 
ist und auf den Leitern konstante Werte c, und c, annimmt. 
c, und c, bestimmen sich nachträglich aus den bekannten Ge- 
samtladungen M, und M,: 


1 oV ı (oV 
m—— 5 | Gras, Mu nn ES 

Methode der elektrischen Bilder. Kennt man das 
Potential einer Massenverteilung (linear: auf dem Bogenelement ds 
mit der Dichte A, flächenhaft: auf dem Element do mit Dichte A, 
räumlich: im Raumelement dv mit Dichte oe) und führt man nun 
die Transformation durch reziproke Radien aus: 
x: a? ; Y: a? ; z.a? 


Trtyitz 


so gehen ds, do, dv an der Stelle xyz über in die Elemente: 
2 2 4 6 
ds’ = = ds (= Ras)  ‚ d= = do dv = — dv. 
r” a r r 


Weist man jetzt den entsprechenden Elementen die Dichtig- 
keiten zu: 


200 Kugelfunktionen. 


so ist das Potential (9) dieser in den entsprechenden („an der 
Kugel gespiegelten‘) Raumteilen ausgebreiteten Massen i. B. auf 
P(x,y',z) durch V in P(xz,y,z) leicht auszudrücken: 


’ (4 ’ (4 Tr 
V'a,y',z.)= z V(x, y, 2). 


Durch diese Sätze können manche Verteilungsprobleme auf- 
einander zurückgeführt werden. 
Ist das Potential einer gegebenen Flächenbelegung der Kugel 
für Punkte außerhalb: 
v, = Ver, Y, P), 
so wird es im Innern: 


% 
vet rc 0). 


| 


Kugelfunktionen. 


Die Aufgabe, wenn V auf einer Kugeloberfläche gegeben ist, 
dann V in einem beliebigen Raumpunkte zu berechnen, wird mit 
Hilfe der Kugelfunktionen gelöst. 

Legendresche Polynome (Kugelfunktionen mit einem Ar- 
gument). 

Es sei Z die dritte Seite eines Dreiecks, dem Winkel y(u=cos y) 
gegenüberliegend, r und vr, (r, >r, r= er) die beiden andern; 
so daß 1 1 
E nYVi+te’— 2eu 
Die Koeffizienten der Entwicklung: 

Er lttehW@teBWw+tePBW+ 


heißen Legendresche ERIODE und sind ganze Funktionen 
n-ten Grades von u. 


Tabelle. 

P,wW=u, 

3,01 
BRW=Zu—,: 

5 3 

u? 

BRW=,w—,#. 

35, 15,03 
=, weg 

8, 35,,15 
Ws Er, En 

231 315 105 5 


6 


Er —- 2 q,* vr ER: 


.. Bi ia 
a en are 


. . . 
nr u er erregen ug, a er — enge mr Fee om rn nern 
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„au. AM. 
du” 2".1-.2...Nn 
Die Legendreschen Polynome erfüllen die Differentialgleichung: 
d 
nn+Yy)P,w-+ FR (1— u) P,W)=0, 


und haben die Integraleigenschaften: 


+1 
SPrw PnwWde=0 m+m), 
4 


+1 
2 
Jr P,u)du Zu 2n-t1 j 


Die Nullstellen von P,(w) liegen alle innerhalb des Intervalls 
—1<p<1 und sind getrennt. In diesem Intervall wird P?(u) 
niemals größer als Eins. 

Entwicklungen. 

Im Dreieck, von dem wir ausgingen, wird: 


| 1 — r" 
En > (2n +1) ie P,(u). 
0 
Eine auf der Kugel (Radius R, Poldistanz $, Länge 9) ge- 
gebene zonale Funktion, d. h. eine nur von ® abhängende 


Funktion (cos = u gesetzt) kann nach Legendreschen Polynomen 
mit dem Argument u entwickelt werden: 


Feoa9)=FW)=«+e P,W)+e.PR,W+t6sP,W)-+t:; 
dabei ist: 


+1 
2 / 
nr FW Frimdn. 
-1 


Diejenige harmonische Funktion im Innern der Kugel, welche 
an der Oberfläche den Wert Fu) annimmt, ist: 


Fr d)=a+ ERW +a(E) BWt, 


. . & A ® nd | 1 = 
die außen harmonische, welche im Unendlichen wie = unendlich 


- 
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klein wird und ebenfalls den vorgeschriebenen Flächenwert 
hat, ist: 
R R\?® R\® 
Fr,9=o, +6 (5) PW+a(-) BW+--- 
4 


"a 


Kugelfunktionen mit zwei Argumenten [—|. 


Besselsche Funktionen. 


Setzt man in P,(cos®): 


HN 
= — 
n 


und läßt » über alle Grenzen wachsen, so erhält man die Funk- 
tion nullter Ordnung: 

a? 2 ac° 
el sta. Tat 


Eberso entsteht die Besselsche Funktion n-ter Ordnung aus: 
d" Pm(W) 2 3 : __ % 
dur -(1— u; Da 


wenn man m über alle Grenzen wachsen läßt. 
Die Besselsche Funktion n-ter Ordnung (J*x) erfüllt die 
Differentialgleichung: | 


d?J,() | 1 dJ,&) n? _ 
Er er +1) n@=0, 
und hat die Reihenentwicklung: 
m 40 x 
Joel urntrraetnargt 
J„(&) = 0 hat unendlich viele reelle Wurzeln. 


Ähnlich wie f(w) nach Legendreschen Polynomen kann f(x) 
unter gewissen Voraussetzungen in die Reihe entwickelt werden: 


fu ta, Ad ta AL) +, IE) +; 


dabei sind die Koeffizienten bestimmt durch: 


B.4 1 

1 f ’f (ud) ds 

4 = =R | ro au | du. 
0 0 


nz 


1 
du. 
ö ai 


a, = — weosnu| 
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Es ist ferner: 


; n 1 
J’(&) =. I — JH ®@= 5 J,_ı 9 — Ir 1ı®) 


R 
n 
=, - Zum 


Jo (x) mern J, (&) ’ 
2n 
I) — — In®) +7,19 =. 
Wenn x und A verschiedene Wurzeln von: 


: J, (a x) —=0 
sind, so ist: 


a 
[Aen J,Ar)rdr=0. 
0) 


Bei beliebigem A ist: 


a 

. 2 ; £ n? ; 
/ Jr) rdar = 5 | Jay)’ + (: = 35) 720.0) 
0 


Eine Tabelle der Besselschen Funktionen findet sich unter 
den Zahlentafeln. 


Physik. 


Von Professor Dr. Felix Auerbach. 


Physik der Materie. 


I 


Grundbegriffe. Alle in der Physik vorkommenden Begriffe 
lassen sich im Prinzip, die meisten auch tatsächlich auf drei 
Grundbegriffe zurückführen und, als mathematische Größen be- 
trachtet, durch diese drei Grundgrößen ausdrücken. Die erste 
dieser Größen ist von dem Raumbegriffe hergeleitet, die zweite 
von der Zeit, die dritte — bei dem gegenwärtigen Stande der 
Erkenntnis — von der Materie. 

Raumgrößen. Unser empirischer Raum hat drei Dimensionen, 
nämlich, vom Auge des Beschauers gesehen, die Dimensionen des 
Links—Rechts, die des Oben—Unten und die des Vorn—Hinten. 
Man bestimmt demgemäß den Ort eines Punktes im Raume, 
indem man ihn auf den Ort eines Nullpunktes bezieht und seine 
Koordinaten in bezug auf diesen x, y, z, angibt; in der Regel 
benutzt man rechtwinklige Koordinaten, in besonderen Fällen 
aber Polarkoordinaten, zylindrische, elliptische oder schiefwink- 
lige. Ein Punkt hat gar keine Dimension, eine Gerade zwischen 
zwei Punkten heißt Strecke und ist eindimensional, eine Fläche, 
speziell eine durch drei Punkte gelegte Ebene hat zwei, ein Raum 
mit bestimmten Grenzen, ein Volumen, hat drei Dimensionen. 
Charakterisiertt man eine Strecke, von ihrer Länge abgesehen, 
durch das Zeichen [L], die Fläche durch [F'], das Volumen durch 
|], so hat man dıe Dimensionsformeln 

[L[])=L, Fir, [R]) = L°. 
Die Größe einer Strecke wird auf eine bestimmte Längeneinheit 
bezogen, und zwar im sogenannten absoluten Maßsysteme aut das 
Zentimeter, cm; die Fläche wird entsprechend in gem, d.h. 
Quadratzentimeter, das Volumen in cbem, d. h. Kubikzentimeter, 
ausgedrückt. 

Längenmaß. Das Zentimeter ist der hundertste Teil des 
Meters, m; und dieses wiederum ist ursprünglich definiert als der 
zehnmillionte Teil des Erdquadranten; da sich indessen nach 
späteren Gradmessungen die Länge des Erdquadranten im Ver- 
gleich mit dem damals hergestellten Normalmetermaßstab als 
etwas größer, nämlich zu 10000856 herausgestellt hat, bat man 
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die Beziehung zur Erde fallen lassen und versteht nunmehr unter 
einem Meter lediglich eine genaue Kopie des Pariser Normal- 
meters; einen solchen Maßstab besitzt z.B. die Kaiserliche Normal- 
Aichungskommission, seine Länge bei der Temperatur t beträgt: 
99,9999 + 0,0008642 t + 0,000000100 t? cm. 
Abgeleitete, dem metrischen System angehörige Maße sind folgende: 
km m dm cm mm u un 
10° 10? 10! 10° 10-1 10-° 10-7 
Einige früher gebräuchliche Maße, deren Reduktion auf das Zenti- 
meter noch zuweilen erwünscht ist, sind folgende: 


Pariser Fuß 32,48394 cm Pariser Zoll 2,712 cm 
Reinischer Fuß 31,38535 „, Pariser Linie 0,22558 „, 
Deutsche Meile 7,420438 km Yard 91,4404 


Rh} 


Englische Meile 1,609315 „, 
Seemeile (Knoten) 1,855109 „, 


Da das Normalmeter verloren gehen oder sich im Laufe der Zeit 
ändern kann, ist vorgeschlagen worden, eine wirklich absolute 
Fixierung der Längeneinheit vorzunehmen; ein Mittel hierzu bieten 
bestimmte Linien im Spektrum des Lichtes, z.B. die drei Kad- 
miumlinien; ihre Wellenlängen sind: 


ı (rot) = 0,64384722 u 1cm = 15531,635 4 (rot) 
A (grün) — 0,50858240 u 1cm = 19662,497 A (grün) 
), (blau) = 0,47999107 u 1 cm = 20833,721 4 (blau). 


Flächenmaß. Einheit ist das Quadratzentimeter, hieraus 
ergeben sich durch Multiplikation oder Division mit 100 usw. die 
anderen Maße. Die anderen Flächenmaße sind mehr und mehr 
außer Gebrauch gekommen [— |. 

Raummaß. Einheit ist das Kubikzentimeter, durch Multi- 
plikation oder Division mit 1000 entstehen die anderen Raum- 
maße [—]. 

inkeı. Weitere Raumgrößen sind die Winkel. Der Linien- 
winkel oder Winkel schlechthin wird auf zwei verschiedene Ein- 
heiten bezogen. Die eine ist der Grad, d.h. der 360. Teil des 
ganzen Kreisumlaufes; 90° bilden einen rechten Winkel, dessen 
Schenkel aufeinander senkrecht stehen, bei 180° bilden sie eine 
einzige gerade Linie. Der Grad wird in 60° (Minuten), die Minute 
in 60°” (Sekunden) geteilt; der Kreisumfang hat hiernach 21600’ 
oder 1296000’. Die andere Einheit ist derjenige Winkel, dessen 
Kreisbogen die Länge des Kreisradius hat; im vorigen Maße ist 
das ein Winkel von 57,2958° und es bestehen folgende Be- 
ziehungen: 


1” = 0,000004848 1’ = 0,0002909 1° = 0,017453 
90° — 1,5708 (n/2) 180° — 3,1416 (X) 360° — 6,2832 (2x). 
Flächenwinkel heißt der Winkel zwischen zwei Ebenen, d.h. 
zwischen zwei in einem Punkte der gemeinsamen Kante dieser 


206 Zeitgrößen. 


Ebenen auf ihr errichteten Normalen; er wird daher ganz ebenso 
gemessen wie der Linienwinkel. Dagegen ist der Raumwinkel 
oder körperliche Winkel ganz analog ein Ausschnitt aus der 
Kugelfläche, wie der Linienwinkel ein Ausschnitt aus der Kreis- 
linie ist; er wird daher in Quadratgraden gemessen, von denen 
die ganze Kugeltläche im Prinzip (die Ausführung macht gewisse 
Schwierigkeiten) (1/r) - 360 - 360 = 41252,96 enthält. 

Der Linienwinkel bestimmt die scheinbare Größe, unter 
der eine Linie von einem bestimmten Punkte aus erscheint; ebenso 
bestimmt der Raumwinkel die scheinbare Größe einer Fläche von 
einem Punkte aus. Alle Winkel sind dimensionslos, d.h. reine 
Zahlen. 

Koordinaten. Die Lage eines Punktes wird durch seine 
“ Koordinaten festgelegt. Zwischen den verschiedenen Arten von 
Koordinaten bestehen einfache Beziehungen, und es lassen sich 
durch sie alle vorkommenden Strecken, Flächen und Volumina 
ausdrücken [—]. 

Qualität der Raumgrößen. Außer ihrer Größe, d.h. 
Quantität, hat jede Größe noch eine Qualität, d.h. Gestalt; hier- 
mit hat es die Geometrie zu tun; aber auch für die Physik ist 
diese Frage oft von wesentlicher Bedeutung; so die Unterscheidung 
von kongruenten, ähnlichen und spiegelgleichen Raumgebilden, die 
Frage des einfachen oder mehrfachen Zusammenhanges usw. [—]. 

Zeitgrößen. Die Zeit hat nur eine einzige Dimension, die 
mit [7] bezeichnet wird. Ein direktes Maß für sie gibt es nicht, 
dieses muß vielmehr indirekt aus Raumwahrnehmungen abgeleitet 
werden, und zwar sind hierzu periodische Bewegungen geeignet, 
von denen man annehmen darf, daß sie sich stets in gleicher 
Weise abspielen. Eine derartige Bewegung ist die Achsendrehung 
der Erde; sie muß sich zwar theoretisch aus verschiedenen Grün- 
den allmählich ändern, und es liegen auch schon tatsächliche 
Spuren solcher Änderungen vor; sie sind indessen so minimal, 
daß sie selbst für sehr feine Aufgaben keine Rolle spielen. Aus 
dieser Periode, und zwar exakt wissenschaftlich aus dem Stern- 
tage, praktisch aber aus dem mittleren Sonnentage, leitet 
man die Zeiteinheit, die Sekunde ab, und zwar als den 86400. Teil 
desselben; 60 Sekunden bilden eine Minute, 60 Minuten eine Stunde, 
24 Stunden einen Tag, 365,2422 mittlere Sonnentage (gleich 
366,2422 Sterntage) bilden das (tropische) Jahr. Um indessen zu 
einer ganzen Zahl von Tagen im Jahre zu kommen, rechnet man 
im bürgerlichen Leben nach gemeinen und Schaltjahren, letztere 
mit 366 statt 365 ganzen Tagen, und eintretend in allen durch 
vier teilbaren Jahren der christlichen Zeitrechnung, mit Ausnahme 
der durch 100, aber nicht durch 400 teilbaren Zahlen. 

Alle auf demselben Meridian gelegenen Orte der Erde haben 
gleiche Zeit, von Meridian zu Meridian dagegen ist die Zeit nach 
Osten hin immer um 4 Minuten voran, für je 15 Meridiangrade 
also um eine Stunde. Man nennt diese Zeit Ortszeit und stellt 
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ihr die im Interesse des Weltverkehrs neuerdings eingeführte 
Zonenzeit gegenüber, die z. B. für alle Orte im Deutschen 
Reiche, Skandinavien, Österreich-Ungarn, Schweiz und Italien die 
gleiche ist, und zwar um eine Stunde später als für die west- 
licher gelegenen europäischen, eine Stunde früher als für die 
osteuropäischen Länder; man nennt diese Zonenzeiten die mittel-, 
west-, osteuropäische. Im Stillen Ozean findet ein Datumwechsel 
statt, d. h. hier muß bei der Bewegung nach Osten . dasselbe 
Datum wiederholt, bei der nach Westen ein Tag ausgelassen 
werden; die Datumlinie ist nach praktischen Rücksichten festgelegt. 

Bewegung. Aus den Begriffen von Raum und Zeit werden 
die Bewegungsbegriffe abgeleitet. Das Verhältnis der zurück- 
gelegten Strecke zu der dazu erforderten Zeit heißt Geschwin- 
digkeit; bei veränderlicher Bewegung muß sie als Grenzwert für 
unbegrenzt kleiner werdendes Zeitintervall definiert werden. Die 
in der Sekunde stattfindende Zunahme der Geschwindigkeit heißt 
bei einer geradlinigen Bewegung Beschleunigung (die Ab- 
nahme Verzögerung); bei einer krummlinigen Bewegung ist außer 
dieser „Bahnbeschleunigung“ oder „Tangentialbeschleunigung“ 
noch eine darauf senkrechte „Normal- oder Zentripetalbeschleuni- 
gung“ vorhanden. Näheres hierüber s. o. in der Mechanik. 

Bei krummlinigen Bewegungen, insbesondere bei solchen um 
ein Zentrum, ist es von Wichtigkeit, statt der Streckengeschwindig- 
keit die Winkelgeschwindigkeit o einzuführen; sie ist gleich 
jener, dividiert durch den Krümmungsradius der Bahn an der be- 
treffenden Stelle. Analog die Winkelbeschleunigung f. Dimen- 
sionsformeln: 

G=/[LTN, B=[LT”, o=[7T", f=[T2. 

Ein ganzer Körper kann verschiedene Bewegungen ausführen; 
die beiden wichtigsten sind die reine Verschiebung oder Trans- 
lation und die reine Drehung oder Rotation. Unter den Kom- 
binationen beider sind zu nennen die Rollbewegung und die 
Schraubenbewegung [—]. — Ferner ist unter den Bewegungen 
eines Systems, z. B. einer Flüssigkeit, eine von besonders ein- 
fachem Charakter, nämlich die stationäre Bewegung; sie ist zwar 
von Ort zu Ort verschieden, an demselben Orte aber immer die 
gleiche; sie bildet in mancher Hinsicht eine Mittelstufe zwischen 
der Ruhe und der eigentlichen Bewegung. In nahem Zusammen- 
hange mit der stationären steht die zyklische Bewegung [—|, 
andere Unterscheidungen sind die zwischen sichtbarer und ver- 
borgener sowie zwischen geordneter und ungeordneter Bewegung 
1 

Masse und Kraft. Als Maß der Materie dient ihre Masse 
einerseits und die von ihr ausgehende Kraft andrerseits, insbeson- 
dere die Gravitationskraft; an einem bestimmten Orte kann man 
dafür auch eiufach das Gewicht setzen. Das Gewicht — und all- 
gemein die Kraft — ist das Produkt aus Masse und Beschleuni- 
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gung; da die letztere für Fallbewegung auf der Erde im Mittel 981 
ist, ist das Gewicht immer das 981-fache der Masse, jedoch mit 
kleinen Schwankungen von Ort zu Ort [—]. Im absoluten Maß- 
systeme wählt man die Masse als Grundbegriff und leitet dann 
die Kraft in obiger Weise aus der Masse und der Beschleunigung 
ab; umgekehrt verfährt man im sogenannten praktischen Maß- 
system, in diesem hat daher die Kraft, speziell das Gewicht, den- 
selben Zahlenwert wie die Masse im absoluten. 

Als Einheit der Masse dient die einer Wassermenge, die bei 
4°C 1 ccm ausfüllt, sie ist durch ein in Paris aufbewahrtes Ge- 
‚wichtsstück festgelegt und heißt Gramm, gr (die Schreibweise g 
ist wegen der Verwechslung mit der Schwerebeschleunigung zu 
vermeiden). Aus dem Gramm werden wieder größere und kleinere 
Einheiten gebildet: 

10® 105 10° 10? 10 10-1! 10? 10° 

t dz kg H D dg cg mg 
In Worten: Tonne, Doppelzentner, Kilogramm, Hektogramm, Deka- 
gramm, Dezigramm, Zentigramm, Milligramm. Die frühere Ein- 
heit, das Pfund, war in verschiedenen Staaten sehr verschieden, 
z. T. kleiner, z. T. größer als ein halbes Kilo [—|]. 

Die Einheit der Kraft ist im praktischen Maßsysteme eben- 
falls das Gramm; man tut gut, der Deutlichkeit halber hierfür 
gr* und entsprechend kg* usw. zu schreiben. Im absoluten Systeme 
ist dagegen die Einheit der Kraft eine Dyne, d.h. diejenige 
Kraft, die dem Gramm in der Sekunde die Beschleunieung eines 
Zentimeters erteilt. Daraus bildet man wieder größere und kleinere 
Maße, von der Megadyne (1 Million Dynen) bis hinab zur Mikro- 
dyne (1 Milliontel Dyne). Es besteht offenbar die Beziehung: 

1 gr*— 981 Dynen 1 kgr* = 981000 Dynen = 0,981 Megadynen 
1 Dyne = 0,000001019 kg* 1 Megadyne = 1,019 kg*. 
Ferner hat man die Dimensionen für Masse M und Kraft (z. B. 
Gewicht) K: 
[M]=M, [X] = LTM. 
Eine besondere Art von Kräften sind die auf Flächen wirkenden 
Druckkräfte; die dabei auf 1 qcm entfallende Kraft heißt 
Druck, seine Dimension ist 
[?] = L’'T"?M. 
Statt in absolutem Maße werden Drucke oft in Atmosphären 
gemessen: 
1 Atm. = 1,0333 kg* = 1013667 Dynen. 


Dichte und spezifisches Gewicht. Dividiert man die 
Masse eines Körpers durch sein Volumen, so erhält man seine 
spezifische Masse oder Dichte (bei einem nicht homogenen Körper 
deren Mittelwert); entsprechend aus dem Gewichte das spezifische 
Gewicht. Man erhält für beide Größen gleiche Zahlen, wenn man 
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die Massen im absoluten, die spezifischen Gewichte im prak- 
tischen Maße ausdrückt, d.h. beide auf Wasser gleich eins be- 
zieht. Mit dem Volumen un auch die Dichte von der Tem- 
peratur ab; auch hängt sie bei vielen Stoffen, z. B. bei den 
Metallen, von der Art ihrer Herstellung usw. ab, so daß sich all- 
gemein nur ungefähre Zahlen angeben lassen. 

Einige Dichten wichtiger Stoffe: 


1) Elemente (im festen oder flüssigen Zustande): 


| Aluminium..| 2,6 | Kohle (Dia- Sauerstoff ) 0,9 
1,4 mant) 3,52 || Schwefel . 
5,7 ı Kohle (Gas- 
| kohle) .... | 
11,36 | Kupfer 9 Silicium .... 
3,15 | Magnesium.. Stickstoff (fl.) 


8,6 "Natrium SER Thorium .... 


Phosphor(rot) 
Platin ...... | 214 
Quecksilber . ‚13,6 


4) Verschiedene feste 5) Quecksilber 
Stoffe: bei verschiedener Temperatur 


13,645 
13,595 | 


Flußspat, 
Kalkspat 
Kautschuk 
Messing 


Neusilber 
Paraffin 

Quarz 
Steinsalz........ 
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6) Wasser bei ver- 7) Verschiedene Flüssigkeiten meist bei 
schied. Temperatur: 0 Grad: 


Azetylen | 
Athyläther.............. 
ı Athylalkohol 
' Allylalkohol | 
Ammoniak (kondensiert).. 
Amyläther...... ner ui 
ı Amylalkohol 
Benzol.. 
Glyzerin 
Kohlensäure (flüssig) ...... | 
Luft (fl., — 190°) 
Methylalkohol 
: Öl (im Mittel) 
. Salpetersäure. 
‚, Salzsäure (rauch.)........ 
Schwefelsäure 
Toluol 


8) Luft bei verschiedenen Drucken 9) Verschiedene Gase und 
und Temperaturen (trocken) in Dämpfe 
- Millionteln: 


| | Be A | 2,565 
10: | — 1302| — Äthylalkohol .. | 1,608 
0 1225 1276 | 1293 1310 ı Ammoniak .. . 0,5889 
10 : 1182 : 1231 | 1247 : 1264 "379 | 
12 1174 | 1223 1238 | 1255 
14 1165 1214 | 1230 1246 
16 1157 1206 ; 1221 1238 
18: 1149 Im? 1213 1229 
20 1142 1189 | 1205 | 1221 
24 1126 1173 1188 1204 Kohlenoxyd.... 
| 30 | 1104 1150 | 1165 | 1181 | Kohlensäure Rss 
50 = oe 1092 ‚ Sauerstoff 
100 — en i930, we Stickstoff... 
| 150. — —, 1,283 = 
BT | 780 = 
| ER 


Wasserstoff... 
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10) u. ff.: Säuren, Salze, Legierungen, Lösungen und andere 
Stofte [—]. 


Arbeit und Energie. Arbeit ist — nach dem heutigen Wort- 
gebrauche und der heutigen Auffassung der Mechanik — das Pro- 
dukt aus Kraft und Strecke, soweit letztere infolge der Wirkung 
der ersteren zurückgelegt wird; ihre Dimension ist also 

[A] = L’T-?M. 
Gemessen wird sie naturgemäß in Dynenzentimetern; die Einheit, 
also die Arbeit, die eine Dyne auf einem Zentimeter leistet, heißt 
ein Erg, und es werden hiervon wieder Vielfache und Bruchteile 
nach dem Dezimalsystem gebildet, vom Megaerg (eine Million Erg) 
bis herab zum Mikroerg (ein Milliontel Erg). Die in der Zeit- 
einheit geleistete Arbeit heißt Effekt oder Leistungsstärke 
(leider auch zuweilen Leistung, was leicht irre führt). Die Einheit 
des Effekts ist also das Sekundenerg. Für das 10000000-fache 
hiervon hat man den Ausdruck „Watt‘' eingeführt, und hiervon bil- 
det man wieder das 100-fache „Hektowatt“ und 1000-fache „Kilo- 
watt“. Geht man nun vom Effekt wieder zur Arbeit zurück, so 
kann man diese in Wattsekunden oder, wo sie groß ist und lange 
andauert, in Hektowattstunden oder Kilowattstunden messen. 
Es ist hiernach: 
ı Kilowattstunde = 36 Billionen Erg. 


In der Praxis wird noch zuweilen im Gewichtsmaß gemessen; hier 
ist die Arbeitseinheit das mkg*, Meterkilogramm; es ist gleich 
98,1 Megaerg. Die Leistungsstärke ferner wird noch vielfach in 
Pferdekräften, PS (englisch HP), gemessen; sie ist gleich 736 
(in England 746) Watt. Für angenäherte Zwecke kann man sich 
merken, daß eine Pferdekraft 3/, Kilowatt beträgt. 

Die Arbeit wird angesehen als herstammend aus dem Arbeits- 
vorrat des betreffenden Systems; man nennt diesen seine Energie; 
durch Addition der Energie aller Systeme kommt man zur ge- 
samten Weltenergie. Die mechanische Energie tritt in zwei Formen 
auf, der potentiellen oder Spannungsenergie und der aktuellen oder 
kinetischen (Bewegungs-)Energie; ihre Summe ist bei rein mecha- 
nischen, sog. konservativen Prozessen konstant. Bei allgemeinen 
Prozessen geht indessen die Energie auch in andre Formen, Wärme, 
Elektrizität, Magnetismus, chemische Energie usw. über; alsdann 
gilt das Konstanzprinzip oder Erhaltungsprinzip nur für die ge- 
samte Energie, alle ihre Formen eingeschlossen. 

C-6-S-System. Das absolute Maßsystem heißt wegen der 
Anfangsbuchstaben seiner drei Einheiten (in alphabetischer Reihen- 
folge) das C-G-S-System. Die Dimensionen der wichtigsten all- 
gemeinen Begriffe (auch einiger oben nicht genannter) sind hier 
zusammengestellt, die Zahlen bedeuten die Potenzen, in denen 
die drei Grundgrößen, L (Strecke), 7’ (Zeit) und M (Masse) in der 
betreffenden Größe enthalten sind: 

14* 
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Winkel jeder Art 
Geschwindigkeit... 
Geschwindigkeits- 


potential 
Winkelgeschw.... 
Beschleunigung .. 1 
Potential 2 
Entropie 
Frequenz 


Methoden zur Messung von Raum- und Zeitgrößen, Maßen, 
Kräften und Dichten. Es kann diesmal nur ein Überblick ge- 
geben werden [—!. 

1. Längen: a) Maßstab; b) Zirkel; c) Mikrometer; d) Kompara- 
tor; e) Kathetometer; f) Dickenmesser; g) Sphärometer; h) Dilato- 
meter; i) Telemeter (Entfernungsmesser); k) Höhenmesser; 1) Ver- 
schiedene Methoden. 

2. Flächen: a) Koordinatennetz; b) Planimeter; c) Verschie- 
dene Methoden. 

3. Volumina: a) Gewichtsverlust-Methode; b) Pyknometer: 
c) Volumenometer; d) Verschiedene Methoden. 

4. Winkel: a) Lot; b) Libelle; c) Sextant; d) Transporteur; 
e) Theodolit; f) Goniometer; g) Spiegelablesung; h) Raumwinkel- 
messer. 

5. Zeiten: a) Uhr; b) Chronometer; c) Chronograph; d) Ver- 
schiedene Methoden. 

6. Geschwindigkeiten: Verschiedene Methoden, für Dreh- 
geschwindigkeiten noch besonders Tourenzähler und Tachographen. 

7. Massen, werden fast immer als Gewichte gemessen: a)gleich- 
armige Hebelwage; b) Brückenwage; c) Federwage; d) indirekte 
Methoden. 

8. Kräfte und Energien: a) Dynamometer; b) Ergometer. 

9. Dichten: Sehr zahlreiche Methoden, besonders ausgestaltet 
für feste, flüssige und gasförmige Stoffe; für letztere im speziellen 
verschiedene Dampfdichtemethoden. 


I. 


Elastisch feste Körper. Diese haben einen endlichen Wider- 
stand sowohl gegen Volumen- als gegen Gestaltsänderung; jeder 
von ihnen wird durch einen Modul char.kterisiert, die man als 
Kompressionsmodul%, und Deformationsmodulä, bezeich- 
net. Bei isotropen Körpern sind sie von der Richtung unabhängig, 
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das elastische Verhalten eines solchen Körpers ist also durch zwei 
Konstanten vollständig bestimmt, wenistens soweit sich die Bean- 
spruchung und die Veränderung in den Grenzen der elastischen 
Vollkommenheit hält, d.h. der Körper nach dem Aufhören der 
Beanspruchung wieder in den ursprünglichen Zustand zurückkehrt. 
Indessen brauchen jene beiden Konstanten nicht gerade k, und A, 
sein, es können dafür auch irgend zwei andere unabhängige Kon- 
stanten eintreten, die dann zu jenen in einfacher Beziehung stehen; 
die beiden wichtigsten solchen Konstanten sind der Dehnungs- 
modul und die Elastizitätszahl (s. u). 

In einem elastischen Körper erfährt irgendeine kleine Fläche 
einen schiefen Druck, dessen Größe von der Orientierung der 
Fläche abhängt; man kann ihn erstens in seine rechtwinkligen 
Komponenten zerlegen und zweitens diese auf diejenigen Kom- 
ponenten zurückführen, die auf drei kleine Flächen wirken, die 
an derselben Stelle des Körpers liegen, aber nach den Koordinaten- 
ebenen orientiert sind. So gelangt man zu den sechs Druckkom- 
ponenten, nämlich den drei normalen X,, Y,, Z, und den drei 
tangentialen (Scherungsdrucken) Y,, Z,, Xy; hierin gibt immer 
der große Buchstabe die Richtung der Komponente, der kleine 
die Richtung der Normale der Fläche an. Diesen Drucken stehen 
nun gegenüber die Deformationen des Körpers; sie hängen ab 
von den Kompouenten u, v, w der Verrückung der Körperpunkte, 
aber nicht von diesen selbst (diese liefern vielmehr eine starre 
Ortsänderung im Raume), sondern von ihren Differentialquotienten 
von Ort zu Ort; und zwar zeigt eine nähere Betrachtung, daß für 
die elastische Deformation nur folgende sechs Kombinationen in 
Betracht kommen: ‘: 


ou cv dw vw), GT Cu, 0w c6v_ du 
oz 0y4 © But u ati at 0y 
I; Y%z £; Yı» 2: Zu: 


die darunter gesetzten Abkürzungszeichen empfehlen sich wegen 
ihrer Übereinstimmung mit denen für die Druckkomponenten. 
Dabei wird die kubische Dilatation eines Körperelementes (in 
erster Näherung): 


ou, cv, cw 
ua a7 


Die elastische Deformation eines Körpers läßt sich sehr an- 
schaulich darstellen durch das Ellipsoid, in das sich dabei stets 
eine Kugel verwandelt; man nennt es Deformationsellipsoid, 
seine Achsen aber die Hauptdilatationsachsen. Ebenso kann 
man die in einem Punkte herrschenden elastischen Drucke nach 
Richtung und Größe durch ein Druckellipsoid darstellen, seine 
Achsen heißen die Hauptdruckachsen; in isotropen Körpern 
stimmen diese und jene Axen der Richtung nach überein. Nimmt 
man überdies zwischen beiden eine lineare Beziehung an, was 
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sich in den meisten Fällen bewährt hat, so gelangt man zu den 
elastische Grundgleichungen isotroper Körper [—]. 

Längszug. Eine der einfachsten Beanspruchungen eines 
fadenförmigen oder stabförmigen Körpers ist der Längszug. Hier 
ist die Dehnung der Längeneinheit bei den meisten Stoffen sehr 
annähernd mit dem Zuge pro Querschnittseinheit proportional 
(Hookesches Gesetz); Formel: 

‚_P Pl 

Zu > V= Bag’ 
(v relative, 7 ganze Verlängerung, p Zug, P ganze Zugkraft, 
3 Länge, q Querschnitt). Die Größe F heißt Dehnungsmodul 
oder Elastizitätsmodul, es ist das Verhältnis des aufzuwenden- 
den Zuges zur erzielten relativen Verlängerung. Statt im abso- 
luten Maße gibt man ihn gewöhnlich in kg* pro qmm an; zur 
Reduktion auf absolutes Maß ist mit 98 Millionen zu multipli- 
zieren. Einige Werte sind folgende: 


Metalle (gezogen) 
(nur ungefähre Werte angebbar, da vom Zustande abhängig)! 


| Aluminium | 7100 | Iridium....! 52000 |: Silber . 
1 ' Kupfer.... | 12460 | 
Messing .. | 10300 
Neusilber . | 11500. 

22.000 | 
Gußeisen.. | 12200 ' Platin....! 16800 | 
ner BEREAREEE ENEE 


665 8170: 709 
1269 7970 2154 
627: 7970 500 
16 III 7400 | S208 
8219 6780, 8196 


Hölzer, axial. Verschiedene Stoffe. 


Bergkristall... !10 300° "Kohle, ca.... | 
Eis (U°) | 600 Korund 
Elfenbein.... 00 | Marmor 
Feuerstein... 7 BU0 

Flußspat ... .!10450. Paraffin 


Akazie . 1262 
Ulme...!1165 
Esche .. | 
Tanne... 
Ahorn..‘ 


Birke .. 

ı Buche... 
Eiche .. 
Fichte... 
Pappel . 


Gelatine E 2/100 : Quarzfaden .. 
360 . Sandstein.... 
| 2450 : Schiefer 
Kalkstein ...| ı 900° Topas 
‚ Kautschuk, ca. | 1/ 2 
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Mit der Temperatur nimmt der Dehnungsmodul bei allen normalen 
Stoffen ab, einige wenige Ausnahmen sind nicht einmal völlig 
sichergestellt. Bei einigen Stoffen ändert sich # mit der Bean- 
spruchung (Abweichung vom Hookeschen Gesetze); bei allen tut 
er das, sobald man sich der Elastizitätsgrenze nähert, weil hier 
zu der elastischen noch eine dauernde Dehnung hinzutritt. 

Elastizitätszahl. Mit der Längsdehnung ist eine Quer- 
kontraktion (und umgekehrt mit der Längskontraktion eine Quer- 
dehnung) verknüpft; das Verhältnis beider, die Elastizitätszahl u, 
schwankt für verschiedene Stoffe zwischen 0,15 und 0,50; letzterer 
Wert entspricht der Inkompressibilität des Stoffes, gilt also auch 
für Flüssigkeiten. Einige Zahlen sind folgende: 


Aluminium . | 0,36 || Messing..... 0,36 ' Opal ........ 
Bla... 0,42 || Neusilber ... 0,37 || Stuck.. .*.. 
Eisen ...... 0,29 | Nickelin .... : 0,40 | Ebonit...... 
Kupfer...... 0 34 | | Roses Metall | 0.47 ' Kautschuk . | 0,47 
Platin...... 0,21 ' Woodmetall.. | 0,48 ' Paraffin.. | 0,50 
Silber...... | 0,38 | | ‚ Leimgallert . | 0,50 | 


Kubische Zusammendrückung. Hier tritt ein neuer Mo- 
dul, der Kompressionsmodul, auf; statt seiner wird auch häufiz 
der 'reziproke Wert, die Kompressibilität, C, angegeben, und zwar 
gewöhnlich auf eine Million Atmospären Druck bezogen; einige 


Werte sind folgende: 


Bergkristall... | 2,68 | Stahl ......... 
| Blei. 4....06.3) 2, 76 | Steinsalz ......; 


.. 16 bis 29 | Topas......... 0,61, 
ae j 1,0 | Turmalin...... | 0,11 
Mit E und u hängt © durch die Formel 
3(1— 2u) 
C re 


zusammen, läßt sich also leicht aus den Tabellen für E und u 
berechnen. 

Biegung. Eine dritte Art elastischer Beanspruchung ist die 
auf Biegung; sie spielt hauptsächlich bei Stäben und Platten eine 
Rolle und hängt in ihren Details von der Art der Befestigung 
der Enden bzw. des Randes ab. Für einen einseitig festen Stab 
ist der Biegungspfeil, d. h. die Biegung des Endes: 


d.h. sie ist proportional mit dem biegenden Gewicht und dem 
Kubus der Länge, dagegen umgekehrt proportional mit der Breite, 
dem Kubus der Höhe und dem Dehnungsmodul; der noch übrig 
bleibende Faktor f hängt von der Form des Qnerschnitts ab [—]. 
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Drillung. Eine vierte Art der Beanspruchung ist die Dril- 
lung; sie gestaltet sich sehr einfach bei Stäben mit kreisförmigem, 
dagegen sehr verwickelt bei andern Stäben. Bei ersteren ist die 
Drillung des freien Endes, also der Torsionswinkel, proportional 
dem drillenden Momente, d. h. dem Produkte aus drillender Kraft 
und Hebelarm, sowie mit der Länge des Stabes, dagegen umge- 
kehrt proportional mit der vierten Potenz der Dicke und mit dem 
Torsionsmodul; letzterer ist identisch mit dem Gestaltsmodul k, 
(8.0) und steht mit E und u in der Beziehung 


k,= = 

- 24m" 
er ist also meist gleich drei bis vier Zehntel des Dehnungsmoduls 
[—]- Formel für den Torsionswinkel des freien Endes: 
2 MI 
a k,r' 
(M drillendes Moment, ! Länge, r Radius des Stabes oder Drahtes). 
Bei nichtkreisförmigem Querschnitt wird durch die Drillung auch 
die äußere (Gestalt des Körpers geändert, und es bleiben die ebenen 
Querschnitte nicht mehr eben [—]. 

Eine fünfte Art der Beanspruchung ist die Scherung [—|]. 

Methoden zur Bestimmung der elastischen Größen [—]. 

Elastizität der Kristalle [—]. 

Elastische Schwingungen. Es sind zu unterscheiden elastische 
Schwingungen linearer und flächenhafter Körper, je nachdem von 
den drei Dimensionen hauptsächlich nur eine oder aber zwei be- 
sonders ausgebildet sind; die beiden andern Dimensionen, d.h. 
der Querschnitt des linearen Körpers, wird als überall gleich an- 
genommen; ebenso bei flächenhaften Körpern die dritte Dimension, 
d. h. die Dicke. Ferner ist in jedem dieser Fälle zu unterscheiden 
zwischen gerader bzw. ebener Gestalt einerseits und gekrümmter 
andererseits. Endlich drittens zwischen Körpern aus Stoffen ohne 
und aus Stoffen mit eigener Steifigkeit; also zwischen Saiten und 
Stäben, Membranen und Platten; Saiten und Membranen müssen 
gespannt werden, Stäbe und Platten können auch mit freien 
Grenzen der Beanspruchung unterworfen werden. 

Ihrem Charakter nach gibt es Longitudinal-, Transversal- und 
Torsionsschwingungen; den beiden ersteren entsprechen, wegen 
ihrer großen Schwingungszahl, meist Töne, die letzteren sind ge- 
wöhnlich viel langsamer. 

Bei Saiten sind am wichtigsten die Quer- oder Transversal- 
schwingungen. Die Grundschwingung, die den Grundton liefert, 
hat die Periode bzw. Schwingungszahl 


_ 011/84 = 
ıV&, # 21 og 


d. h. die Schwingungszahl ist direkt proportional mit der Wurzel 


oo — 


Flüssigkeiten. 217 


aus dem Verhältnis der Zugkraft zu Dichte und Querschnitt, da- 
gegen umgekehrt proportional mit der Länge der Saite. Außer 
diesem Grundton gibt sie noch die harmonischen Obertöne, d.h. 
Töne von doppelter, dreifacher usw. Schwingungszahl; im allge- 
meinen gibt sie sogar alle diese Töne gleichzeitig, sie liefert einen 
zusammengesetzten Klang; das Stärkeverhältnis der Partialtöne 
und damit die Klangfarbe hängt von der Art der Erregung, dem 
Material usw. ab. Infolge der Steifigkeit der Saiten gelten obige 
Gesetze nicht genau. 

Bei Stäben sind die Gesetze der Querschwingungen konm- 
plizierter, insbesondere sind hier die Obertöne nicht harmonisch; 
auch teilt sich dabei der Stab nicht, wie die Saite, in gleiche, 
sondern in ungleiehe Stücke [—]. Noch verwickelter sind die 
Gesetze der Schwingungen von gekrümmten Stäben, insbesondere 
Stimmgabeln, sowie. von Membranen, Platten und Glocken [—]. 

Elastischer Stoß [—]. 

Elastische Nachwirkung [—]. 

Kohäsion. Unter diesem Namen kann man eine große An- 
zahl von Erscheinungen zusammenfassen, die das elastische Ver- 
halten fester Körper ın abnormen Fällen betreffen, d. h. außerhalb 
des eigentlichen Gebietes, in dem die einfachen Elastizitätsgesetze 
gelten. Es gehören hierher namentlich: 1. Die Festigkeit (gegen 
Zug, Druck, Knickung, Biegung, Drillung, Stoß); die Härte, Plasti- 
zität und Sprödigkeit; die Kohäsion im engeren Sinne, namentlich 
die von Kristallen sowie von Pulvern; die Adhäsion usw. [—]. 


Il. 


Flüssigkeiten. Unter Flüssigkeiten im allgemeinen versteht 
man sowohl tropfbare wie gasförmige, im engeren Sinne aber 
nur erstere. Sie haben eine sehr geringe Kompressibilität und 
eine sehr geringe Zähigkeit oder innere Reibung; letztere kann 
jedoch unter Umständen recht beträchtlich werden, und alsdann 
nähern sich die Flüssigkeiten (Öle, Pech usw.) dem festen Aggre- 
gatzustande. Die Lehre von den Flüssigkeiten zerfällt in die 
Hydrostatik, d.h. Lehre vom Gleichgewicht, und in die Hydro- 
dynamik, d.h. Lehre von der Bewegung der Flüssigkeiten. 

Hydrostatik. Im Gleichgewichtszustande einer Flüssigkeit ist 


op a op 7 p 
— « — Y — y 

a Ta ET 
(X, Y, Z Komponenten der äußeren Kraft, p Druck, e Dichte); 
oder, wenn man das Potential Y der Kräfte einführt: 


p=Ve +9; 
die Niveauflächen sind zugleich Isobaren, d.h. Flächen gleichen 
Drucks Wirkt nur die Schwerkraft, so ist die Oberfläche einer 
lokalen Flüssigkeitsmasse eine horizontale Oberfläche; wirkt all- 
gemeiner die Gravitation, so erhält man eine Kugelfläche. Im 
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Innern wirkt ein Druck gleich hs pro Quadratzentimeter, wo Ah 
die Höhe der Flüssigkeitssäule und s das spezifische Gewicht ist; 
dazu kommt dann noch der äußere Druck, z.B. der der Atmo- 
sphäre. Der hydrostatische Druck in einem zylindrischen Gefäße 
ist gleich dem Gewicht der über der Druckfläche lagernden Säule, 
in Gefäßen, die sich erweitern oder verengern, weicht er aber 
hiervon nach obiger Formel ab (hydrostatisches Paradoxon). 

In kommunizierenden Röhren steht eine Flüssigkeit in 
allen Schenkeln gleich hoch, die Höhen verschiedener Flüssig- 
keiten verhalten sich umgekehrt wie ihre Dichten. 

Der Bodendruck berechnet sich nach obiger Formel. Kom- 
plizierter ist im allgemeinen der Seitendruck, er hängt von 
der Lage und Gestalt der Fläche ab; für eine ebene Fläche ist 
er gleich dem Gewicht einer Wassersäule, die die Fläche zum 
Querschnitt und die Tiefe ihres Schwerpunktes unter der ÖOber- 
fläche zur Höhe hat; für gekrümmte Flächen existiert nicht immer 
eine Resultante der angreifenden Kräfte. 

Schwimmen. Ein fester Körper sinkt in einer Flüssigkeit 
unter, schwimmt in ihr oder taucht aus ihr auf, je nachdem seine 
Dichte größer, ebensogroß oder kleiner als die der Flüssigkeit 
ist. Schwimmt er in ihr, so ist er sozusagen gewichtslos. All- 
gemeiner, taucht ein anderweitig gehaltener, z.B. aufgehängter 
Körper in eine Flüssigkeit, so verliert er soviel an Gewicht, wie 
die verdrängte Flüssigkeit wiegt; ebensoviel gewinnt natürlich 
die letztere (Archimedisches Prinzip). Bei einem aus der 
Flüssigkeit emporragenden homogenen Körper verhält sich der 
eintauchende Teil zum ganzen Volumen wie die Dichte des Kör- 
pers zu dem der Flüssigkeit; bei zwei verschiedenen Körpern ver- 
halten sich die eintauchenden Teile direkt, bei einem nachein- 
ander in zwei verschiedene Flüssigkeiten eintauchenden Körper 
umgekehrt wie deren Dichten. — Ob das Schwimmgleichwicht 
eines em:porragenden Körpers stabil ist, ist eine weitere Frage, 
die sich im großen ganzen (aber nicht völlig streng) dahin beant- 
worten läßt, daß das sog. Metazentrum über dem Schwerpunkt 
liegen muß; es ist das der Punkt, in dem sich die natürliche 
Schwerlinie des Körpers mit der im Schwerpunkte seines ein- 
tauchenden Teils errichteten. Senkrechten schneidet. Bei einem 
‚Schiffe ist das Metazentrum für den Querschnitt und den Längs- 
schnitt verschieden, es kommen also hier kombinierte Stabilitäts- 
verhältnisse in Betracht. 

Gleichgewicht rotierender Flüssigkeiten. Diese ver- 
halten sich, insofern sie gleichförmig rotieren und dabei ihre Ge- 
stalt nicht ändern, wie ruhende Flüssigkeiten, nur mit dem Unter- 
schiede, daß eine Zentrifugalkraft mitwirkend gedacht werden 
muß. In einem Gefäße nimmt die Flüssigkeitsoberfläche die Ge- 
stalt eines Rotationsparaboloids an, mit dem Scheitel nach unten. 
Ist die Flüssigkeit frei gravitierend, so hat sie verschiedene mög- 
liche Gestalten: erstens ein abgeplattetes, aber der Kugel ähn- 
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Glyzerin 


Methylalkohol 
Olivenöl 
Propylalkohol 
Quecksilber 
Salpetersäure 
Schwefelsäure 


‚, Butylalkohol 
CHJOT 2a. en | 


| Wasser bei verschiedenen Wasser bei verschiedenen 
Temperaturen Druckgrenzen 


> ent 


onen 


o | 21 | 80 | a08 | 1-00 | 46,8 || 800700 | 39,4 
10 | 489 | 70 |, 409 | 100-200 | 44.2 || 700-800 | 38,8 
| 
! 
| 


20 | 46,8 | 80 | 41,5 | 200-300 | 43,4 || 800-900 | 37,3 
| 30 | 44,2 , 90 ! 42,1 | 300-400 | 42,4 Ä | 
| 


42,7, 100 | 400-500 | 41,5 
[_ 


Wie man sieht, nimmt die Kompressibilität des Wassers mit 
steigender Temperatur erst ab, dann zu; 'mit steigendem 
Drucke ab. 

Hydrodynamik. Für ideale Flüssigkeiten gelten die Euler- 
schen Bewegungsgleichungen: 


41,6 


wo 4, v, w die Komponenten der Geschwindigkeit, X, Y, Z die 
der äußeren Kräfte sind; dazu kommt die sog. Kontinuitäts- 
gleichung (Konstanz des Volumens): 


ou , Ov 
tyra 
Statt dieser kann man die Bewegungsgleichungen noch in zahl- 
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reichen anderen Formen (Lagrange, Hamilton, Weber, Clebsch usw.) 
aufstellen [—]. Man unterscheidet Potentialbewegungen und 
Wirbelbewegungen; bei jenen existiert ein Geschwindig- 
keitspotential g derart, daß 


0p dp op 

_— —— y! — = 

0x “ 0Y = HRG 
ist; bei diesen sind die Größen 


ov  0w —$ cw ou ou Ov 

02 0y de N dy O8 
von null verschieden und heißen Wirbelkomponenten. Es sind als- 
dann in der Flüssigkeit Wirbel vorhanden, und zwar entweder 
 Wirbelfäden oder Wirbelringe oder kompliziertere Gebilde. Wirbel- 
bewegung kann in einer idealen Flüssigkeit nie entstehen oder 
vergehen, wohl aber in einer reibenden [—]. 

Strömung. Am einfachsten ist sie in Röhren, und hier 
wiederum in weiten Röhren; immerhin bestehen verschiedene 
Schwierigkeiten, die z. T. nur empirisch überwunden werden 
können. In engen Röhren (oder auch in weiten, aber entsprechend 
langen) muß man die Reibung berücksichtigen, kommt dann aber 
zu der eleganten und befriedigenden Formel von Poiseuille 
für die Ausflußmenge: 

_ 2» (a, in ) 
A= FT ( + = 
(r Radius, ! Länge der Röhre, n innere, # äußere Reibungskon- 
konstante); in dem besonderen, z.B. bei Glas und Wasser er- 
füllten Falle, daß « sehr groß ist, wird also die Ausflußmenge 
proportional mit dem Biquadrat der Röhrendicke. — Komplizierter 
ist die Strömung in offenen Betten; ferner die Strömung mit 
großer Geschwindigkeit, die nicht mehr regulären, sondern „tur- 
bulenten‘“ Charakters ist [—]. | 

Ausfluß. Die Ausflußgeschwindigkeit wird unter bestimmten 

Voraussetzungen durch das Torricellische Theorem bestimmt: 


v= V2gh Ä 
(h die Druckhöhe, d.h. Tiefe der Ausflußöffnung unter dem Niveau); 
jedoch ist hieran, außer in einzelnen Fällen, eine Korrektion an- 
zubringen, und zwar erstens ein Faktor und zweitens ein zu Ah 
kommendes Additionsglied; es wird somit 


v=gpYV2gh+h). 
Liegt die Ausflußöffnung nicht im Boden, sondern in der Seiten- 
wand eines Gefäßes, so bildet der Strahl eine Parabel. Die Aus- 
flußmenge läßt sich nicht einfach aus der obigen Geschwindigkeit 
durch Multiplikation mit dem Öffnungsquerschnitt berechnen; es 
kommt vielmehr, da der Strahl sich kontrahiert. ein Koeffizient, 
der Kontraktionskoeffizient, hinzu; alle diese Koeffizienten zu- 
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sammen heißen Ausflußkoeffizient; sein Wert ist nach den Formen 
der Öffnung usw. etwas verschieden und im Mittel gleich 0,62 
(Contractio venae). Andere Werte nimmt er an, wenn in die Öff- 
nung Ansatzrohre gesteckt werden, und bei gewissen Formen der- 
selben kann er sogar eins werden. — Der ausfließende Strahl 
selbst zeigt ein sehr kompliziertes Verhalten, namentlich bei nicht 
kreisförmiger Öffnung; in einiger Entfernung löst er sich unter 
‘Umständen in Tropfen auf; der Zustand sowohl des Strahles wie 
der Tropfen läßt sich als ein Schwingungszustand auffassen. 

Bewegung fester Körper in Flüssigkeiten [—.]. 

Wellenbewegung der Flüssigkeiten. Aus verschiedenen 
Ursachen, 2.8. durch Eintauchen von Körpern, durch Wind usw., 
entsteht an der Oberfläche von Flüssigkeiten Wellenbewegung; 
sie besteht aus Schwingungsbewegungen der einzelnen Teilchen, 
die sich längs der Oberfläche, außerdem aber in die Tiefe fort- 
pflanzen. Die Bahn eines Teilchens ist meist elliptisch, in be- 
sonderen Fällen an der Oberfläche kreisförmig; nach der Tiefe 
wird die Ellipse immer flacher, am Boden geht sie in eine hori- 
zontale Gerade über. Die Form der Oberflächenwelle ist häufig 
eine Trochoide, in besonderem Falle geht sie in die Zykloide mit 
Spitzen über, an den Spitzen bilden sich dann Schaumköpfe. Bei 
ansteigendem Grunde oder in anderen Fällen wird die Wellen- 
form unsymmetrisch, vornübergeneigt, und es kann alsdann Bran- 
dung eintreten. 

Die letzte Ursache der Wellenbildung ist meist entweder die 
Schwere oder die Oberflächenspannung (Kapillarität); bei langen 
Wellen kommt jene, bei kurzen (Kräuselwellen) diese, bei mittleren 
kommen beide Kräfte ins Spiel. Die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Wellen hängt von der Wellenlänge A (= 2x/k), der Wasser- 
tiefe A, der Dichte oe und der Kapillarkonstante « ab; für reine 
Schwerewellen ist sie 


v: eih_e-kh 
= I SS en 
k eh L e-kh 


für gemischte Wellen bei großer Tiefe der Flüssigkeit: 


1/9% 20a 

. -y% ae oA ' 
nach dieser Formel, die durch Messungen bestätigt wurde, hat 
die Geschwindigkeit für eine bestimmte Wellenlänge ihr Minimum, 
nämlich für Wasser bei Wellen von 1,78 cm Länge, sie ist dann 
gleich 23,5 cm/sec. In Gefäßen und abgeschlossenen Becken bilden 

sich stehende Wellen aus, dahin gehören z.B. die Seiches I 

e- 


. Die größte Wellenerscheinung in der Natur sind die 
seiten, Ebbe und Flut [—]. 
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IV. 


Gase. Dieser Aggregatzustand der Materie zeichnet sich da- 
durch aus, daß der Widerstand gegen Gestaltänderungen, wie bei 
Flüssigkeiten, klein, der gegen Volumenänderung aber besonders 
merkwürdig, nämlich asymmetrisch ist: gegen Kompression findet 
ein endlicher Widerstand statt, gegen Dilatation aber gar keiner, 
im Gegenteil, ein Gas verbreitet sich von selbst in jedem ihm zur 
Verfügung gestellten Raum 

Die Beziehung zwischen Volumen und Spannung einer ge- 
gebenen Gasmenge wird in erster Annäherung durch das Boyle- 
sche (auch Mariottesche) Gesetz dargestellt, wonach das Pro- 
dukt aus Volumen und Spannung bei gleichbleibender Temperatur 
konstant ist; statt dessen kann man auch sagen: die Spannung 
ist proportional mit der Dichte: 


pv = kont, Pp=ate. 
Fügt man gleich noch die Abhängigkeit von der Temperatur 


hinzu, nämlich die Proportionalität mit der absoluten (von — 278 
als Nullpunkt gemessenen) Temperatur hinzu, so erhält man: 
p-v=R-T, 

R heißt die Gaskonstante und ist in absolutem Maße, wenn d 
die Dichte des Gases gegen Luft ist, gleich 2871000/d, im prak- 
tischen Maße gleich 29,27/d. Statt dessen kann man auch die 
Konstante R’ für eine Gramm-Molekel (soviel Gramm, als das 
Molekulargewicht angibt) angeben, sie ist für alle Gase im ab- 
soluten Maße gleich 83160000 (s. w. u. in der Chemie, wo aber 
R dem jetzigen .R’ entspricht). 

Die wirklichen Gase weichen von dem Boyleschen Gesetze 
desto stärker ab, je näher sie sich ihrem Verflüssigungspunkte 
befinden. Von den infolgedessen aufgestellten genaueren Formeln 
hat sich in vielen Hinsichten die Formel von van der Waals am 
besten bewährt: 


(r + 5) —b)—= RT. 


(Vgl. hierzu auch bei Wärme.) 

Für einige Gase gelten folgende Werte des Verhältnisses 
J=»,v;/pv bei verschiedenen Werten von 9, und etwa dop- 
peltem p (s. S. 223). 

Die Kompressibilität wird also mit steigendem Drucke größer, 
nur bei Wasserstoff kleiner. Indessen setzt sich dieses Verhalten 
bei weiter steigendem Drucke nicht fort, hier verhalten sich viel- 
mehr alle Gase wie der Wasserstoff von Anfang an. Je höher 
ferner die Temperatur ist, desto kleiner werden die Abweichungen 
vom Boyleschen Gesetze (s. w. u.). 
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Luft u Stickstoff | Kohlensäure 
Se a er De ee 
Do | 
| 


739 | 1,00141 754 11,00101 | 764 1,00760 | 2211 


2112 | 1,00277 | 1159 |1,00107 | 1415 |1,01281 | 3989 | 0,99696 
4141 | 1,00325 | 3030 |1,00195 | 2165 |1,01897 | 5845 | 0,99612 
6770 | 1,00429 | 4954 |1,00295 | 3186 |1,02849 | 7075 | 0,99470 
9336 | 1,00637 7294 | 1,00377 4880 | 1,04563 | 10362 | 0,99233 
1472 | 1,00662 | 9767 |1,00515 . 6820 | 1,06614 

| 10981 1,00646 9620 | 1,09988 


Gleichgewicht der Gase. Auch hier sind, wie bei Flüssig- 
keiten, die Niveauflächen zugleich Flächen gleichen Drucks; dazu 
kommt hier, daß sie auch Flächen gleicher Dichte sind. Das 
findet namentlich Anwendung auf die Atmosphäre; in dieser 
nimmt Druck und Dichte der Luft nach oben hin nach exponen- 
tiellem Gesetze ab, und zwar ist, insoweit man die Krümmung 
der Erdoberfläche vernachlässigen kann (b Barometerstand, } Höhe 
in Metern): 

h 


18400 ' 


für je 11m nimmt b um I mm ab, weiter oben langsamer; einige 
Zahlen sind folgende: 


0 100 200 400 800 1200 1600 2000 3000 4800 7500 
160 751 742 724 690 658 627 598 529 428 807 


Umgekehrt ergibt sich die Formel für barometrische Höhen- 
messung mit Korrektion für Temperatur und geographische 
Breite g: 

h = 18432 (1 + 0,00390 2) - (1 + 0,0026 cos 29) - log (b,/b). 
Übrigens ändert sich nach oben hin auch die Zusammensetzung 
der Atmosphäre, der Stickstoff nimmt relativ gegen den Sauer- 
stoff immer mehr zu; während das Verhältnis unten 78,96 : 21,00 
ist, ist es in 10000 m bereits 81,63 : 18,35. — Große Komplika- 
tionen im Zustande der Atmosphäre treten ein, erstens infolge 
der Temperaturdifferenzen und Strömungen, zweitens infolge der 
Erddrehung [—]. 

Bewegung der Gase [—]. 

Barometer. Für exakte Anwendungen kommt fast nur das 
Quecksilberbarometer in Betracht. Bedingungen für seine Ge- 
nauigkeit sind u.a.: 1) die Röhre muß mindestens 5, besser aber 
10 bis 15 mm weit sein; 2) das Quecksilber muß absolut rein 
sein, es muß daher vor Gebrauch destilliert und dieser Prozeß 
später zuweilen wiederholt werden; 3) das Vakuum darf keine 


logb = logb, — 


224 Luftschiffahrt, 


Spur von Luft oder Wasserdampf enthalten (auskochen, besondere 
Einrichtungen); 4) das Rohr muß genau vertikal stehen bzw. 
hängen; 5) das Barometer soll in diese Lage immer nur bei der 
Anwendung gebracht werden, sonst aber geneigt aufbewahrt 
werden; 6) die Ablesung muß genau sein (Spiegel-, Kontakt- 
methoden usw.); 7) die Skala muß genau sein oder mit einer 
Korrektionstabelle versehen werden; 8) es muß eine Korrektion 
wegen der thermischen Ausdehnung des Quecksilbers angebracht 
werden (bei besonderer Einrichtung wird das überflüssig); 9) es 
muß eine Korrektion wegen der thermischen Ausdehnung der 
Skala angebracht werden (bei Messingskala beträgt der Abzug 
für 5° rund 0,5 mm, für 10° schon 1,2 mm usw., bei Glasskala 
noch etwas mehr); 10) es muß die kapillare Depression berück- 
sichtigt werden (bei 8 mm Weite ist schon rund 0,5 mm hinzu- 
zufügen, bei 6 mm schon fast 1 mm); 11) die Änderung der 
Schwere mit der Höhe ist zu berücksichtigen (für mäßige Berge 
ist schon bis zu 0,5 mm abzuziehen); 12) die Änderung der 
Schwere mit der geographischen Breite ist zu berücksichtigen 
(Einfluß bis zu 1,öÖ mm nach beiden Seiten, für höhere Breiten 
als 45° additiv, für kleinere subtraktiv). 


Andere Apparate und Methodenffür Gase’ —]. 


Luftschiffahrt.- Es ist zu unterscheiden zwischen statischen 
und dynamischen Apparaten (gewöhnlichen und lenkbaren). Die 
statischen haben meist kugelähnliche Form und werden fast 
durchweg mit Leuchtgas gefüllt, da Wasserstoff immer noch zu 
teuer ist. Die Tragkraft ist 


T<v(s—s) — m, 


wo v das Volumen, s und s’ die spezifischen Gewichte von Luft 
und Leuchtgas sind und m, das Gewicht der unentbehrlichen 
Teile ist (Hülle, Tauwerk, Gondel, Ballast usw.); bei 10 m Durch- 
messer kommt man auf höchstens 2, bei 20 schon auf 20, bei 30 
auf 80 Doppelzentner; es ist aber zu beachten, daß sich der 
Ballon, je höher er steigt, desto ungünstigere Verhältnisse schafft 
(weil s immer kleiner wird). — Bei den lenkbaren Apparaten 
sind solche leichter und solche schwerer als Luft zu unterscheiden, 
letztere heißen gewöhnlich Flugmaschinen. Unter ersteren unter- 
scheidet man wieder das starre, halbstarre und unstarre System. 
Das starre System, bei dem das Fahrzeug ganz nach Art eines 
Seeschitfes gebaut ist, ist jedenfalls das prinzipiell günstigste und 
neuerdings namentlich durch Graf Zeppelin als ausführbar er- 
wiesen. Wegen der äußeren Schwierigkeiten und der großen 
Kosten haben jedoch auch die anderen Systeme zunächst noch 
eine große Zukunft. Die Flugmaschinen sind entweder passive 
Gleitflieger oder aktive Segel-, Drachen-, Schrauben-, Rad- oder 
Ruderflieger [—.]. 
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Reibung. Die wirklichen Flüssigkeiten und selbst die Gasc 
besitzen im Gegensatz zu den gedachten idealen Körpern die 
Eigenschaft, daß sich Bewegungen ihrer Teile gegeneinander nicht 
ungeschwächt erhalten, sondern durch gegenseitige Abgabe und 
Abgabe an die Umgebung schwächen und eventuell erschöpfen. 
Man schreibt das einer inneren Reibung zu und nennt die 
betreffende Eigenschatt Zähigkeit; bei den festen Körpern ist 
sie außerordentlich groß, bei den Flüssigkeiten zuweilen, wie bei 

len, noch erheblich, meist aber klein; aber selbst bei den Gasen 
macht sie sich bei vielen Erscheinungen geltend. Denkt man sich 
eine Flüssigkeit, deren unterste Schicht ruht, deren oberste mit 
der Geschwindigkeit gleich der Höhe horizontal fortschreitet, so 
heißt der Reibungswiderstand zwischen zwei Nachbarschichten 
Reibungsmodul; die wirkliche Reibung ist mit ihm, der Fläche 
und dem Geschwindigkeitsunterschied proportional: 


R= nf(dg/an). 

In den Bewegungsgleichungen macht sich die Reibung dadurch 
geltend, daß die drei Normaldrucke (S. 213) nicht mehr gleich 
groß, die drei Tangentialdrucke nicht mehr null sind; vielmehr 
ist jetzt: : ; i 

. U 0) w 

X,=p— N 3, EW. Y’=-—n (7 + y) usw.; 
für Gase kommt noch je ein weiteres Glied hinzu. Einige 
Reibungskonstanten (bei 0°): 


Kupfer 3700000 | Wasser... | 0,01777:Lufb ...... .0,000172 
_ Nickel 12500000 || Alkohol ... 0,01475 | Wasserstoff ' 0,000093 
Äther ..... -0,00256 | Sauerstoff . 0,000212 | 
Quecksilber ' 0,01693 |. ur 
| Men er Sell De rd 


Mit steigender Temperatur nimmt die Reibung der festen 
und flüssigen Stoffe ab, die der Gase aber zu; letzteres deutet 
auf den kinetischen Charakter der Erscheinung deutlich hin |—]. 

Die äußere Reihung wird ganz entsprechend definiert durch: 

R=Af(G — 6), | 

ı heißt äußerer Reibungsmodul. Maßgebend für die Erscheinungen 
ist indessen meist das Verhältnis der inneren zur äußeren Reibung; 
n/A = £&, es heißt Gleitungsverhältnis (oder Gleitungskoettizient); 
für Flüssigkeiten, die den betretfenden festen Körper benetzen, 
ist es null oder nahezu null; Luft z.B. strömt nicht eigentlich 
durch eine Glasröhre, sondern durch eine an dieser klebende 
Lufthaut. Auch Alkohol hat eine sehr kleine Konstante (0,011), 
Wasser eine wesentlich größere (0,235). 
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Bei festen Körpern an festen Körpern ist zwischen gleitender 
und rollender Reibung zu unterscheiden; jedoch lassen sich hier- 
für meist nur ungefähre Zahlen angeben [—. 

Einige Erscheinungen, bei denen sich die Reibung geltend 
macht und die deshalb auch zur Bestimmung der Moduln dienen 
können, sind: 1) Pendelschwingungen, Torsionsschwingungen usw., 
die Amplitude nimmt bei ihnen gesetzmäßig ab: Dämpfungsver- 
hältnis, logarithmisches Dekrement; 2) Strömung durch Röhren [—]. 


Kapillarität. Die tropfbaren Flüssigkeiten bieten an den 
Stellen, wo sie mit festen und gasförmigen Körpern in Berührung 
sind, noch besondere Oberflächenerscheinungen dar, die man unter 
dem Namen Kapillarität zusammenfaßt und auf eine besondere 
Oberflächenspannung zurückführt. Diese setzt sich aus einem 
konstanten, auch für ebene Uberflächen vorhandenen, aber unter 
gewöhnlichen Umständen nicht in die Erscheinung tretenden Gliede 
und aus einem von den beiden Hauptkrümmungsradien abhängigen 
-Gliede zusammen; letzteres läßt sich schreiben: 


1 1 
p=e(, +.) ‚ 
hierin heißt « die Kapillarkonstante oder Oberflächenspannung 
der Flüssigkeit; statt ihrer benutzt man zuweilen auch die Größe 
a?=2«/oe (e die Dichte) und nennt sie spezifische Kohäsion. 


Einige Werte der Kapillarkonstanten sind folgende (im absoluten 
Maße): 


gegen Luft gegen einander 


... ee. 00. © 


Quecksilber-Wasser... | 
Quecksilber- Alkohol .. 


oo. eo... 


Wasser - Olivenöl 


oo e.00. 


Quecksilber... ! 
Wasser ...... 


Mit steigender Temperatur nimmt die Kapillarkonstante ab; außer- 
dem ändert sie sich mit der Zeit wegen der Verunreinigungen 
der Oberfläche. — Von Bedeutung ist ferner der Randwinkel; ge- 
naue ‚Werte sind aber für ihn schwer anzugeben, da er gegen 
Verunreinigungen sehr empfindlich ist; für manche Kombinationen 
ist er null, die Flüssigkeit benetzt den festen Körper (Alkohol- 
Glas), für Quecksilber-Glas ist er etwa 135 Grad. 

Die Kapillarität macht sich namentlich bei folgenden Erschei- 
nungen geltend; jede von ihnen gibt demnach auch eine Methode 
zur Bestimmung der Kapillarkonstanten ab: 1. Zum Abreißen 
eines Körpers von einer Flüssigkeit ist eine Kraft erforderlich, die 
sich mit der Wage bestimmen läßt; 2. Zwischen. zwei parallelen 
Platten sowie in einer Röhre, die in ein Gefäß mit Flüssigkeit 
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tauchen, erhebt sich diese über das Niveau empor; die Steighöhe 
ist mit dem Abstande der Platten bzw. mit dem Durchmesser der 
Röhre umgekehrt proportional, für letztere aber doppelt so groß 
wie für erstere; auch kommt wegen des „Meniskus“ noch ein 
Korrektionsglied hinzu, so daß umgekehrt die Kapillarkonstante 
die Formel erhält: 


En ae, r\. 
a! rh(1+7 : 0,1288 7,) 


3. Ein auf einer Ebene ruhender Tropfen bzw. eine unter einer 
Ebene in Flüssigkeit hängende Gasblase nimmt eine bestimmte 
Größe und Gestalt an, und zwar für ganz kleine Mengen die 
Kugelform, für größere immer flachere, und über eine bestimmte 
Höhe kann der Tropfen aus gegebenem Stoffe nicht erreichen. 
4. Die Größe von aus Röhren fallenden Tropfen hängt ven der 
Kapillarkonstante ab. 5. Die Oberflächenspannung ist maßgebend 
für die Kräuselwellen an der Oberfläche von Flüssigkeiten (s.0.S. 221). 

Plateausche Figuren und Seifenblasen [—.]. 

Diffusion der Flüssigkeiten und Gase [—]. 

Osmose und osmotischer Druck [—j. Vgl. auch w. u. in 
der Physikalischen Chemie. 

Absorption der Flüssigkeiten und Gase [—]. 


Schall. 


Schwingungen. Eine Schwingungsbewegung eines Punktes 
ist charakterisiert: 1. durch die Form der Bahn, die räumlich, 
eben oder geradlinig sein kann; 2. durch die Periode, d.h. die 
Zeit, die vergeht, .bis der Punkt wieder den ursprünglichen Ort 
und die ursprüngliche Bewegungsrichtung angenommen hat, sie wird 
in Sekunden (sec.) gemessen; ihren reziproken Wert nennt man die 
Frequenz oder Schwingungszahl; 3. die Amplitude oder Schwin- 
gungsweite, bei einer geradlinigen Schwingung die Exkursion, bei 
einer Kurve die größte Halbachse; 4. die Phase, d. h. der im Null- 
punkte der Zeit schon vergangene Bruchteil der Periode — be- 
sonders wichtig als Phasendifferenz bei der Vergleichung zweier 
Schwingungen; 5. das Geschwindigkeitsgesetz während einer Schwin- 
gung; 6. das Verhalten der Amplitude mit der Zeit: gleichförmige, 
anschwellende, gedämpfte, periodisch zu- und abnehmende Schwin- 
gung (Schwebung). 

Bei dem Verfahren der chronographischen Auflösung einer 
geradlinigen Schwingung, d. h. Aufzeichnung auf einem senkrecht 
zur Schwingungsrichtung gleichförmig nach links bewegten Papier, 
wird dargestellt: die Periode durch die Wellenlänge, die Ampli- 
tude durch die Wellenhöhe, das Gesetz durch die Wellenform. 

Unter allen Schwingungsgesetzen zeichnet sich eines da- 
durch aus, daß man aus ihm alle übrigen ableiten kann: die 


15* 
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Sinusschwingung; man nennt sie daher einfache Schwingung 
(oder einfach harmonische Bewegung); ist a die Amplitude, n die 
Frequenz und » die Phase, so ist die Verrückung zur Zeit t: 


y=asin (?xznt-+P). 


Diese Sinusschwingung läßt sich auffassen als die Projektion der 
gleichförmigen Rotation eines Punktes auf einem Kreise auf einen 
seiner Durchmesser. Die Geschwindigkeit ist: 

a —=2rn.acos(?2rnt-+p.. 
Kehrt man bei y das Zeichen um, so erhält man eine um eine 
halbe Periode phasenverschobene Schwingung; ersetzt man den 
sin durch den cos, so erhält man eine um eine Viertelperiode 
phasenverschobene Schwingung. 

Setzt man verschiedene einfache Schwingungen in gleicher 
Richtung, ohne Phasendifferenz, aber von Frequenzen, die sich 
wie die ganzen Zahlen verhalten, und von verschiedenen Ampli- 
tuden additiv zusammen: | 


y=a, sinmt+t a,sin2mt+a,sinömt + ---, 


so kann man hierdurch jede periodische Funktion, also jede be- 
liebige Schwingung innerhalb des Bereiches einer halben, ev. einer 
ganzen Periode darstellen, wenn man nur die Koeffizienten a ge- 
eignet bestimmt. Man nennt das die Entwicklung oszillieren- 
der Funktionen nach trigonometrischen oder Fourier- 
schen Reihen; statt des sin kann man unter Umständen besser 
den cos wählen. | 

Setzt man zwei aufeinander senkrechte (oder auch schiefe) 
Schwingungen zusammen, so erhält man sog. Lissajous-Kurven [—]. 

Wellen. Führen die Punkte einer geraden Linie Schwingungen 
aus, so entsteht eine Welle. Es ist zu unterscheiden: 1. zwischen 
longitudinalen und transversalen Wellen, je nachdem die Schwin- 
gungsrichtung in die Kichtung der Punktreihe fällt oder auf ihr 
senkrecht steht; bei jener finden Dichteänderungen, Verdichtungen 
und Verdünnungen, bei dieser Gestaltsänderungen, Verbiegungen, 
statt. 2. Zwischen stehenden und fortschreitenden Wellen, je 
nachdem alle Punkte dieselbe Phase, aber verschiedene Amplitude, 
oder dieselbe Amplitude, aber verschiedene Phase haben (die: 
Periode wird in beiden Fällen als bei allen Punkten gleich ange-. 
nommen); bei den stehenden Wellen gibt es ausgezeichnete Punkte: 
Bäuche (maximale Amplitude) und Knoten (minimale Amplitude, 
speziell völlige Ruhe). Aus stehenden Wellen kann man durch 
geeignete Kombination fortschreitende, und durch Kombination 
zweier gleicher, in entgegengesetzten Richtungen fortschreitender 
Wellen kann man stehende Wellen erzeugen. Die Strecke, um 
die eine Welle fortschreitet, während der Ausgangspunkt eine 
Schwingung ausführt, heißt Wellenlänge; es gilt daher zwischen 
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der Fortpflanzungsgeschwindigkeit, der Periode 7‘, bzw. Frequenz 
n und der Wellenlänge A die Beziehung: 
c : 4 
p n. 

Geht man zu beliebigen Punktsystemen bzw. Medien über, so 
hat man’drittens zu unterscheiden zwischen ebenen, zylindrischen 
und sphärischen Wellen. Die Flächen gleicher Ankunft der Be- 
wegung, also gleicher Phase sind bei der ersten Art parallele 
Ebene, bei der zweiten koaxiale Zylinderflächen, bei der dritten 
konzentrische Kugelflächen. Statt dieser Wellenflächen kann man 
unter Umständen auch die auf ihnen senkrechten Fortpflanzungs- 
linien einführen und als Strahlen, inabesondere in der Akustik 
ale Schallstrahlen bezeichnen. Inwieweit das erlaubt ist, und wie 
überhaupt sich die Wellenausbreitung vollzieht, ergibt sich aus 
dem Huygbensschen Prinzip [—]. 

Allgemeine Schalltheorie | —]. 

Schallgeschwindigkeit. Sie ist verschieden, je nach dem 
Charakter der Wellen, als longitudinaler oder transversaler. In 
der Luft und andern Gasen handelt es sich stets um longitudinale 
Wellen, bier ist ce bestimmt durch den Druck p, die Dichte oe und 
— wegen der durch die raschen Verdichtungen und Verdünnungen 
erzeugten Wärme — durch das Verhältnis «x der beiden spezifischen 
Wärmen (s. Wärme): 


außerdem macht es etwas aus, ob die Fortpflanzung im freien 
Raume oder in Röhren erfolgt. Die Schallfortpflanzung in flüssigen 
und festen Stoffen regelt sich nach ähnlichen Formeln [--]. Einige 
Werte der Schallgeschwindigkeit in m pro Sek.: 


Luft, trocken 0°...! 332 | Kohlensäure ...... 
Luft, feucht 15°...| 342 ı Wasser ........... 
Sauerstoff......... 316 ı Stahl............. ı 5300 | 
Wasserstoff ....... 1265.) Blerezsionsenugse ‚1300 - 


Abnorme Schallgeschwindigkeit in Luft tritt auf bei Explo- 
sionen sowie in Fällen, wo die Schallwelle von einem sich schneller 
bewegenden Körper, z. B. einer Kanonenkugel mitgenommen wird. 

Töne. Ein nach Periode und Klang bestimmt charakteri- 
sierter Schall heißt Ton; er hat drei Charakteristika: Höhe, 
Stärke und Klang. Die Tonhöhe ist durch die Schwingungs- 
z&hl bestimmt, die Tonstärke durch die schwingende Masse und 
die Geschwindigkeit, also durch Schwingungszahl und Amplitude, 
der Klang durch das Schwingungsgesetz oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, durch die Stärke der mit dem Grundton mitklingen- 
den Obertöne. 
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Der dem menschlichen Ohre zugängliche Tonbereich erstreckt 
sich von etwa 20 bis zu etwa 20 000 Schwingungen (böhergehende 
frühere Angaben haben sich neuerdings als irrig erwiesen). Die 
Tonhöhe ist eine logarithmische Funktion der Schwingungszahl, 
d. h. die Tonhöhen wachsen arithmetisch, wenn die Schwingungs- 
zahlen in gewissen Verhältnissen zueinander stehen; ingbesondere 
ist ein bestimmtes Tonintervall durch ein bestimmtes Verhältnis 
der Schwingungszahlen charakterisiert. Das einfachste ist die 
Oktave, 1:2, und hiernach teilt man den ganzen Hörbereich in 
etwa 10 Oktaven; diese selbst aber wird in verschiedener Weise 
gegliedert, je nachdem man das natürliche System benutzt, das 
sich an die einfachsten Verhältniszahlen hält, oder das temperierte, 
das die Oktave einfach in 12 gleiche Stufen teilt. Die einfachste 
Form der natürlichen Tonleiter ist die siebenstufige oder dia- 
tonische: 

1 9/8 5/4 4/3 83/2 6/3 15/8 
Prime Sekunde gr. Terz Quart Quint gr. Sext gr. Septime 


In der temperierten Tonleiter dagegen ist jeder Halbton gleich 
der zwölften Wurzel aus 2, und hiervon hat man, um wieder die 
diatonische Leiter zu bilden, teils zwei zu einem Ganzton zu ver- 
einigen, teils einen einzigen zu nehmen: 


1,000 1,122 1,260 1,35 1,498 1,682 1,888 2 


Als Normalton, durch dessen Höhe sich die aller übrigen Töne 
bestimmt, dient seit der Wiener Konferenz 1881 allgemein das 
eingestrichene a, also a, mit 435 Schwingungen (nach französischer 
Rechnung, wobei der Hin- und Hergang einzeln genommen werden, 
870). Hiernach haben die Töne der eingestrichenen, temperierten 
Oktave folgende Schwingungszahlen: 

q d, e h_ 9ı dy h, (2 
258,7 2903 325,9 345,8 387,5 435,0 488,3 5174 
Die Wellenlängen, die den Tönen in Luft entsprechen, gehen von 
20 Metern für die tiefsten bis zu 15 mm für die höchsten herunter. 

Die wichtigsten tönenden Systeme. Es sind folgende: 

1. Saiten, d.h. nahezu ideal biegsame Fäden, die durch Span- 
nung zwischen den festen Enden im ursprünglich geraden Zu- 
stande erhalten werden; Gesetze der Tonhöhe schon oben ange- 
geben. Die Klangfarbe ist musikalisch, aber im einzelnen ver- 
schieden, je nachdem die Erregung durch zupfen, schlagen oder 
streichen erfolgt, im letzteren Falle ist der Klang am markantesten, 
die Zahl der Übertöne am größten; ferner je nach dem Material. 

2. Stäbe. Longitudinal schwingend geben sie Töne mit har- 
monischen, transversal solche mit unharmonischen Obertönen; im 
ersten Falle teilen sie sich in gleiche, im zweiten in ungleiche 
Strecken, und zwar rücken die Knoten mehr nach den Enden hin. 
Endlich kann ein Stab noch Drillungstöne liefern, und diese haben 
harmonische Obertöne. 
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3. Stimmgabeln. Hier sind die Obertöne zwar auch un- 
harmonisch, wie bei den querschwingenden Stäben; die meisten 
von ihnen fallen aber infolge des Baues und der Unterstützung 
der Gabel ganz aus, es entsteht also ein fast einfacher Ton; in 
noch vollkommenerem Maße ist das der Fall, wenn die Gabel auf 
einen Resonanzkasten aufgesetzt wird. Aus diesem Grunde eignet 
sich die Gabel nicht uls musikalisches Instrument (weil ihre Töne 
keinen spezifischen Klang haben), wohl aber besonders gut als 
Stimminstrument sowie für wissenschaftliche Untersuchungen. 


4. Membranen. Sie liefern teils die harmonischen Ober- 
töne der Saiten, teils noch dazu unharmonische Töne; im ganzen 
sind daher die Töne nur unvollkommen musikalisch. Die Ton- 
höhe ist wie bei Saiten mit der Lineardimension umgekehrt und 
mit der Wurzel aus dem Verhältnis der Spannung zur Dichte 
direkt proportional. 


5. Platten. Diese verhalten sich analog wie Stäbe, geben 
also unharmonische Töne, die sich zum Teil sogar schon den Ge- 
räuschen nähern. Es gibt aber Formen, bei denen der Klang 
reiner wird, z. B. die Zungen. Der Schwingungszustand von Mem- 
branen und Platten gibt sich durch die von aufgestreutem Pulver 
gebildeten Chladnischen Klangfiguren kund [—]. | 


6. Glocken. Sie sind zu vergleichen mit den Gabeln; wie 
diese aus den Stäben, so gehen die Glocken aus den Platten 
durch Krümmung hervor. Die Töne können bei geeigneter Form 
und Bearbeitung musikalisch sein, werden aber leicht durch 
Schwebungen getrübt. Ä 


7. Pfeifen, d.h. Luftsäulen. Am einfachsten verhalten sich 
die zylindrischen Pfeifen, und es ist zu unterscheiden zwischen 
gedackten und offenen. Die gedackte Pfeife verhält sich wie ein 
Stab mit einem freien und einem festen, die offene wie ein Stab 
mit zwei freien Enden. Infolgedessen bildet sich bei der gedackten 
Pfeife als Grundton derjenige aus, bei dem die Pfeife eine Viertel- 
welle — Bauch bis Knoten — bildet, bei der offenen dagegen. 
eine halbe — Bauch bis Bauch; bei gleicher Länge gibt daher 
die offene Pteife die Oktave der gedackten. Ferner gibt die ge- 
dackte Pfeife nur die ungeraden, die offene aber alle Partialtöne, 
so daß sie sich also bei gleicher Länge gerade ergünzen: 1, 3, 
5, 7... bzw. 2, 4, 6, 8.... Im übrigen ist die Tonhöhe mit der 
Länge umgekehrt und mit der Wurzel aus kp/e. wie die Schall- 
geschwindigkeit (s. o.) direkt proportional; das Normal-a erhält 
man theoretisch durch eine 19-cm-gedackte oder 38-cm-offene 
Pfeife; jedoch sind hieran Korrektionen anzubringen. Insbesondere 
ist die Annahme, daß bei einer offenen Pfeife das Ende gerade 
ein Bauch sei, nicht richtig, der Bauch liegt vielmehr um etwa 
a Durchmessers außerhalb, man muß daher eine „reduzierte 

feifenlänge einführen (wenn sich die Pfeife trompetenförmig er- 
weitert, ist das nicht nötig). — Der Klang der Pfeifen hängt von 
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Material, Weite usw. ab. — Für konische und kubische Pfeifen 
sind die Verhältnisse komplizierter. 


8 Zungenpfeifen. Den eben besprochenen Orgel- oder 
Lippenpfeifen stehen die Zungenpfeifen gegenüber; bei ihnen wird 
eine Zunge in Schwingungen versetzt, und die Luftsäule dient 
nur zur Resonanz. 


9. Stimme und Sprache; ihr Organ ist eine Art Zungen- 
pfeife [—]. 

‚Methoden in der Akustik. Es handelt sich hauptsächlich 
um die Messung der drei Größen: Schwingungszahl, Wellenlänge 
und Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Jede von ihnen kann man 
direkt bestimmen und alsdann die beiden andern nach obiger 
Formel ableiten; welche man direkt bestimmt, hängt von den 
Umständen ab. | 

Die Schwingungszahl bestimmt man absolut am besten nach 
der graphischen Methode, d.h. man läßt die Schwingungen auf- 
zeichnen — mittels Schreibstift oder photographisch — und er- 
zeugt auf dem betreffenden Papier zugleich Zeitmarken von einer 
genau gehenden Uhr; auf diese Weise verschafft man sich Nor- 
malkörper, am besten eine Normalstimmgabel; auch kann man 
sich eine Stimmgabel von der Physikalisch -technischen Reichs- 
anstalt aichen bzw. beglaubigen lassen. Alsdann hat man nur 
noch nötig, Vergleichungen von Schwingungszahlen vorzunehmen, 
und das geschieht am besten nach der Methode der Schwebungen: 
gibt der zu untersuchende Ton mit einem bekannten, ihm nahe- 
liegenden s Schwebungen, so ist seine Schwingungszahl um s 
größer oder kleiner — welcher von beiden Fällen gilt, stellt sich 
heraus, wenn man den Ton ein wenig (durch Wachs usw.) ver- 
tieft und nun feststellt, ob hierdurch die Schwebungen verlang- 
samt oder beschleunigt werden. Eine andre Methode ist die der 
Lissajouskurven [—]. 

Die Wellenlänge von Tönen bestimmt man bei Saiten und 
Stäben mit Hilfe von Reiterchen, die von den Bäuchen abgeworfen 
werden, in den Knoten aber sitzen bleiben. In Luftsäulen ver- 
wendet man die Kundtschen Staubfiguren, das feine Pulver sammelt 
sich in den Knoten am stärksten an. Andre Verfahren sind die 
Schlierenmethode, das photographische usw. 

Die Schallgeschwindigkeit kann in Luft, Wasser und einigen 
festen Körpern direkt bestimmt werden [—]. Bei allen andern 
Stoffen, die man sich nicht in so langen Strecken verschaffen 
kann, erzeugt man stehende Wellen, mißt die Kundtschen Staub- 
figuren aus und berechnet daraus und aus der Tonhöhe die Ge- 
schwindigkeit. 

Resonanz, Interferenz, Schwebungen, Kombinations- 
töne [—]. 
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Wärme. 


I 


Temperatur. Der erfahrungsmäßige Grundbegriff der Wärme- 
lehre ist die Temperatur. Sie ist zunächst definiert durch die 
Angabe eines Thermometers, das lediglich die Eigenschaft zu 
haben braucht, mit anderen Thermometern, z. B. mit einem 
Normalthermometer, unter gleichen Umständen übereinzustimmen, 
oder aber in einer Weise von diesem abzuweichen, die durch 
eine beigefügte Fehlertabelle festgelegt ist und eventuell von Zeit 
zu Zeit nachzuprüfen ist. Man kann die so bestimmte Größe, die 
aber nicht eigentlich eine Größe ist, als praktische Temperatur 
bezeichnen. Zur absoluten Definition der Temperatur kann man 
nur auf Grund energetischer Verhältnisse gelangen (s. w.u.). 

Thermometer im engeren Wortsinne sind Instrumente, die 
den Wärmezustand durch ein Volumen oder eine Spannung charak- 
terisieren; an der Hand dieser Instrumente haben sich die prak- 
tischen Temperaturskalen ausgebildet, und die Angaben der 
übrigen Instrumente (s. w. u.) pflegen auf dieselben Skalen um- 
gerechnet zu werden. Zunächst werden zwei Fixpunkte „ewählt, 
und zwar bei der jetzt fast allgemein angenommenen Celsiusskale 
(ebenso wie bei der Reaumurschen) der Erstarrungs- und der 
Siedepunkt des Wassers (bei der Fahrenheitschen ist der untere 
Fixpunkt ein anderer). Bei der Celsiusskale werden ferner diese 
Fixpunkte mit den Nummern 0 und 100 versehen, und das Inter- 
vall zwischen ihnen wird in 100 7 „gleiche“ Teile geteilt. Der 
Begrifl „gleich“ kann dabei auf zwei verschiedene Weisen gefaßt 
werden, nämlich entweder so, daß die Zunahme des Volumens 
vom Anfangs- zum Endwerte in gleichförmiger geometrischer, 
oder so, daB sie in gleichförmiger arithmetischer Progression vor 
sich geht; jenes ist theoretisch zweifellos vorzuziehen, trotzdem 
hat sich dieses aus besonderen Gründen und der größeren rech- 
nerischen Einfachheit halber ausschließlich eingebürgert. Benutzt 
man z.B. ein Gas, etwa Luft, als thermometrischen Stoff, so 
nimmt die Menge, die bei 0° gerade 1 ccm ausfüllt, für jeden 
Grad um 0,00367 ccm zu, so daß sie bei 100° 1,367 ccm ausfüllt; 
oberhalb dehnt sie sich-"dann noch weiter aus, unterhalb 0° 
andrerseits zieht sie sich entsprechend weiter zusammen und 
würde bei — 273° das Volumen Null erreichen — ein Zustand, 
der aber natürlich nur ein äußerstes Ziel bezeichnet, dem man 
sich mehr und mehr nähern, das man aber nie erreichen kann 
= der geometrischen Skale kommt das besser zum Ausdruck, 

ier erhält dieser Grenzpunkt den Namen — »), dies ist der ab- 
solute Nullpunkt, zunächst freilich durch ein ganz unzulässiges 
Extrapolationsverfahren gewonnen. Man bezeichnet die so erhal- 
tene „absolute Temperatur“ häufig mit 7. — Eine Kompli- 
kation tritt dadurch ein, daß die verschiedenen Gase sich nicht 
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in der hier vorausgesetzten, idealen Weise und daß sie sich 
außerdem alle etwas verschieden verhalten, so daß die Angaben 
gleich gebauter Luft-, Kohlensäure- und Wasserstoffthermometer 
nicht genau übereinstimmen; noch größer sind die Fehler der 
Flüssigkeitsthermometer. Da sich der Wasserstoff am idealsten 
verhält, pflegt man das Wasserstoffthermometer als 'Normal- 
instrument anzusehen. Im folgenden sind die wichtigsten Tem- 
peraturskalen miteinander verglichen. 


1) Geometrische und arithmetische Skale mit Eis- und Siede- 
punkt als Fixpunkten: 


geom. i—m —492 492: — 303/158 49 0° +9, +54) 410014 508 


| 


‚arithm. u 273, a —106 zen 0 +8 a Eu a 


2) Reaumur, Fahrenheit, Celsius und absolute Be er 


— 459 — 273 


+ 80)+ 

— 160 |— 828 .— 200 , 73 "120 + 302 + 150) 423 | 

— 80 /—148 — 100 173 + 160,4 392, -| 200) 473 
— 40 \— 80.— 50 | 223 | + 320,+ 752|-+ 400| 678 | 
1 ı— 22/— 30,243 "+ 0 Lina] 600 | 878, 

— 14) 0 — 173 255} | + 800 +1832 + 1000! 1273 | 

0,+ 32 0 273 ;+1200 + 2732, ee 1773 

| 


m“ 40 +12 + 50 | 323 


20 30,40 5° —© 90 
10,007. 20,010 30, 010, 40,010: 50,009 70,005| 90, 002, 
| — 20,009 | 
‚Kohlensäure : — | 20, ‚043 


4) Quecksilberthermometer mit gewöhnlichem Jenenser Glase 
verschiedener Art: 


| Nötige Korrrektion bei ‚150° | 200° | 250° 300° Ä 
SL u uhr un 
 Bleisilikat mit Kali ..... 040 1 — 125 | — 3,00 | — 5,72 Ä 
ı Natronsilikat mit Kalk .. | + 0,20 | — 0,30 | — 0,06 ı — 1,08 
gl 


|  Kalisilikat mit Kalk..... = 0, 15 : 0, ‚s0 


Thermometer. 235 


5) Quecksilberthermometer mit Jenenser Normalglas 16 II: 


Temperatur | — 20 | — 10 lo, + 10 | + 20 | 80 | +40 


' Korrektion. |+ 0,153|-+ 0,067 | 0 |! — 0,049|— 0,083! — 0,103|— 0,110 
| Temperatur | 50 | 60 | 80 |100| 150 , 200 ; 250 


| Korrektion. |— 0,107|—0,096|— 0,064] 0 | +0,10 | — 0,04  —0,63 


6) Toluol- und Alkoholthermometer bei tiefen Temperaturen, 
verglichen mit dem Woasserstoffthermometer: 


‚ Wasserstoff —10 i—2%20 \—30 | — 51) 
2. 18,54) — 16,91 — 25,11 — 83,21 — 41,11 — 48,9 | — 56,6 


BR —9,51/—18,5| — 27,4 — 36,8 | — 45,11 — 53,7| — 62,3 


4 


Für die Benutzung von Thermometern, insbesondere Flüssig- 
keitsthermometern, gelten zahlreiche Regeln, von denen einige 
hier folgen: 1) Das Glasrohr muß kalibriert sein, d.h. die Grade 
müssen entweder wirklichen Volumeneinheiten entsprechen, oder 
es muß eine Fehlertabelle ermittelt sein [—]. — 2) Die Fixpunkte 
müssen sorgfältig und bei normalem Druck (Siedepunkt bei 
76 cm Hg-Druck im Meeresspiegel unter 45 Grad Breite) bestimmt 
sein [—]. — 3) Der Eispunkt muß von Zeit zu Zeit neu bestimmt 
werden, insbesondere aber muß er sowohl vor wie nach dem Er- 
hitzen bestimmt werden; es ergeben sich dabei verschiedene 
Zahlen, die Differenz ist die sog. Depression des Nullpunktes. 
Sie ist bei den meisten Glassorten recht beträchtlich, bei den 
Jenenser Gläsern 16 III, 18 III und 59 III aber sehr klein und noch 
kleiner — praktisch null — bei den Kompensationsthermometern 
Jenenser Konstruktion, in deren Kugel ein Körper aus anderem 
Glase eingeschmolzen ist. — 4) Es ist, falls nicht die Skale auf 
dem eigentlichen Ausdehnungsrohr selbst angebracht ist, eine 
Skalenkorrektion anzubringen. — 5) Es ist eine Korrektion wegen 
des herausragenden Fadens, der nicht mit die in Betracht kom- 
mende Temperatur besitzt, anzubringen. — 6) Es ist die Aus- 
dehnung des Glases in Anrechnung zu bringen, falls das nicht 
wegen der Konstruktion des Instrumentes gegenstandslos ist. — 
7) Die Kugel ist, besonders in Gasen, vor Bestrahlung zu schützen. 
— 8) Die Kugel ist in dem Gase oder der Flüssigkeit, falls es 
sieh um die gleichmäßige Temperatur einer gewissen Masse han- 
delt, herumzubewegen, aber nicht gewaltsam. — 9) Die Ablesung 
ist unter Vermeidung von Parallaxe vorzunehmen. 

Thermoelemente. In Fällen, wo Thermometer sich nicht 
benützen lassen, z.B. wegen Mangel an Raum, eignen sich sehr 
nn deren Lötstelle sich überall bequem ein- 

ühren läßt; sie müssen aber gut geeicht sein, und die betreffende 
Tabelle muß hin und wieder kontrolliert werden. Ganz besonders 
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dienen Thermoelemente in zwei Fällen: erstens zur Messung sehr 
hoher oder sehr niedriger Temperaturen, also als Ersatz des Gas- 
‚und Toluolthermometers, und zweitens zur genauen Messung 
kleiner Temperaturdifferenzen, mit deuen der Thermostrom ein- 
fach proportional ist. Für die allgemeine Anwendung ist erforder- 
lich, daß das Element einen genau bekannten und möglichst 
einfachen „Gang“, d.h. Beziehung der elektromotorischen Kraft 
„ar Temperatur, besitze. Das ist im höchsten Maße der Fall bei 
dem Element von Le Chatelier, aus Platin und einer Platinrhodium- 
legierung bestehend und bis hinauf zur Schmelztemperatur des 
Platins brauchbar. Auch Eisen-Neusilber-Elemente sind vielfach 
empfohlen worden, ebenso Elemente aus Eisen und Konstantan. 
Eine besondere Stellung nehmen die Thermosäulen zur Unter- 
suchung der Strahlung ein; sie sind aus vielen Lötstellen zu- 
sammengesetzt und bestehen entweder — stärkste Wirkung — 
aus Wismut und Antimon oder, wo-sehr feine Drähte genommen 
werden müssen, aus Eisen und Konstantan; so die lineare Thermo- 
säule von Rubens. & 

Bolometer. Beruhen auf der Änderung des elektrischen 
Widerstandes von Drähten mit der Temperatur; sie dienen eben- 
falls in erster Linie zur Untersuchung der Strahlung, können aber 
auch sonst zu Temperaturmessungen in gewissen Fällen gut ver- 
wendet werden Zu unterscheiden ist zwischen. Linear- und 
Flächenbolometer, die je nach der Konfiguration Anwendung 
finden. Als Metall hat sich besonders Platin bewährt, von den 
einzelnen Typen seien die von Lummer und Kurlbaum sowie von 
Jäger und Steinwehr erwähnt [—]. 

Zur Messung sehr hoher Temperaturen dienen die Pyrometer 
[—], zur Messung sehr tiefer Temperaturen ebenfalls besondere 
Vorrichtungen [—.|. 

Die im Prinzip vorzüglichste Basis für Temperaturmessung 
ist die Strahlung der Körper, die freilich zurzeit. nur für 
eine besondere Art von Körper, den sog. absolut schwarzen Körper, 
völlig bestimmt ist, indem hier die Strahlung direkt proportional 
ist mit der 4. Potenz der absoluten Temperatur. Mißt man also 
die Strahlung direkt, so kann man die Temperatur ableiten. Im 
allgemeinen hat diese Methode natürlich keine praktische Be- 
deutung, wohl aber in dem Gebiete, ir dem alle anderen Methoden 
versagen: bei Temperaturen oberhalb 1780 Grad (Schmelztempe- 
ratur des Platins.. Es sind hierfür mehrere Verfahren aus- 
gearbeitet worden, die zu guten und übereinstimmenden Ergeb- 
nissen geführt haben [—]. 


I. 


Ausdehnung der Körper durch die Wärme. Feste Körper. 
Bei festen Körpern gibt man gewöhnlich den linearen Ausdeh- 
nungskoeffizienten an, und zwar entweder den wahren bei einer 
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bestimmten Temperatur # oder den mittleren zwischen zwei Tem- 
peraturen ? und t': 


al "— 1 
u ee 
die Länge selbst ist mit der ursprünglichen verknüpft durch die 


Formel 
—=L(l+at +bi’+ct! + --.), 


wo fast imıner drei, meistens aber sogar zwei Zusatzglieder ge- 
nügen. Man karfn auch «’ auf .« zurückführen mittels eines Zu- 
satzgliedes ft. 


& 


Stoff 


luminium..... | 228 0,47 ' Diamant........ | 8 


Blei access ı 285 ' 0,24 ıı Gaskohle ....... 51 
| Bronze.... .... 173 0,36 || Glas, Borat-...... 40'— 7 
| Eisen.......... ' 110 ! 0,33 || —, Kron-....... '701— 85 
Gold .2.2...... "140 | 0,17 || —, Phosphyt-...ı 90! 
Iridium........ 68 ! 0,08 || —, Silikat-...... ' 80! — 100 
Kupfer ........ 163 10,29 |! —, Alkali-....... 901-110 
ı Messing........ | 181 | 0,20 | Graphit.......... 76: 
' Platin ....... 88 | 0,08 ! Hartgummi ..... 800 
Silber ......... ' 188 ' 0,29 || Hölzer (der Faser) 3801 — 1101| 
Wismut | 129 | | 


0,5 | Paraffin......... 2500 | 


. 000 00° eo 


.. 0, 01 8 0 1 000 | MAD | Va VYWV  MWMUVUVSDBILV EISEN 20. = 


Bei Kristallen ist die Ausdehnung in verschiedenen Rich- 
tungen verschieden, es besteht aber ein bestimmter Zusammen- 


hang 2} 


Flüssigkeiten. Hier gibt man naturgemäß den kubischen 
Ausdehnungskoeffizienten an; er ist, mit Rücksicht auf die Klein- 
heit der Ausdehnung, sehr annähernd Jdas Dreifache des linearen: 
für größere Ausdehnungen hat man genauer: | 

y=3a+ 30?’ + 0°. 

Wie bei den festen Körpern, so nimmt auch bei den Flüssig- 
keiten das Volumen mit steigender Temperatur im allgemeinen 
zu. Eine wichtige Ausnahme bildet jedoch das Wasser nebst 
seinen Lösungen und Mischungen, hier ist bei einer bestimmten 
Temperatur das Volumen ein Minimum, also die Dichte ein 
Maximum, und diexe Temperatur ist bei verschiedenen Drucken 
verschieden; bei reinem Wasser ist sie z.B. bei normalem Druck 
-4,04°, bei 10 Atm. Druck aber nur noch 3,4°. Im übrigen folgen: 
hier einige numerische Angaben: 
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Wahrer kubischer Ausdehnungskoeffizient des Wassers: 


ln Su 
—10° | —.0,00097 | 0,00088 || 100 ! 0,00077 


| | 
+4 | +00 001 60 | 1,00063 
| | 


0 0.000065 || 50 | 0,00046 || 120 : 0,0009 

: 150 | 0,0011 
10 00009 | 70 | 0,0006u | 200 | 0.0017 
20 |  0,00020 || 80 | 0,0066 | 300 | 0,0040 


0 | 0,00071 | I. 


Mittlerer kubischer Ausdehnungskoeffhizient des Quecksilbers 
zwischen 0° und der betreffenden Temperatur: 


| 10° | 20 | 40 " 60 | 80 | 100 | 200 | 300 | 80 | 100 | 200 | 300 | 


30°!  0,00030 
L2« 


‚0 ‚0001815 | 1816 181 7 | 1819 | 1821 | 1823 1837 1858 


Gase. Bei Gasen wächst mit steigender Temperatur das 
Volumen bei gleichbleibendem Druck, und ebenso die Spannung 
bei gleichbleibendem Volumen, nach dem Gesetze der Gleich- 
förmigkeit; mit anderen Worten: der Ausdehnungskoeffizient, und 
ebenso der Spannungskoeffizient, ist eine Konstante; nach dem 
Boyleschen Gesetze sind überdies beide Koeffizienten identisch; 
endlich ist der Koeffizient für alle Gase derselbe: 


« = 0,003665 — 1/2738, 
woraus sich die folgenden Formeln für das Volumen bzw. die 
Spannung als Funktion ihrer Werte beim Kispunkt ergeben: 
v=w(i+ et) pr=pm(l-+ ei), 

oder einfacher, wenn man die Temperaturen vom sog. absoluten 
Nullpunkte aus rechnet und alsdann mit 7 bezeichnet, wenn man 
ferner beide Formeln dadurch vereinigt, daß man das Produkt vp 
als die veränderliche Größe betrachtet: 

vp= RT; 
der Faktor R heißt die Konstante des Gasgesetzes; sie ist für 
Luft im absoluten Maße gleich 2871000, im praktischen gleich 
29,27, für andere Gase ist noch mit deren Dichte bei 0° Celsius 
zu dividieren (vgl. oben S. 222). 

Die bisherigen Feststellungen sind nur für ideale Gase streng 
gültig, d.h. für solche, welche von ihrem Kondensationspunkte 
unendlich weit entfernt sind. Für wirkliche Gase treten Ab- 
weichungen auf, die man durch verschiedene Formeln darstellen 
kann, am besten durch die Van der Waalssche Zustandsgleichung 
(vgl. S. 222): 


a R _ a4 4 
e—8(p +.) =ART, ae p2’ 


wo a und b Konstanten sind (vgl. weiter unten). Die wichtigsten 
Abweichungen sind folgende: 1) der thermische Koeffizient des 
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Volumens ist nicht völlig identisch mit dem des Druckes; 
2) beide sind von Temperatur und Druck abhängig; 3) sie sind 
für verschiedene Gase etwas verschieden, desto mehr, je mehr das 
Gas vom idealen Charakter entfernt ist. Einige Werte der ther- 
mischen Koeffizienten: 


Kohlensäure bei verschiedenen Temperaturen (Ausdehnungs- 


koeffizient): 
0 bis 50° 0 bis 100° 0 bis 150° 0 bis 200° 
0,003714 0,003711 0,003706 0,003704 
bei. verschiedenen Drucken (in m Hg-Höhe): 
0,02 0,07 0,76 2 4 10 


0,00368 0,00366 0,00373 0,00377 0,00388 0,00458 
Luft bei verschiedenen Drucken: 


0,006 0,013 0,05 0,2 0,76 
000376 0,00371 0,00867 0,00366 0,00367 
2 4 6 20 15 


0,00369 0,00373 . 0,00377 0,00379 0,00334 


Volumen- und Spannungskoeffizient verschiedener Gase 
bei normalem Druck und Temperatur: 


Ga. Luft Wasserstoff Kohlensäure Schweflige Säure 
Vol.-Koefl... 0,003671 0,003660 0,003708 0,003902 
Spann.-Koeff. 0,003668 0,003663 0,003695 0.003845 


Methoden zur Messung der thermischen Ausdehnung für feste, 
flüssige und gasförmige Stoffe [—]. 


Il. 


Wärmemenge, Wärmekapazität, spezifische Wärme. Die 
Wärme ist eine Art von Energie, und zwar kinetischer Energie 
der kleinsten Körperteile, nach der Molekulartheorie insbesondere 
kinetische Energie der Molekeln (s. w.u.); eine bestimmte Menge 
solcher Energie heißt Wärmemenge. Ihre Einheit heißt Kalorie, 
es ist die Wärmemenge, die erforderlich ist, um die Masseneinheit 
Wasser um 1°C. zu erwärmen; als Masseneinheit dient im ab- 
soluten Maßsystem das Gramm, im praktischen das Kilogramm, 
jene Einheit heißt Grammkalorie, diese Kilogrammkalorie; dabei 
besteht noch die Unsicherheit, welches Intervall der Temperaturen 
zu wählen sei; es gelten nämlich, jedoch mit noch nicht völlig 
aufgeklärter Unsicherheit, folgende Verhältniszahlen: 

0 bis 1° 4 bis 5° 15 bis 16° 1/100 (0 bis 100° 

1,0: 0 0,998 0,992 1,004 
Letztere heißt die mittlere Kalorie. Eine endgültige Entscheidung 
für eine dieser Einheiten ist noch nicht erfolgt, die drittgenannte, 
die sich auf Zimmertemperatur bezieht, hat die meisten Vorzüge. 

Die Wärmemenge, die ein bestimmter Körper braucht, um 
seine Temperatur um 1° zu erhöhen, heißt seine Wärmekapa- 
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zität; sie ist erfahrungsgemäß mit seiner Masse proportional und 
im übrigen durch einen für das Material charakteristischen Faktor 
bestimmt, den man dessen spezifische Wärme nennt. Diese 
letztere ist hiernach für Wasser gleich eins, für alle anderen Stoffe 
(mit ganz wenigen Ausnahmen) ist sie ein echter Bruch; übrigens 
ist sie für denselben Stoff eine Funktion der Temperatur, und 
zwar nimmt sie bei den meisten Stoffen mit steigender Tempe- 
ratur zu, Ausnahmen sind z.B. das Quecksilber und — in einem 
gewissen Intervall — das Wasser. Bei Legierungen und Gläsern 
setzt sie sich in der Regel additiv aus der der Bestandteile zu- 
sammen, nicht aber bei den Lösungen usw.; bei den Gasen ist 
sie vom Drucke fast unabhängig. Für einige Stoffe sind gute 
Funktionalformeln aufgestellt worden [—.]. 


Spezifische Wärme bei normaler Temperatur: 


Äther....... 10,66 Essigsäure .. 0,50 |'Messing..... 0,094 | 
Ätherdampf.. |0,45 Glas, Mittel. 0.15 | Platin ERS 10,082 | 
Alkohol... .:0,49 ı—, Extreme . ı,23 [Petroleum ..10,51 | 


| Amrisen- !— — ......'0,08 || Quecksilber . | 0,0332 
säure..... ‚0,52 |iGlyzerin .... 0,57 ||Sauerstoff.... | 0,155 
Ammoniak .. 09 ;‚Gold....... 0,032 |Schwefel.... | 0,18 | 
Aluminium.. 0,22 Holzgeist ... 0,59 |Silber ........ 0,057 


Antimon..... 0,05 Kalkspat ... | 0,208] Stickstoff ... | 0,173 | 


'Benzol...... 0,34 ‚Kupfer ..... 0,094 || Wasserstoff . | 2,48 
Blei... 0,081 Kupfersulfat. 0,88 |Zink ...... 0,094 
Chlor....... , 0,087 ' Kohlensäure. | 0,149 |Zinn..... 10,057 
Eisen ...... 0,118 |Luft........ 0,169 | 


Bor, Kohlenstoff in seinen verschiedenen Formen, Silicium 
sind nicht angegeben, weil ihre spezifische Wärme sich besonders 
abnorm verhält [—]. 


Wasser bei verschiedenen Temperaturen. 


1°| 1,0000 | 40° | 0,9907 | 70°| 1.0067 ' 


| | i 


‚10 | 0,9944 „50 | 0,9939 || 80 , 1.0164 | 
| 20 0.9910 | 60 | 0,9992 | 90 | 1,0283 | 
‚30 | 0,9898 ° 100 | 1,0424 


Übrigens ist die spezifische Wärme ohne nähere Bezeichnung 
ein zweideutiger Begriff, insofern nichts darüber gesagt ist, ob 
die Erwärmung bei konstantem Druck, also unter Zunahme des 
Volumens stattfinden solle, oder unter konstantem Volumen, also 
unter gleichzeitiger Zunahme der inneren Spannung. Man nennt 
letztere c, die spezifische Wärme bei konstantem Volumen, 
erstere c» die bei konstantem Druck, c, ist begreiflicher- 
weise (s. w. u.) immer größer als c,, das Verhältnis beider heißt 
das Verhältnis der spezifischen Wärmen x; bei den meisten 
festen und flüssigen Körpern ist x wenig von eins verschieden, z. B. 
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für Kupfer 1,02, dagegen für Quecksilber immerhin 1,19. Bei 
Gasen dagegen ist es eine über eins wesentlich hinausgehende 
Zahl mit der oberen Grenze 14; einige Werte folgen hier: 


' Ätherdampf........ 1,060 || Kohlenoxyd ....... | 1,406 
| Alkoholdampf ..... 1,107 |! Kohlensäure....... 1,290 
| Ammoniak ........ 1.50. | Düflenn sera. ' 1,402 
WATROn: 2 1,667 || Quecksilberdampf.. | 1,666 
ı Benzoldampf ...... 1,403 '' Sauerstoff......... 1,398 
' Bromdampf ....... 1,293 , Stickstoff ......... ' 1,408 

Chlör »2:u.343:2.44 1,334 ' Wasserdampf ... . 1,31 | 

Grubengas ........ 1,315 ' Wasserstoff ....... ‚ 1,404 
‚ Joddampf.......... | 1,307 \ | 


Methoden zur Bestimmung der spezifischen Wärme: Kalori- 
meter. Die wichtigsten Methoden sind folgende: 

1. Mischungsmethode. Der Körper wird mit einem andern 
von abweichender Temperatur und bekannter spezifischer Wärme 
€ gemischt; aus den Anfangstemperaturen und der Endtemperatur, 
t,t und T sowie aus den beiden Massen m und m’ ergibt sich 
die spezifische Wärme für das betreffende Temperaturintervall 
durch die Formel mMrTr—r 


nt-T“ 
Im allgemeinen wird man als Hilfsstoff Wasser wählen, in be- 
sonderen Fällen Alkohol, Ol usw.; bei Fiüssigkeiten wohl auch 
umgekehrt einen festen Körper. Die Mischung muß vollständig 
durchgeführt werden, und doch unter Ausschluß besonderer Wärme- 
erzeugung; auch muß die Zerstreuung von Wärme auf ein Mini- 
mum reduziert oder in Rechnung gezogen werden. Der Anteil 
der Gefäßwandungen, des Thermometers usw. an dem Wärme- 
ausgleich ist zu berücksichtigen, meist genügt dafür ein unge- 
fährer Ansatz mit Benutzung des Begriffes des Wasserwertes, 
d. h. der in Betracht kommenden Wärmekapazität jener Teile [—]. 
Aus mancherlei Gründen empfiehlt es sich, die hohen und die 
niederen Temperaturen symmetrisch um die Zimmertemperatur 
zu gruppieren. — Kalorimeter dieser Art sind u. a. von Regnault, 
F. Neumann und Kopp angegeben worden. 

2. Erkaltungsmethode. .Die Geschwindigkeit, mit der 
sich ‘ein erhitzter Körper auf die Temperatur seiner Umgebung 
abkühlt, hängt unter sonst gleichen Umständen von der spezi- 
fiichen Wärme ab. Bringt man demgemäß erst den Versuchs- 
körper, dann den Vergleichskörper in ein Metallgefäß, das etwa 
durch Eis auf tiefer Temperatur erhalten wird, und in dem sich 
noch ein Thermometer befindet, und mißt man die Zeiten z, in 
denen dasselbe Temperaturintervall zurückgelegt wird, so hat man: 

| m: 2 , j 
a Ze ser a 5: 
m & 
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oder genauer, mit Berücksichtigung des Wasserwerts w des Ge- 
fäßes und Thermometers: 
2 ,,,2—z \1 
= (Zm c+ zZ w) es 
Mit der Mischungsmethode kann es die Abkühlungsmethode an 
Genauigkeit nicht aufnehmen. 

3. Eisschmelzungsmethode. Wird durch die innige Be- 
rührung des zu untersuchenden Körpers vom Gewicht m und der 
Temperatur t mit trockenem Eis von 0° die Eismenge M ge- 
schmolzen, so ist, da die Schmelzwärme des Eises fast genau 
80 Kalorien beträgt: 


M 80 


m t' 
M muß sorgfältig und unter Ausschluß nabeliegender Fehler- 
quellen bestimmt werden, auch ist für Ausschluß äußerer Wärme- 
zufuhr durch Umgebung des Eiskalorimeters mit einer Schicht 
schmelzenden Eises zu sorgen. Auch diese Methode ist nicht von 
großer Genauigkeit. 

4. Eisschmelzungsmethode nach Bunsen. Hier wird 
die geschmolzene Menge des Eises nicht direkt, sondern aus der 
Volumenabnahme beim Übergange aus dem festen in den flüssigen 
Aggregatzustand bestimmt. Für ein Gramm Eis beträgt diese 
Abnahme 0,0907 ccm; beträgt sie bei dem Versuche v» ccm, so ist: 

v 80 ® 
ont 0,0907 2% mt 
Bunsen hat dem Eiskalorimeter behufs Anwendung dieser Formel 
eine sehr geeignete Form gegeben, die insbesondere v sehr exakt 
zu bestimmen erlaubt [—|. 

5. Kondensationsmethode. Bei dieser Methode, der das 
Dampf kalorimeter [—] dient, wird nicht Eis geschmolzen, sondern 
Dampf siedenden Wassers der Oberfläche des Untersuchungskörpers 
plötzlich zugeführt, so daß er sich auf ihr kondensiert; die kon- 
densierte Menge M wird durch vorherige und nachträgliche 
Wägung des Körpers ermittelt; mit Rücksicht auf den Wert 536,5 
der Verdampfungswärme des Waäüssers ist alsdann 

M 536,5 _ 
m 10 t' 
dabei ist angenommen, daß der Druck normal, die Siedetemperatur 
also genau 100° ist; sonst muß an die Stelle von 100 die be- 
treffende Temperatur, gleichzeitig aber auch für die Verdampfungs- 
wärme eine etwas modifizierte Zahl gesetzt werden (s. w. u.). 


IV. 


Schmelzung. Jede einheitliche Substanz hat bei bestimmtem 
Druck eine bestimmie Schmelztemperatur und umgekehrt bei be- 
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stimmter Temperatur einen bestimmten Schmelzdruck. Bei stei- 
gender Temperatur tritt bei allen Stoffen Schmelzung, bei sinken- 
der Erstarrung ein; dagegen ist die Druckwirkung verschieden: 
bei solchen Stoffen, die sich bei dem Schmelzen ausdehnen, bringt 
Drucksteigerung Erstarrung, Druckminderung Schmelzung hervor; 
bei denen, die sich beim Schmelzen zusammenziehen, findet das 


entgegengesetzte statt, z. B. bei Wasser und Blei [—). 


Die dem 


Atmosphärendruck entsprechende Schmelztemperatur heißt normale 
Schmelztemperatur; einige Werte sind folgende: 


| Schmelzpunkte 
! ! 

Alkohol. ......... r I 90 | Kohlenoxyd ........ | — 207 Ä 
Aluminium ........ | 645 5 Kohlensäure (6A)... |— 57 

ı Ameisensäure ......! 8,61 Kupfer ............ ' 1090 
Antimon ..... ..... ı 440 | Lithium............ 186 
ATBON au ee i— 190 | Magnesium......... 775 

| Ather aisusdea sau i— 82 ‚| Natrium ........... 98 

‚, Athylen............ '—.169 |) Öl (Baum-) ........ 2 

' Benzol............. | 5,4 || Paraffin ....... ... 46 

| Blei se 2 seen 327 |! Phenol............. 41 
Borsäure............ 186 | Phosphor .......... 44,8 

| 16) (0) + VRR | —  7,8|| Platin ............. 1765 
Bromsilber.......... 428 | Quecksilber ........ — 88,9 

Bronze............. I 900 || Roses Metall....... 95 

Butter oo... | 32 ı, Salpetersäure....... |— 47 
Cadmium .......... | 321 || Sauerstoff.......... — 220 
ehlor urn — 102 || Schwefel........... 119 
Chlorkalzium ....... | 29,7 | Schwefelkohlenstoff . | — 112 
Chlorkalium........ 790 ; Schwefelsäure ...... 10,5 
Chlornatrium ....... | 780 || Schwefelwasserstoff . | — 84 
Chloroform .......... | 64 || Schweflige Säure ...|— 79 

| Chlorsilber ......... 458 || Selen.............. 217 
Chlorwasserstoff ....'— 115 | Silber.............. 970 
Bin ea an rkee 0 || Stickoxyd..... .... — 167 

' Eisen, rein......... 1500 || Stickstoff .......... — 212 

ı Eisen, Gußstahl .... | 1375 || Toluol............. — 9 
Essigsäure ......... 16,5 || Wachs..... ..... 63 

| Kluor..oden sus ans — 185 | Wallrat.......... 44,5 
Glas........ 500 bis | 1000 || Wasserstoff ........ Re 259 
Glyzerin ........... 20 || Wismut............ ı 268 

| Old 1070 || Woods Metall....... 66 

NE ER | 114 | Xylol (para)........ | 16 

 Iridium ............ | 2200 1 SER 417 
Kalium. .......... | 62: | Zinn 230 
Kaliumsulfat ....... ı 1055 
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Verdampfung. ‚Jedem Drucke entspricht eine bestimmte Ver- 
dampfungs- oder Siedetemperatur, dem Atmosphärendruck ent- 
spricht der normale Siedepunkt. Betrachtet man umgekehrt die 
Spannung als Funktion der Temperatur und stellt sie graphisch 
dar, so erhält man die Dampfspannungskurve: sie hat für ver- 
schiedene Stoffe einen ganz verschiedenen Verlauf. Dabei ist 
vorausgesetzt, daß die Substanz in beiden Aggregatzuständen, dem 
flüssigen und dem gasförmigen, vorhanden sei; ist nur Gas vor- 
handen, so sind Spannung und Temperatur voneinander unab- 
hängig, sie bestimmen alsdann gemeinsam die dritte Zustands- 
größe, die Dichte des Dampfes bzw. Gases. 


Quecksilberhöhe gemessenen Drucken 


N —— m  — — un a ee WERE | 


B Siedetemperaturen des Wassers bei verschiedenen in cm 
| 
! 


52 | 89,73 a. 0926 1 79 | 101,08 | 

56 91,68 | 5, 99,68 || 80 101,44 | 

60 93,53 76 100 | 82 102,13 | 

64 | 95,27 | 77 1. 10086 | 85 1031 | 

68, 96,93 78 | 100,73 90 104,7 
ul u 


107,8 


Normale Siedepunkte 


Alkohol ........... | 78,4|| Natrium ........ ca. |; 750 
Ameisensäure ...... 100,6. Ozon ......222200. — 116 
Ammoniak .......... = 38, 5|| Paraffin ........... 370 | 
Amylalkohol _ ERENEE 137 ı Paraldehyd......... 124,6 
Argon cur waren 186 iEhenol 22.524230. 185 | 

SALheN Hanse | 34,9 Phosphor .......... | 288 

; Athylen ........... '— 103 _ Propylalkohol....... 97,4 
Benzol... 5% 80,2 || Quecksilber ........ | 357,3 
Blei nu, ua 2, ca 1500 | Salpetersäure... ....; 86 
Brom... Bes 62, Sauerstoff .......... ı— 182,4 

OHIO ea — 33,6, Schwefel........... ı 445 
Chloroform .......... 62  Schwefelkohlenstoff . | 47 

‚ Chlorwasserstoff .... |— 83,7, Schwefelwasserstoff . | — 63,5: 
Essigsäure .... .... 118  Schweflige Säure....'— 10 
EluoR. u. raus — 187 ı Selen.............. 688 
Glyzerin ........... 290 || Stickoxyd........... — 153,6: 
1 Lo1 BOEE UREIRTEE BEIFRNEIRERSIE 184 . Stickoxydul ........ — 88,8! 

ı Kalium ............ 675 | Stiekstoff........... — 196 

| Kohlenoxyd ........ — 193 „Toluol............. ı 109 
Kohlensäure. ........ — 79,5 Wasser ............ ji 100 

| allzeit :— 191.4 Woasserstoff........., — 252,6, 
Magnesium......... 1100 | Nylolensessss se | 138 | 
Methan; usa 0.ess — 164 ı) Zink......22222220. | 925 | 
Dh atheı Te — 23,7, Zinn „oonccecc en. ca. ; 1500 
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Wasser R Alkohol | 


— 20 0,09 cm|i 70 ! 238,2cm|| 225 | 25.2 | 0 1,25 cm 
0 | 0,46 80 ; 35,3 250 | 39,4 | 10 | 2,42 
10 0,90 324 || 75 0 a 
15 | 1,26 100 | 76 364 194,5 | 50 ı 22,1 
20 1,73 „ 1 A. | (Maximum) ' 78,3 | 1 A. 
so | 3183 125 | 2,3 '100 | 224 
40 5,46 150 | 47 ‚200 | 81 
| 50 | 9,15 175 | 86 '242 63 
Ä 60 | 14,7 || 200 | 15,2 . (Maximum) 
Quecksilber | Äther 
| 0 | 0,00002 cm || 160 0,42 cm | 0 | 186cm 
| 10 | 0,00006 200 1,76 | 10 28,9 
2» 0,00013 250 1,5 . 20 44,0 
40 | 0,00071 300 24,5 34,9 1 A. 
60 0,0028 3578| 1 A. 100 | 64 
80 | 0.0093 400 2,06 19 | 357 
' 100 | 0,028 | 500 8,58 (Maximun) 
120 | 0,075 | 
| Kohlensäure 
I-795 | —70|—50|1—25 | 0 10 |20 | 318 


IA 21 | 68 171 1345| 44,91 56,8 | 729 (Max) 


Kritischer Zustand. Alle Stoffe dehnen sich bei der Ver- 
dampfung aus, aber diese Ausdehnung nimmt mit steigender Tem- 
peratur ab und verschwindet schließlich gänzlich, so daß zwischen 
flüssigem und gasförmigem Zustand ein stetiger Übergang statt- 
hat; man nennt die betreffende Temperatur die kritische Tem- 
peratur des Stoffes, zugleich findet der kritische Druck und die 
kritische Dichte (bzw. das kritische spezifische Volumen) statt; 
der ganze Zustand heißt kritischer Zustand. Jenseits des so be- 
stimmten Wertesystems von Druck und Temperatur läßt sich ein 
Gas auf keine Weise verflüssigen. Einige Werte der kritischen 
Temperatur 7’, des kritischen Drucks P’ und der kritischen Dichte 
D’ sind folgende: 


a Ir Ir 


140,5 | 39 


„ohlenakurs 31,4 | 72,9 | 0,46 


ne a ea _———t_ 
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Zustandsgleichung der Gase und Dämpfe. Für ideale 
Gase besteht zwischen spezifischem Volumen, Druck und absoluter 
Temperatur die Beziehung 


T.P=R«T, 


für wirkliche Gase nach Van der Waals, wenn a und b zwei 
Konstanten sind: 


W-b.(P+)=R-T. 


Diese Gleichung für V hat unterhalb des kritischen Punktes drei, 
oberhalb nur eine reelle Wurzel, für den kritischen Punkt selbst 
werden die drei Wurzeln gleich, und es wird: 


Drückt man nun die drei Zustandsgrößen in Bruchteilen ihrer 
kritischen Werte aus: 


T=t:T, P=y-P, V=»v.V, 


so fallen a und 5b sowie R heraus, und man erhält für alle Dämpfe 
die gemeinsame Zustandsgleichung 


+7) e-D=8t. 


Man kann sie auch so in Worten aussprechen: Die „reduzierte“ 
Dampfspannung ist für alle Stoffe dieselbe Funktion der „redu- 
zierten‘ Temperatur. Durch die Erfahrung wird der Satz zum 
Teil genau, zum Teil angenähert bestätigt. Zustünde zweier Stoffe 
mit gleichen Werten der reduzierten Größen nennt man überein- 
stimmende Zustände. 


Latente Wärme. Ein Teil der zur Änderung des Aggregat- 
zustandes aufzuwendenden Energie wird zur Ausdehnung, der andre 
zur Vermehrung der inneren Energie des Körpers verwandt; letzterer 
heißt latente Wärme, speziell bei der Schmelzung Schmelzwärme, 
bei der Verdampfung Verdampfungswärme. Bei der Schmel- 
zung ist die Schmelzwärme groß gegen die Ausdehnungsarbeit 
(die bei einigen Stoffen, 8. o., sogar negativ ist); bei der Ver- 
dampfung sind beide Teile im allgemeinen von gleicher Größen- 
ordnung. Beide Größen hängen von der Temperatur ab, bei der 
die Aggregatzustandsänderung erfolgt: bei der Schmelzwärme ist 
der betr. Gradient meist einfach gleich der Differenz der spezi- 
fischen Wärmen der flüssigen und festen Substanz; bei der Ver- 
dampfungswärme ist es bisher theoretisch und empirisch nur ge- 
Jungen. Annäherungsformeln aufzustellen. 
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Platin 
Quecksilber 
Schwefel 
Silber 
Wasser (Eis) 
Wismut 


Methylalkohol . 

‚, Schweflige Säure .. 
Quecksilber 
Sauerstoff 


Die Verdampfüngewärme laßt sieh mit guter Annäherung dur eh 
die Formel 
= 607 — 0,708 t[C.] = 796,2 — 0,708 T’[abs.] 


darstellen; durch ähnliche zwei- oder dreigliedrige Formeln die 
Verdampfungswärme zahlreicher andrer Stoffe [—]. Übrigens ist 
zu unterscheiden zwischen der Verdampfungswärme und der sog. 
ganzen Wärme, die auch noch den Wärmeaufwand zur Erwärmung 
von 0° auf die betreffende Siedetemperatur enthält; die Ver- 
dampfungswärme nimmt mit steigender Siedetemperatur ab, die 
ganze Wärme dagegen zu. 


V. 


Wärmeleitung. Die Wärmeleitung erfolgt in der Richtung 
der abnehmenden Temperaturen, und zwar in isotropen Körpern 
einfach proportional mit der Zeit, dem Querschnitt und dem Tem- 
peraturgefälle; der Proportionalitätsfaktor k heißt Wärmeleitungs- 
vermögen oder Wärmeleitungsfähigkeit, und zwar absolute, 
wenn in Sek., cm und Grammkalorien gemessen wird. Sie ist bei den 
Metallen relativ groß, kleiner bei den andern festen Stoffen, noch 
kleiner bei den meisten Flüssigkeiten, am kleinsten bei den Gasen. 
Mit der Temperatur selbst ändert sie sich, jedoch bei festen und 
flüssigen Stoffen nicht erheblich, wohl aber bei den Gasen, wo 
sie mit der Wurzel aus der absoluten Temperatur proportional ist. 
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Absolutes Wärmeleitungsvermögen einiger Stoffe. 


N 


Holz (Faser)... 


‚ Alkohol........... | 0,00048 | Kohlensäure.......  0,000031 
ı Äther cucc.ncn.... 0,00034 | Kupfer ........... 0,99 
Benzol...... ..... 0,00088 , Luft. ....2.... 0-.  0,000053 | 
103 (1 0,079 , Messing ..........: 0,25 
Ebonit ......... '., 0,0004 || Platin ............ ; 0,080 
MN ı 0,005 ‚; Quecksilber ....... : 0,018 
Eisen ....... circa | 0,16 | Schwefelsäure ..... - 0,013 
Gesteine ....... von | 0,001 || Silber ............ ' 1,10 
bis | 0,04 Steinkohle ........ 0,0003 
Glass. von ' 0,0011 | Steinsalz.......... 0,013 
bis | 0,0028 | se : 0,00125 
Glas, mittleres .... | 0,0016 . Wasserstoff ...‘... | 0,00036 
ER 0,51 


differenten Richtungen verschieden, die Isothermen um einen Er- 
regungspunkt sind hier keine Kugeln, sondern Ellipsoide, und 
zwar bei einachsigen Kristallen Rotationsellipsoide; statt des 
Wärmeleitungsvermögene muß man daher bei Kristallen die drei 
Hauptwärmeleitungskoeffizienten angeben [—]. Kristalle, die in 
der Achse am schlechtesten leiten, heißen thermopositiv, die 
andern thermonegativ. 
Die Grundgleichung der Wärmeleitung lautet, wenn # 
die Temperatur und a?=k/ec (e Dichte, c spezifische Wärme) ist: 
0% [09,08 , 0% 
De ee 7 yet 52) 
sie vereinfacht sich einerseits, wenn es sich um stationäre Wärme- 
strömung, anderseits, wenn es sich um Körper von ein- oder zwei- 
dimensionalem oder sphärischem oder zylindrischem Charakter 
handelt [—]. 
Für eine ebene Grenzfläche, z. B. ein Stück der Erdoberfläche 


wird 
zı/n = 
--- Vz 27 x T 
a; ; a T PRSRREHR fe SER 
€ cos T ( oz = 


d. h. die Periode der oberflächlichen Wärmeschwankung, 7, bleibt 
auch in der Tiefe bestehen, dagegen nımmt die Amplitude in 
geometrischer Reihe ab, wenn die Tiefen arithmetisch wachsen, 
und zugleich verzögert sich die Phase, d. h. Maxima und Minima 
der Temperatur treten immer später auf. Bei der Erde sind — 
mittleren Boden vorausgesetzt — die täglichen Schwankungen in 
1 m Tiefe auf i reduziert und in 2 m Tiefe gänzlich erloschen; 


I 
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die jährlichen sind in etwa 4 m Tiefe auf } reduziert und in 
25 m völlig erloschen. 

Mit Rücksicht auf die Ausstrahlung an der Erdoberfläche 
nimmt die Temperatur nach der Tiefe gleichförmig zu, und zwar 
im Mittel aus zahlreichen Feststellungen in Bohrlöchern, Tunneln 
usw. um 1° auf 35 m. 

Für einen langen Stab wird im stationären Zustande (u und 
q Umfang und Fläche des Querschnitts, A Ausstrahlungskoefhizient) 
die Temperatur an der Stelle x, ausgedrückt durch die am heißen 
Ende, ®,: 

hu 


k E47 
ze 4 
9$—= Ne 


Bei einem Stabe von endlicher bzw. mäßiger Länge treten mehrere 
Exponentialglieder auf. Man kann diesen Fall zur Bestimmung 
des relativen Wärmeleitungsvermögens benutzen, indem 
man z. B. das eine Ende des Stabes in siedendes Wasser, das andrein 
schmelzenden Schnee bringt und an drei voneinander gleich weit 
abstehenden Stellen den Temperaturüberschuß über die umgebende 
Luft (am besten mit Lötstellen von Thermoelementen) mißt; ist n 
das Verhältnis des Mittelwertes der beiden äußeren Stellen zum 
Werte für die mittlere Stelle, und ist für einen andern, dem ersten 
durch einen Überzug äußerlich gleich gemachten Stab dieselbe 


Größe n’, so ist . 
_(logn+Ym—n)' 
(log (m + Yn®—1)) 
Die Methode liefert aber nur für schlechte Wärmeleiter einiger- 
maßen genaue Zahlen. Für genauere und namentlich für absolute 
Bestimmungen muß man den nichtstationären Zustand benutzen, 
d.h. von Zeit zu Zeit die Temperatur an geeigneten Stellen des 
Stabes messen; am besten eignet sich hierzu ein ringförmig in 
sich zurücklaufender Stab [—-]. 
Wärmestrahlung: vgl. w. u. in der Optik. 


K 
k 


vi 


.  Äquivalenz von Wärme und Arbeit. Der Nachweis der 
Aquivalenz von Wärme und Arbeit ist, nach Vorarbeiten von 
Rumford, Carnot u.a. von Robert Mayer und Joule geführt worden. 
Hiernach tritt bei der Umwandlung von Wärme in Arbeit für 
jede Kalorie immer die gleiche Anzahl von Erg auf, durch welchen 
Prozeß die Umwandlung auch vollzogen werden möge; entsprechend 
bei der Umwandlung von Arbeit in Wärme. Bei solchen Pro- 
zessen ist demnach zwar nicht die mechanische Energie für sich, 
wohl aber die gesamte Energie, Arbeit plus Wärme, letztere wie 
erstere in Erg gemessen, konstant. Allgemeiner ausgedrückt: die 
Energie ist eine Zustandsfunktion, die immer wieder denselben 
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Wert annimmt, wenn das System wieder in denselben Zustand 
zurückkehrt. 

Das Äquivalenzverhältnis zwischen der Wärmekalorie und 
der Arbeitseinheit heißt das mechanische Wärmeäquivalent; 
sein Zahlenwert hängt von dem benutzten Maßsystem ab; benutzt 
man das absolute, also die Grammkalorie (zw. 15 u. 16°, 8. 0.) 
einerseits, das Erg. andrerseits, so erhält man: 


j = 41 860 000; 


benutzt man die Kilogrammkalorie und das Mkg *, so erhält man 
für Berlin (der Wert wird jetzt. von der Schwere abhängig): 


3 ='426,6; 


wollte man das absolute Maßsystem für die Wärmeerscheinungen 
vollständig durchführen, so müßte man statt des Celsiusgrades 
den absoluten Grad einführen, der etwa der 42.000.000. Teil von 
jenem wäre; wie in der Elektrizität würde man alsdann lieber 
eine größere Einheit, den Megagrad, einführen, der dann ;!, des 
Celsiusgrades wäre. 

Die allgemeine Erkenntnis, daß auch zwischen den übrigen 
Energieformen Äquivalenz besteht, ist namentlich durch H. v. Helm- 
holtz angebahnt worden. Besondere Äquivalentzahlen brauchen 
für elektrische Energie usw. nicht angegeben zu werden, da man 
diese Größen ohnehin im absoluten krgmaße ausdrückt, wodurch 
jenes Verhältnis eben eins wird. 

Tbernmodynamik (Mechanische Wärmetheorie). Ihre Aufgabe 
ist die, Gesetze der als Energie aufgefaßten Wärme aufzustellen 
und sie auf alle Erscheinungen, namentlich auf die aus Wärme- 
vorgängen einerseits und mechanischen, elektrischen, magnetischen, 
chemischen andrerseits zusammengesetzten Erscheinungen anzu- 
wenden. Dabei wird — in der Thermodynamik im engeren 
Sinne — die Materie als stetig betrachtet. 

Erster Hauptsatz. Er drückt das Erhaltungsprinzip in 
bezug auf Arbeit und Wärme aus und kann in verschiedene 
Formen gebracht werden. Allgemein: 

A+,’W=A+W=E-E, 
(A Arbeit, W” Wärme in Kalorien, W Wärme in Erg, j Äqui- 
valent, E, und E, End- und Anfangswert der Knerzie), Man 
nennt einen solchen Prozeß einen offenen; ist er speziell ge- 
schlossen, also ein Kreisprozeß, so ist &,—=E, und somit 


A+V=0, W=-—4A. 


Weder A noch W’ ıst eine Zustandsfunktion, wohl aber ihre Summe 
FE; entsprechend sind dA und dW lediglich kleine Größen, da- 
gegen ist dE ein wirkliches Differential; und es ist für einen 
infinitesimalen Prozeß: 

dA+dW=dE. 


Häufig hängt der Zustand des Systems nur von Volumen, Druck 
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und Temperatur ab; und von diesen drei Größen p, rt, T ist ver- 
möge der Zustandsgleichung des Systems eine durch die beiden 
andern bestimmt. Wählt man z. B. v als Abszisse, p als Ordinate, 
so entspricht jedem Punkte 
v, p eine bestimmte Tempe- 
ratur; verbindet man alle 
Punkte gleicher Tempera- 
tur, so erhält man eine 
Isotherme. Entsprechende 
Bedeutung haben die Iso- 
baren (Linien gleichen 
Drucks) und Isochoren (Li- 
nien gleichen Volumens). 
Ein offener Prozeß wird Fig. 5 
durch eine offene, ein Kreis- a 
prozeß durch eine geschlossene Linie dargestellt. Die Arbeit wird 
bei einem offenen Prozeß durch die von der Kurve, ihren End- 
ordinaten und dem dazwischen liegenden Abszissenstück einge- 
schlossene Fläche dargestellt, speziell die Arbeit bei einem Kreis- 
prozeß, wo sich einiges aufhebt, durch die von der Kurve ein- 
geschlossene Fläche (vgl. die Figur). 

Ist die Arbeit Ausdehnungsarbeit, z. B. bei einem Gase, so ist: 


dA=—pdv, dAW=dE+tpde, W=E,— E, + [ par. 
: 
Ferner kann man schreiben: 
ocE oE: 
ne re dv= Md N 
aW dp ap +(G, +?) v= Mdp-+ Nav, 
und man erhält dann die sog. technische oder Zeunersche Form 
der ersten Hauptgleichung 
| oN 0M 


a 
Wählt man als Variable die Temperatur 7’ und irgendeine 
zweite Größe x, so hat man: 


dW=Xdz-+ YdT, dA=Pdx-+0a1, 
dE=X+Pde+(Y+DaT, 


und die erste Hauptgleichung nimmt leicht die Form an: 
0X 0Y_0Q o0P 


Insbesondere wird für einen adiabatischen Prozeß, d.h. einen 
solchen, bei dem das System von der Umgebung kalorisch abge- 
schlossen ist: 


Xde+YaT=0, also — ——n. 
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Wählt man z.B. für x das Volumen v, so nehmen die vier Größen 
X, Y, P, Q folgende Bedeutungen an: 


Re 


En ) — Ausdehnungswärme bei konstanter Temp., 
CU/ T = konst. 


Y,= (7) — Spezifische Wärme bei konstant. Volumen, 
OT) »= konst. 
04 04 
= [| — =D k , — (5) =o; 
® | [ ) T = konst. u % OU Jo = konst. 


wählt man p als zweite Variable, so wird Y die spezifische Wärme 
bei konstantem Druck, und die andern Größen erhalten entspre- 
chende Bedeutung. 

Bei idealen Gasen ist der erste Hauptsatz zu kombinieren 
mit dem Boyle-Gaylussacschen Gesetz vop= RT oder mit einem 
andern, diesem äquivalenten Satze; ein solcher ist der Thomson - 
Joulesche Satz, wonach bei idealen Gasen die innere Energie vom 
Volumen unabhängig, dagegen mit der absoluten Temperatur pro- 
portional ist: 

E=jcT=CT. 
Kombiniert man beide Sätze, so findet man weiter, daß für ideale 
Gase die Differenz der beiden spezifischen Wärmen mit den Dichten 
umgekehrt proportional ist; bezieht man sie, statt auf die Massen- 
einheiten, auf die Volumeneinheiten, so wird jene Differenz sogar 
für alle Gase gleich groß, nämlich 


; ‚_R 
Cp 6, = — 0,068. 


Bei adıabatischen Prozessen ist 
dE-+pdv=0, 


und das liefert für ideale Gase, je nach der Wahl der Zustands- 
größen: 


q lix 


Pa ® ®, p 
” x—1i 
; _x 
P_ T_ (2) age 
(pP, T): ne (7 rn 2» — konst., 


1 


u 1 
v A Ge; v\*-1 = 
(p, 7): (7) ; = (%) ‚ vT — konst,, 
in Worten: a) bei isothermischen Prozessen ändert sich v umge- 
kehrt wie p, bei adiabatischen auch umgekehrt, aber in schwächerem 
Maße; b) bei isochorischen Prozessen ändert sich p direkt pro- 
portional mit T, bei adiabatischen auch direkt, aber in viel 
stärkerem Maße; c) bei isobarischen Prozessen Ändert sich v direkt 
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proportional mit 7, bei adiabatischen dagegen umgekehrt, und 
zwar stärker als proportional. Zwei von diesen Sätzen kann man 
auch so aussprechen: Bei adiabatischer Ausdehnung sinkt, bei 
adiabatischer Druckerhöhung steigt die Temperatur. 

Schmelzwärme, Lösungswärme, Verdanpfungs- 
wärme, chemische Wärme in Beziehung zur Thermo- 
dynamik [—]. (Vgl. auch „Physikalische Chemie“) 

Zweiter Hauptsatz. Während der erste Hauptsatz ein 
Erhaltungsprinzip formuliert, d.h. die Konstanz einer gewissen 
Größe, der Energie, statuiert und infolgedessen von regulativem 
Charakter ist, wird durch den zweiten die Tendenz thermodyna- 
mischer Prozesse festgelegt, also etwas Positives ausgesagt; für 
umkehrbare Prozesse nimmt diese Aussage sogar eine quantitative 
Form an, für nichtumkehrbare wird nur eine Grenze angrgeben; 
in Wahrheit gibt es aber keine streng umkehrbaren Prozesse, und 
hierdurch wird die Bedeutung des Satzes zunächst auf das Quali- 
tative beschränkt. Immerhin genügt schon diese, um den Satz 
zum wichtigsten der Thermodynamik und — bei entsprechender 
Verallgemeinerung — der Naturlehre überhaupt zu machen. 

Verschiedene Ausspruchsweisen des zweiten Hauptsatzes sind 
folgende: a) Wärme kann nicht von selbst, d. h. ohne anderweitige 
Kompensation, von einem Orte tieferer zu einem Orte höherer 
Temperatur übergehen (Clausius). — b) Es ist unmöglich, aus 
irgendeinem System von Körpern mechanische Arbeit dadurch 
zu erhalten, daß man es unter die tiefste Temperatur der Um- 
gebung abkühlt (Thomson). — c) Es ist unmöglieh, eine pexio- 
disch wirkende Maschine zu konstruieren, die nichts weiter be- 
wirkt, als Hebung einer Last und Abkühlung eines Wärmereser- 
voirs (Planck). — d) Nicht nur ein Perpetuum erster Art ist un- 
möglich, d.h. eine Maschine, die ohne Speisung Arbeit leistet, 
sondern auch ein Perpetuum mobile zweiter Art, d.h. eine Ma- 
schine, die nur aus Wärme immerfort Arbeit in äquivalenter 
Menge liefert (Ostwald u. a.). 

Quantitative Form des zweiten Hauptsatzes. Bei 
einem umkehrbaren, zwischen zwei konstanten Reservoirs sich 
abspielenden Kreisprozeß ist das Verhältnis der an den Kühler 
abgelieferten zu der vom Kessel aufgenommenen Wärme lediglich 
eine Funktion der beiden Temperaturen (Carnotsche Funktion), 
speziell bei Benutzung absoluter Temperaturen gleich dem Ver- 
hältnis der Temperaturen von Kühler und Kessel: 


= WEN ETET 


Diese Gleichung ist es, die zur strengen Definition der absoluten 
Temperatur führt (Thomson); es läßt sich aber zeigen, daß diese 
absolute Temperatur für ideale Gase mit der Gaylussacschen, 
durch Abzug von 273 Grad von der Üelsiusskala erhaltenen prak- 
tisch übereinstimmt. 
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Das Verhältnis W’: WheißtZerstreuungsgrad der Maschine, 
das es zu eins ergänzende 41:W (A die geleistete Arbeit) der 
Wirkungsgrad. Der zweite Hauptsatz sagt hiernach aus, daB 
der Wirkungsgrad eines Prozesses höchstens — nämlich bei einem 
streng umkehrbaren Verlaufe — gleich der Differenz der Kessel- 
und Kübhlertemperatur im Verhältnis zu letzterer ist; also z. B. für: 


7= 373 (100 C.) und 7’= 300 (27 C.\: Wkg.=rund 20%,. 


Bei wirklichen Maschinen ist er aber wegen der Nichtumkehrbar- 
keit usw. noch wesentlich kleiner, und auch durch moderne Hilfs- 
mittel, wie starke Überhitzung des Kesseldampfes usw., kann er 
nicht über 20) hinaus merklich gesteigert werden. Der Grund, 
warum Dampfmaschinen so unökonomisch wirken, ist also in 
letzter Linie der, daß sich ihr Prozeß — und überhaupt unsere 
Existenz auf einem zu hohen absoluten Temperaturniveau abspielt. 
Bei elektrischen Maschinen ist das außerordentlich viel günstiger, 
weil unser elektrisches Durchschnittsniveau null ist. 

Die obige Gleichung läßt sich auch in folgenden Formen 
schreiben: - 

W T W 

W’ + T’ Ze v, r + T’ 0; 
in der letzteren Form besagt sie, daß zwar, da zugleich Arbeit 
geleistet wird, W’< W ist, daß aber die abgeführte Wärme 
gleich der aufgenommenen wird, wenn man sie nicht in Kalorien 
mißt, sondern jede durch die Temperatur, bei der die Aufnahme 
bzw. Abgabe erfolgt, dividiert. 

Entropie. Handelt es sich nicht um einen Prozeß zwischen 
zwei konstanten, um ein Endliches verschiedenen Temperaturen, 
sondern um einen infinitesimalen Prozeß, wie er in der Natur fast 
immer sich abspielt, so hat man die in jedem Momente von dem 
Systeme aufgenommene Wärmemenge dW durch die augenblick- 
liche Temperatur 7, die sich jetzt stetig ändert, zu dividieren 
und erhält für einen umkehrbaren Kreisprozeß: 


dW 


bei einem nicht umkehrbaren Prozesse läßt sich etwas Bestimmtes 
allgemein nicht aussagen, aber jedenfalls wird hier mehr abge- 
geben als vorhin, es ist demnach: 


aw 
/ T <0. 


Ist nun der Prozeß ein offener, so wird bei umkehrbarem Charakter 
das Integral zwar natürlich nicht null sein, es wird sich aber 
darstellen lassen durch die Differenz der Integralwerte zu Ende 
und zu Anfang: 
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2 


i 


diese Zustandsfunktion 5 heißt nach Clausius die Entropie des 
Systems: | 
‚.dW dw 
4Ss= TR S= T 
Mit Hilfe dieses Begriffes, der freilich eine quantitative Bedeu- 
tung nur für umkehrbare, für nicht umkehrbare Prozesse aber 
nur eine Grenzbedeutung hat, kann man nunmehr den zweiten 
Hauptsatz auch als Entropiesatz in der Form aussprechen: Die 
Entropie eines vollständigen (energetisch von der Umgebung ab- 
geschlossenen) Systems kann nie abnehmen; sie bleibt vielmehr 
im günstigsten Falle, der aber in der Wirklichkeit nie exakt 
erfüllt ist, konstant und nimmt in allen andern zu. Steht das 
System mit andern in energetischem Austausch, so kann seine 
Entropie freilich abnehmen, aber auf Kosten einer stärkeren Zu- 
nahme der Entropie dieser andern Systeme. Wendet man das 
schließlich auf das Universum an, so erhält man den Satz: Die 
Entropie des Weltalls strebt einem Maximum zu. 
In dem Spezialfalle isothermischer Prozesse folgt aus der 
Formel T:-4dS=dW die neue durch Integration: 


W=T-S; 


sie besagt, daß man die Wärmeenergie aus zwei Faktoren zu- 
sammensetzen kann, der Temperatur und der Entropie; man kann 
jene als Intensitätsfaktor, diese als Quantitätsfaktor der 
Wärme bezeichnen und alsdann sagen: die Tendenz solcher Pro- 
zesse ist die, den Quantitätsfaktor auf Kosten des Intensitäts- 
faktors zu vergrößern. Der Prozeß besteht also in einer Zer- 
streuung der Energie. Es lassen sich nun Betrachtungen anstellen 
zum Zwecke der Ausdelinung dieses Ergebnisses auf alle Natur- 
prozesse, und man kann daher den zweiten Hauptsatz auch als 
Zerstreuungsprinzip dem ersten als Erhaltungsprinzip 
gegenüberstellen [—]. 

Andrerseits kann man nunmehr auch die ganze Energie in 
zwei Summmanden zerlegen, nämlich, für isothermische Prozesse, 
in F+ TS; hierin heißt F die freie, 7S die gebundene 
Energie. Man kann dann den zweiten Hauptsatz auch in der 
folgenden, allerdings speziellen Form aussprechen: Bei allen unter 
Konstanz von Volumen und Temperatur sich abspielenden Pro- 
zessen, auch wenn das System nicht abgeschlossen ist, nimmt die 
freie Energie stets ab; ist sie bereits ein Minimum, so tritt über- 
haupt keine Veränderung auf, der Zustand ist ein Gleichgewichts- 
zustand. 

Thermodynamisches Potential [—]. 


256 Thermodynamische Doppelgleichung. 


Entsprechend den früheren Bezeichnungen kann man auch 
den zweiten Hauptsatz, mit zweien von den Größen », p, T als 
Variabeln, in Formeln bringen; so erhält man z.B. in v und p, 
entsprechend der Zeunerschen Form: 

oT oT 
N — M—=Ts); 
op 7) 
ferner in x und 7' eine Gleichung, die man mit der den ersten 
Hauptsatz darstellenden zu der thermodynamischen Doppel- 
gleichung | 
9X _6Y_X_iQ_öP 
oT 6:2 T 9x2 9 
vereinigen kann, die zu Anwendungen besonders geeignet ist. 
Ferner wird in dieser Form die Entropie 


X Y 


und schließlich ergeben sich folgende ausgeführte Werte der 
Energie und Entropie, ausgedrückt durch die beiden Arbeits- 
koeffizienten P, @ und den zweiten Wärmekoeffizienten Y, für 
x—0 als Funktion von T: 


E= JaTr@, +Y,) fe [?+ 2 - =-)] 


0Y 
- a fürl (8-22). 


Anwendungen in Thermodynamik —]- 


Thermochemie, heterogene Systeme, Phasenregel 
usw., 8 w.u. 


VIL 


Kinetische Gastheorie. Die Ausgestaltung der Molekular- 
theorie (s. w. u.) für die Durchführung physikalischer Theorien 
stößt auf erhebliche mathematische Schwierigkeiten; nur für zwei 
Klassen von Stoffen haben diese sich in erheblichem Maße über- 
winden lassen: für die Gase und für die Lösungen (über letztere 
s. w. u.). 

Die Molekeln werden bei der ersten Annäherung als einfach, 
d.h. als Atome, und alle als gleich angesehen, und es wird an- 
genommen, daß sie sich ohne gegenseitige Einwirkung und des- 
halb geradlinig bewegen, ausgenommen die Fälle, wo sie einander 
sehr nahe kommen; in diesem Falle sollen entweder gewisse Stoß- 
gesetze oder gewisse Fernwirkungsgesetze gelten. Bei einem 
ruhenden Gase sind alle Schwirrungsrichtungen im Durchschnitt 
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gleich vertreten. Der Druck wird aufgefaßt als das Ergebnis der 
Stöße (oder Fernwirkungen), sowohl der Stöße der Molekeln 
gegeneinander als auch gegen die Wandung des das Gas ent- 
haltenden Gefäßes; es ergibt sich für ihn die Formel — n Zahl 
der Molekeln in einem cbem, m Masse einer Molekel, @* das 
durchschnittliche Geschwindigkeitsquadrat der Molekeln —: 


1 1 '3p 3p 
= — 2_ .06G? -V En V®: 
p 3 nmG 3 o%, G 3 


hieraus läßt sich @ berechnen, da p und e bekannt sind; bei 0° 
gelten z.B. folgende Werte in m/sec.: 


392 || Stickox 


EEE 302 | Kohlensäure. yd .. 


Chlor....... 310 Luft ....... 485 !| Stickstoff ... | 492 
Grubengas 636 | Quecksilber . | 184 | Wasser ....'.; 614 
Olsen 164 |, Sauerstoff... |; 461 | Wasserstoff | 1843 | 


Mit wachsender absoluter Temperatur nimmt @ wie deren Wurzel 
zu, man kann also umgekehrt die Temperatur darch das mittlere 
Geschwindigkeitsquadrat der Molekeln definieren. 

Das Boyle-Gaylussacsche Gesetz ergibt sich als eine 
einfache Folge der kinetischen Vorstellung, zugleich aber auch 
die Grenzen seiner Gültigkeit und damit die Formel von Van der 
Woaals (S. 222); dessen Konstanten a und b bedeuten hier: a den beim 
Volumen eins zum Druck p wegen der geringen, aber doch vor- 
handenen Kohäsion hinzuzufügen den Kohäsionsdruck, b das von 
v abzuziehende Volumen der Molekeln selbst, da dieses für die 
Stöße nicht in Betracht kommt. Ferner ergeben sich sehr einfach 
die Gasgesetze von Olausius, Avogadro, Henry usw. [—]. 

Maxwells Verteilungsgesetz. Die Größe @ bedeutet nur 
einen Mittelwert; in Wahrheit haben die Mulekeln vermutlich 
sehr verschiedene Geschwindigkeiten, und mit jedem Stoße werden 
diese wieder verän- 
dert; es fragt sich, 
ob sich trotzdem 
über den wahr- 
scheinlichsten Ver- 
teilungszustand der 
Geschwindigkeiten 
unter die Molekeln 

etwas aussagen 

läßt; diese Frage 
wird durch das 
Maxwellsche Gesetz 
beantwortet. Man Fig. 6. 

kann esin zwei ver- 

schiedenen Formen aussprechen, je nachdem man nach der Wahr- 
scheinlichkeit des Vorkommens einer nach Größe und Richtung 
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bestimmten Geschwindigkeit, also nach der Wahrscheinlichkeit 
bestimmter Geschwindigkeitskomponenten fragt, oder aber — was 
schließlich wichtiger ist — nach der Wahrscheinlichkeit einer 
Geschwindigkeit von bestimmter Größe, aber beliebiger Richtung. 
Das erstere Gesetz lautet, wenn %, v, w die Komponenten der 
Geschwindigkeit einer Molekel, k eine von der Temperatur ab- 
hängige Koustante und W die Wahrscheinlichkeit ist, daß jene 
Größen zwischen den Grenzen u und u du, vundr+tdv, w 
und w + dw liegen: 


$ 3/2 
V= (7) etnwWtrtu) gudvdw, 
diese Wahrscheinlichkeit nimmt also mit wachsenden u, v, w 
exponentiell ab, oder, wie Maxwell es ausdrückte: Die möglichen 
Werte der Geschwindigkeitskomponenten sind unter die Molekeln 
nach derselben Regel verteilt, nach der man bei der Methode der 
kleinsten Quadrate die Beobachtungsfehler auf die einzelnen Be- 
obachtungen verteilen muß. 

Das andre Gesetz dagegen lautet, wenn g die Vektorgeschwin- 
digkeit einer Molekel und W die 'Wahrscheinlichkeit ist, daß 
diese, ohne Rücksicht auf die Richtung der Bewegung, zwischen 
den Grenzen g und g+dg liege: | 


= age, 


Diese Funktion ist eine ganz andre: für kleine Werte von g ist 
sie selbst klein, erreicht dann ein Maximum und fällt schließlich 
immer langsamer und -asymptotisch auf null ab (s. Figur). Der 
wahrscheinlichste Wert, das Maximum der Kurve, Gw, ist übrigens 


nicht @, sondern nur das Y:/3-fache; wiederum einen andern 
Wert hat das arithmetische Mittel aller g, @,,, es ist etwa 0,92 @. 

Weglänge der Molekeln. Die oben angegebenen großen 
Geschwindigkeiten der Molekeln können insofern falsche Vor- 
stellungen erwecken, als man annehmen könnte, daß die Molekeln 
sich durch weite Räume bewegen; das ist indessen nicht der Fall, 
im Gegenteil, die Wahrscheinlichkeit, daß eine Molekel an andre 
anstößt, ist so groß, daß sie trotz ihrer großen Geschwindigkeit 
immer nur ganz kurze Strecken geradlinig zurücklegt. Nennt 
man L die mittlere Weglänge, so wird auch hier die Wahrschein- 
lichkeit mitspielen, und zwar hat sie zur Folge, daß von 100 
Molekeln eine schon nach 0,01 L, neun weitere nach 0,1 L, 18 
weitere bis zu 1/3 L, 11 bis zu 1/2, 24 bis zu L, 23 bis zu2 L 
anstoßen und nur 14 darüber hinausgelangen. Bezeichnet man 
mit s die Seitenfläche des Elementarwürfels (Raum, in dem sich 
eine Molekel befindet), also den mittleren Abstand zweier Molekeln, 
und mit r den Radius der Wirkungssphäre einer Molekel, d. h. 
des Raumes, innerhalb dessen sich die Wirkung der Molekel 
geltend macht, so hat man die Proportion: 


Weglänge usw. 959 


Ä L:s=s?: VY2zr?, I 
woraus, da 8 sehr groß gegen r ist, folgt, daß auch L sehr groß 
gegen s ist, d. h. eine Molekel bewegt sich an sehr vielen andern 
vorbei, ehe sie an eine anstößt. Daß die Weglänge trotzdem, wie 
gesagt, sehr klein ist, ergibt sich aus der Theorie aller der Erschei- 
nungen, die man kinetisch auf die Weglänge zurückzufünren hat, 
insbesondere folgender: a) die innere Reibung; b) die äußere Rei- 
bung; c) die Wärmeleitung; d) die Diffusion; e) die Verdampfung. Aus 
diesen Theorien ergibt sich durch Vergleichung mit der Erfahrung 
bei 0° und 76 cm Druck folgende Weglänge in wu (milliontel mm): 


Äthylen..... 56 | Kohlenoxyd . | Re 

Chlor....... 47 | Kohlensäure. 66 j Wasserdampf. 

Grubengas .., 85 | Luft........ 95 ji Wasserstoff... 180 
ms Sauerstoff “102 5 | | 


Die Wasserstoffmolekeln haben also sowohl die größte Geschwin- 
digkeit als auch die größte Weglänge. Aus der Weglänge in Ver- 
bindung mit der Geschwindigkeit ergibt sich ferner die Zahl der 
Zusammenstöße in der Sekunde, sie ist außerordentlich groß und 
beträgt z. B. für Luft fast 5 Milliarden; sie ist also nicht mehr 
weit von der Schwingungszahl langsamer Wärmestrahlen entfernt. 

Absolute Verhältnisse der Molekeln. Weiterhin kann 
man aus den Erscheinungen auch gewisse Verhältnisse der Molekeln 
selbst berechnen. So die Querschnittssumme aller Molekeln ım 
cbem, man erhält dafür 9500 qcem — eine Zahl, deren ungeheure 
Größe nur durch die außergewöhnliche Kleinheit der Molekeln, 
die eine ungeheure Zahl von Schichten zur Folge hat, erklärlich 
wird. Für die Durchmesser der Molekeln selbst ergeben sich 
nach verschiedenen Bestimmungen recht abweichende Zahlen, so 
daß man nur ganz ungefähre Mittelwerte angeben kann; sie be- 
wegen sich zwischen 0,08 und 1 u. Die Zahl der Molekeln im 
cbem, die nach dem Avogadroschen Gesetz bei gleichen Werten 
von Druck und Temperatur für alle Gase gleich ist, ergibt sich 
zu rund 21 Trillionen. Endlich findet sich für das Gewicht einer 
Luftmolekel etwa 0,5. 10°° gr und, wenn man das durch ihr 
Volumen dividiert, das spezifische Gewicht der Luftmolekel zu 
etwa 4. 


Elektrizität: und Magnetismus. | 


I. 


Elektrostatik. Grundgesetz. Zwei ruhende elektrische 
Pole (gegen ihren Abstand kleine, geladene Körper oder Körper- 
teile) wirken aufeinander direkt proportional ihren Polstärken 
(Ladungsstärken) und umgekehrt proportional dem Quadrate ihres 

17* 


260 Elektrostatik. 


Abstandes; bei gleichartiger Ladung ist die Wirkung eine Ab- 
stoBung, bei entgegengesetzter eine Anziehung. In Formel (Cou- 
lombsches Gesetz), wenn Abstoßung positiv, Anziehung nega- 
tiv gerechnet und der Proportionalitätsfaktor eins gesetzt wird: 


e, e 
K= A i 

Mißt man r ın cm, Ä in dyn, so erhält man die Polstärken (sog. 
Elektrizitätsmengen) im absoluten elektrostatischen Maß. 

Die Kraft eines Poles e auf einen Einheitspol heißt Feld- 
stärke (F'), die Größe, deren Gefälle die Feldstärke liefert, 
elektrostatisches Potential oder Spannung (V)), die Differenz der 
Potentialwerte an zwei Feldstellen Potentialdifferenz oder Span- 
nungsdifferenz oder elektromotorische Kraft, die bei stetiger 
Verteilung der Ladung über einen Raum (©) oder eine Fläche (f\) 
auf dessen bzw. deren Einheit entfallende Elektrizitätsmenge die 
Raumdichte bzw. Flächendichte der Elektrizität. Formeln: 


pe V--, e-N-V, 


e e 
0, =; er 2 


Das Produkt aus Potential und Polstärke ist die elektrosta- 
tische Energie bzw. Arbeit, vorausgesetzt, daß ein von vornherein 
vorhandenes e in das Feld V gebracht wird: 


E=eV; 


wird dagegen ein e im Felde V erzeugt, so ist 
e 


E=[edV=. eV. 
} 2 
0 

Das Verhältnis der Ladung eines Körpers zu seiner Spannung 
(bzw. Spannungsdifferenz gegen die Umgebung) heißt seine Ka- 
pazität: 

e 
| rn 
speziell, wenn 9,—=0 (Ableitung zur Erde): 
_e, 
re v 
Die Kapazität einer Kugel ist gleich ihrem Radius, die einer 
Kreisscheibe 2/x desselben. 

Auf Leitern verteilt sich die Elektrizität so, daß das Ge- 
samtpotential überall gleich groß ist, was nur erreicht ist, wenn 
die Dichte im Innern überall null ist und auf den Oberflächen in 
bestimmter Weise variiert. Auf der Kugelfläche ist die Verteilung 
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gleichförmig, auf der Scheibe nimmt die Dichte von der Mitte 
nach dem Rande stark zu; an Kanten und Spitzen ist sie unend- 
lich bzw. desto größer, je schärfer jene sind. 

Alle obigen Formeln gelten zunächst nur im Vakuum (an- 
nähernd auch in Luft); in andern Medien treten die Kräfte und 
Potentiale nur geschwächt in die Erscheinung, das Schwächungs- 
verhältnis heißt die Dielektrizitätskonstante des Mediums (e); 
bezeichnet man die entsprechenden Größen für Vakuum und pon- 
derables Medium mit und ohne Index 0, so hat man: 


„rn cc 

Em —.- = m — 
vro 
F3 & €e r 


Stoff 


Ä Alkohol.......... R Duft 2, 442208 044 1,00059 


ı Alkohol (Dampf). Paraffin ......... 2,1 
Ather... Petroleum ....... 2,09 
Benzol .......... Porzellan ......... 6,7 
Ebonit ........... Rüböl.uss40.604 2,95 
Glas, Min........ Wasser.......... 79,8 
Glas, Max. ...... Wasserstoff...... 1,000264 
Kohlensäure ..... 


(Mit steigender Temperatur nimmt & meist ab, bei Wasser 
und Alkohol um etwa 0,005 pro Grad.) 


Die Kapazität eines Leiters kann wesentlich erhöht werden: 
1. durch geeignete Form, 2. durch Gegenüberstellung eines zweiten, 
entgegengesetzt geladenen oder zur Erde abgeleiteten Leiters, 
3. durch Einfügung eines Mediums von hoher Dielektrizität zwischen 
jene Leiter. Eine derartige Kombination heißt Kondensator; das 
Verhältnis der schließlichen Kapazität zu der des einfachen Leiters 
in Luft heißt die Verstärkungszahl (n) des Kondensators. 


25 000 | 250 000 

50 000 y, Million 
100000 |1 
2500 = 7500 25 000 250 000 | 2%, 
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Diese Zahlen gelten annähernd auch für Flaschen aus geeignetem 

Glase, Staniolglimmer oder Staniolpapier-Kondensatoren u. dgl. 
Für zwei sehr dünne koaxiale Zylinder (! Länge, a, und 

a, >a, Radien) ist: 

| C=e: 

2(lg A, lg a.) i 


für ein 1 km langes Kabel ist im Mittel etwa C —= 180.000, für 
ein transatlantisches C = 600 Millionen (so groß wie die Kapazität 
der ganzen Erde). 

Die elektrostatischen Apparate zerfallen in zwei Klassen: 
die zur Erzeugung bzw. Verstärkung und Ansammlung und die 
zur Messung dienenden. Von den Erzeugern usw. sind hervorzu- 
heben: | 

A. Die Elektrisiermaschinen, und zwar: 

> die Reibungselektrisiermaschine, 

b) die Dampfelektrisiermaschine, 

c) der Elektrophor, 

d) die Duplikatoren (Replenisher, Wasssrtrenfen, 

e) Die Influenzmaschinen (von Holtz, Töpler, Wimshurst), 

—_f) Die Kapillar-Elektrisiermaschine (Lippmann); 

B. Die Kondensatoren: 

a) Die Franklinsche Tafel, 

b) Die Leidener Flasche (ev. zusammengestellt zu Batterien, 
und zwar entweder in Parallelschaltung oder in Serien- 
schaltung, sog. Kaskadenbatterie), 

c) Zusammenlegbare Kondensatoren (Isolator Papier oder 
Glimmer, Leiter Staniol, Silber usw., sehr große, aber 
durch Zusammenfaltung auf einen kleinen Raum ge- 
brachte Gesamtfläche). 

Die Meßapparate andrerseits, denen die zur bloßen N 
des elektrischen Zustandes dienenden Elektroskope voranzuschicken 
wären, lassen sich einteilen, entweder nach der zu messenden 
Größe (Elektrizitätsmenge, Spannung, Kapazität, Dielektrizitäts- 
konstante usw.) oder nach der Art der Wirkungsweise; die Tren- 
nung ist aber meist nicht streng durchzuführen. Hervorzuheben 
sind: 

C) Die Elektrometer: 

a) Das Goldbiatt-Elektrometer, 

b) Die Aluminium- Elektrometer (Exner, Braun u. a.), 

c) Die Coulombsche Drehwage, | 

d) Das Quadrantelektrometer von Thomson (Thomson, Kirch- 
hoff, Mascart, Hallwachs, Himstedt, Righi u. a.), 

e) Das Kapillarelektrometer (Lippmann), 

f) Das absolute Schutzring-Elektrometer von Thomson: 

D. Die Meßkondensatoren: 

a) Plattenkondensator von Kohlrausch, 

b) Kastenkondensator von Siemens & Halske; 
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E. Die Apparate zur BestimmungderDielektrizitäts- 
konstante. Es kommen hier im wesentlichen keine neuen 
Apparate in Betracht, sondern es werden einige der obigen 
Apparate, zum Teil aber auch Apparate, die späteren Ab- 
teilungen angehören, zweckentsprechend abgeändert. 

Methoden. Es handelt sich um die Messung von Elektrizi- 
tätsmengen, Spannungen (Potentialen), Kapazitäten und Dielektri- 
zitätekonstanten. Elektrizitätsmengen werden mit einem der obigen 
Apparate, besonders mit der Drehwage, gemessen, indem diese 
und eine Vergleichsmenge auf die beiden Körper des Apparats, 
den festen und den beweglichen, gebracht, dann isoliert werden 
und nun die Kraft gemessen wird. 

Potentiale (Spannungen), d. h. strenger: Potentialdifferenzen 
gegen einen gewählten Nullpunkt, meist das Potential der Erde, 
werden im wesentlichen nach folgenden Methoden gemessen: 

A. Mit dem Quaräntelektrometer, 

. a) Mit Hilfsladung [«) Quadrantschaltung, $) Nadelschal- 
tun 
b) Oh Hilfsladung (idiostatische Schaltung); 

B. Mit andern Elektrometern (Lippmann, Righi usw.); 

C. Aus der Schlagweite von Funken (nur annähernd). 

Je nach der geschätzten Größe des Potentials ist die Methode 
und der Apparat zu wählen; für hohe Spannungen gibt es bequeme, 
geeichte technische Spannungsmesser (s. w. u.). 

Kapazitäten müssen in allen Fällen, wo die. Form der 
Körper richt einfach genug ist, um sie rechnerisch zu ermitteln, 
experimentell bestimmt werden, und zwar durch Vergleichung mit 
einer bekannten Kapazität, wobei man sich entweder eines Elektro- 
meters oder der Entladung durch ein Galvanometer bedient. Die 
absolute Kapazität des Vergleichskörpers muß man entweder aus 
Elektrizitätsmenge und Spannung oder, da dies meist nicht an- 
gängig ist, ınit einem ballistischen Galvanometer aus dessen Re- 
duktionsfaktor und der Spannung des Stromerzeugers ableiten. 

Dielektrizitätskonstanten können hauptsächlich nach 
einer der folgenden Methoden bestimmt werden: 

A. Aus der Kapazitätsvergleichung zweier sonst gleicher Kon- 

.. densatoren mit Luft und dem betreffenden Stoff als Medium, 
und zwar: 
a) elektromotorisch, b) galvanometrisch, c) telephonisch; 

B. Aus der Kraftwirkung nach dem modifizierten Coulomb- 
schen Gesetz; 

C. Durch Beobachtung elektrischer Wellen: 

&) Aus der Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 
b) Aus der Wellenlänge, 
c) Aus dem elektrischen Brechungsquotienten. 

Dieses Übersichtschema muß vorläufig genügen [—]. 
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II. 


Kontaktspannung. Zwischen zwei verschiedenen Stoffen be- 
steht im allgemeinen eine Kontaktspannung (1, 2); für gewisse 
Stoffe, die Leiter erster Klasse (Metalle, Kohle, Braunstein, einige 
Oxyde usw.) läßt sich diese Größe als Differenz (1) — (2) zweier 
andrer Größen darstellen, deren jede für den betreffenden Stoff in 
allen seinen Kontaktkombinationen charakteristisch ist; bei den 
Leitern zweiter Klasse ist das nicht der Fall. In Schließungen, 
die lediglich aus Leitern erster Klasse bestehen, stellt sich immer 
elektrisches Gleichgewicht ein; in Schließungen, die auch nur 
einen Leiter zweiter Klasse enthalten, fließt hingegen dauernd 
ein elektrischer Strom. 

Geeignete Kombinationen von Leitern erster und zweiter 
Klasse heißen galvanische Elemente, solche von zuverlässig 
konstanter und bekannter elektromotorischer Kraft insbesondere 
Normalelemente (alle übrigen Gebrauchselemente oder Arbeits- 
elemente). Normalelemente dürfen immer nur auf kurze Zeit ge- 
schlossen werden. 

Die wichtigsten Normalelemente sind folgende: 

A. Clarkelement oder Zinkelement (Zink oder 90°, iges Zink- 
amalgam, Zinksulfatlösung, Quecksilberoxydulsulfatlösung 
und Quecksilber) in 4 Formen: 

a) Englische Form, 

b) H-Form Lord Rayleighs, 
c) A-Form von Kahle, 

d) Zvlinderform von Feußner; 

B. Westonelement oder Kadmiumelement (Kadmium und Kad- 
miumsulfat, sehr unabhängig von der Temperatur, übliche 
Form die Lord Rayleighsche H-Form); 

C. Danielsches Element in verschiedenen Typen; 

D. Helmholtzsches Element (Kalomel!). 

Die beiden ersten Klassen werden von der Phys.-techn. Reichs- 
anstalt beglaubigt; näheres siehe W. Jäger, die Normaleiemente, 
Halle 1902. 

Elektromotorische Kraft einiger Elemente in Volt: 

Clarkesches Normalelement zwischen 0 und 380 Grad: 
E = 1,4328 — 0,00119 (t — 15) — 0,000007 (t — 15)? 

7. B. | 
bei 0 5 10 15 17} 20 25 

1,4492 1,4441 1,4386 1,4328 1,4298 1,4267 1,4202. 

Westonelement der Reichsanstalt (zwischen 0 und 30 
Grad): 

E = 1,0186 — 0,000038 (t — 20) — 0,00000065 (t — 20)? 
z.B. 
bei 0 5 10 15 20 25 
1,0191 1,0190 1,0189 1,0188 1,0186 1,0184 
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Bunsenelement....... | 1,87 . Daniel-Element...... | 1,085 | 
Chromsäureelement .. ' 1,9 |, Grove-Element ...... I 1,98 | 
Carresches Element... 1,07  Leclanche-Element..., 1,49 | 


Neben den genannten „Primärelementen“ haben neuer- 
dings die „Sekundärelemente“ oder „Akkumulatoren“ eine 
immer noch steigende Bedeutung gewonnen; sie haben zwar den 
Nachteil, erst geladen werden zu müssen, aber den Vorteil, diese 
Ladung in Form einer zum größten Teil gleichförmigen Entladung 
von sich zu geben. Als praktisch brauchbar hat sich aber bisher 
fast nur der Bleiakkumulator erwiesen, obwohl sein hohes Gewicht 
seinen Wirkungsbereich natürlich sehr einschränkt; seine elektro- 
motorische Kraft ist bei der Entladung (und bei einem spezifischen 
Gewichte der Säure von 1,15) 2,0 bis 2,05 Volt; sobald sie auf 
etwa 1,85 gesunken ist, muß frisch geladen werden. 

Aus Primärelementen und Akkumulatoren werden Batterien 
zusammengestellt, teils in Parallelschaltung, um den Widerstand 
zu verringern, teils in Serienschaltung (+ — + — --.), um die 
Spannung zu steigern; auf diese Weise sind sowohl aus jenen 
(Chlorsilber) als auch diesen (Blei) Batterien bis zu vielen tausend 
Volt aufgebaut worden. 

Elektrische Ströme. In einem Kreise, der zum Teil aus 
Leitern zweiter Klasse besteht, zirkuliert ein elektrischer Strom, 
und zwar entweder ein konstanter oder ein mit der Zeit ver- 
änderlicher; der erstere Fall ist natürlich einfacher. Die Spannung 
fällt hier längs der Leitung gleichförmig ab. Die in der Zeit- 
einheit durch den Querschnitt fließende Elektrizitätsmenge heißt 
Stromstärke (die durch die Querschnittseinheit fließende ent- 
sprechend Stromdichte): sie ist mit der elektromotorischen 
Kraft des Stromerzeugers proportional, der Proportionalitäts- 
divisor heißt der Widerstand der Schließung. Die diese Be- 
ziehung ausdrückende Formel: 


heißt das Ohmsche Gesetz. Befinden sich in dem Kreise mehrere 
elektromotorische Kräfte, so summieren sie sich einfach. Der 
Widerstand läßt sich bei linearen Leitern, d. h. solchen von kleinem, 
überall gleichem Querschnitt geometrisch, unter Zuhilfenahme einer 
einfachen physikalischen Konstanten, definieren, nämlich gemäß 
der Formel 


wo Z und q Länge und Querschnitt des Leiters sind und A die elek- 
trische Leitfähigkeit des Materials ist. Für mehrere hinter- 
einander geschaltete Leiter ist der Widerstand die Summe der 
einzelnen, für mehrere parallel miteinander geschaltete der rezi- 
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proke Wert der Summe der einzelnen, reziprok genommenen 
Widerstände, in Formeln 


1 
mw Du mil D-,- 


Allgemein gelten für beliebig sich verzweigende und kreu- 
zende lineare Leiter die beiden Kirchhoffschen Sätze: a) Jedem 
Kreuzungspunkte strömt ebensoviel Elektrizität zu als von ihm 
weg. b) In jeder einfachen, aus dem Schema herausgegriffenen 
Schließung ist die Summe aller Produkte aus Stromstärke und 
Widerstand gleich der Summe aller elektromotorischen Kräfte; in 


Formel: 
Di=0, Dtw= De. 


Besonders wichtig für praktische Zwecke ist der Spezialfall, daß 
das Schema aus den vier Seiten und den beiden Diagonalen eines 
Vierecks besteht, in denen ev. sämtlich elektromotorische Kräfte 
sitzen. Bei Öffnung oder Schluß der einen Diagonale wird sich 
die Stromstärke in der andern im allgemeinen ändern; sie bleibt 
aber ungeändert, wenn die Widerstände der vier Seiten derart in 
Proportion stehen, daß sich die Widerstände zweier Seiten, die 
von dem einen Endpunkte einer Diagonale ausgehen, ebenso ver- 
halten wie die Widerstände der beiden von dem andern End- 
punkte ausgehenden. Diese Anordnung heißt Strombrücke oder 
Froelichsche Brücke. Ihr Sonderfall, wenn nämlich nur in der 
einen Diagonale eine elektromotorische Kraft sitzt, heißt Wheat- 
stonesche Brücke; bei ihr bleibt, wenn die aktive Diagonale ge- 
schlossen wird, der Strom in der andern gleich null. 

Bei einem körperlichen Leiter existiert ein eindeutig bestimmter 
Widerstand nur dann, wenn seine Oberfläche teils aus einer Ein- 
tritts- und einer Austrittsstelle des Stromes, teils aus Stromlinien 
besteht; der Widerstand muß alsdann aus der allgemeinen Formel 
(V Spannung, OV/en ihr Gefälle, V, und V, ihre Werte an der 
Ein- und Austrittstelle, df Element des Querschnitts): 


very, 


oV 
Far 


berechnet werden; für einige der wichtigsten Formen ron Wider- 
ständen läßt sich dıese Rechnung durchführen [—|]. 

Beim Eintritt in flächenhafte oder gar körperliche 
Leiter verzweigt sich der Strom in einzelne Stromfäden, die sich 
stetig aneinander schließen und an der oder den Austrittsstellen 
sich wieder vereinigen; unterwegs finden keine weiteren Verzwei- 
gungen statt, jeder Faden verhält sich so, :als ob er von den 
Nachbarn isoliert wäre. Beispiel: Kreisplatte mit Anode und 
Kathode in je einem beliebigen Randpunkte; Stromlinien sind die 
durch die beiden Punkte gehenden Kreisbögen, Niveaulinien, d.h. 


U 
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Linien gleichen Potentials, die dazu orthogonalen Kreisbögen, die 
Spannung in einem von Anode bzw. Kathode um r bzw. r’ ent- 
fernten Punkte (7 eintretende Stromstärke, d Dicke der Platte): 


i r 
zZ 210 log (,) 

Bei großer Spannung, oder wenn die Leitfähigkeit des 
wngebenden Mediums gegen die des Leiters in Betracht kommt, 
oder wenn dieses Medium eine große Kapazität für elektrostatische 
Ladung hat, findet Zerstreuung von Elektrizität statt, und der 
Spannungsabfall ist nicht melır gleichförmig; z. B. ist die Span- 
nung in der Mitte der ganzen Länge nicht mehr das arithmetische 
Mittel zwischen den Spannungen am Anfange und Ende, sondern 
kleiner, und zwar, wenn etwa die Endspannung null ist, nicht 
die Hälfte der Anfangsspannung, sondern, wenn & ein von den 
Leitfähigkeiten und Kapazitäten abhängiger Koeffzient ist, nur: 

V, 
Yıa ya Be, * 
e’”-he 


Einheiten für elektromotorische Kraft, Stromstärke und 
Widerstand. Von diesen drei Einheiten dürfen mit Rücksicht auf 
das Ohmsche Gesetz nur zwei willkürlich gewählt werden, die dritte 
ergibt sich dann von selbst. Man ist international übereinge- 
kommen, Stromstärke und Widerstand primär zu definieren, und 
zwar in folgender Weise: 

Die Einheit der Stromstärke heißt Ampere, abgekürzt 
A oder deutlicher A und ist derjenige Strom, der pro Sekunde 
0,00001038 Aquivalente einer Substanz elektrolytisch ausscheidet, 
der also zur Ausscheidung eines Aquivalentes 27,027 Stunden 
braucht; der dem entsprechende Wert für Silber, nämlich 


1,118 mgr Ag pro sek 


gilt als offizielle Definition; in der Minute macht das 67,1 und 
in der Stunde 4026 mgr Ag. Rz | 

Die Einheit des Widerstandes heißt Ohm, abgekürzt 
früher gewöhnlich durch 2, neuerdings durch &, und ist der 
Widerstand eines Quecksilberfadens, der bei 0° Celsius einen Quer- 
schnitt von 1 qmm und eine Länge von 

106,3 cm 
hat. 

Die Einheit der elektromotorischen Kraft heißt Volt 
und ist diejenige, welche in einem Kreise von einem Ohm Wider- 
stand die Stromstärke ein Ampere erzeugt; hiernach sind die oben 
angegebenen Werte für die Normalelemente berechnet. 

Die so festgelegten internationalen Einheiten stehen in ein- 
facher Beziehung zu den absoluten elektromagnetischen 
Einheiten, aus denen sie abgeleitet sind. Diese letzteren aber sind 
abgeleitet aus dem elektromagnetischen Grundgesetze, und zwar ge- 
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mäß der Definition: Die Stärke eins hat derjenige Strom, der, in einem 
Bahnelement von 1 cm Länge fließend, auf einen im senkrechten 
Abstande von 1 cm befindlichen Magnetpol von der Polstärke 1 
(im magnetischen Maße) eine ablenkende Kraft gleich einer 
Dyne ausübt. Von dieser elektromagnetischen Stromeinheit ist 
das Ampere der zehnte Teil. 

Zu den obigen Größen kommen noch einige weitere hinzu: 

das Coulomb als Einheit der Elektrizitätsmenge, 

das Farad als Einheit der Kapazität, 

das Joule als Einheit der Energie. oder Arbeit, 

das Watt als Einheit des Effektes oder der Leitungsstärke, 

der Quadrant als Einheit des Induktionskoeffizienten 
8. w.u.). 

Joule und Watt sind das Zehnmillionenfache des Erg bzw. des 
Sekundenerg; die für den Effekt übliche Einheit ist übrigens noch 
tausendmal so groß und heißt Kilowatt, woraus durch Multipli- 
kation mit 3600 sich die Kilowattstunde als gebräuchliche Arbeits- 
einheit ergibt; sie ist also gleich 36 Billionen Erg (vgl. oben S$. 211). 

Nimmt man noch das elektrostatische Maßsystem hinzu, das 
zurzeit freilich nur noch theoretisches Interesse hat, und in dem 
die Einheit der Elektrizitätsmenge aus dem Coulombschen Gesetze 
— Einheit der abstoßenden Kraft zwischen zwei Einheitspolen in 


der Entfernung eins — definiert wird, so erhält man folgende 
Übersicht: 
us 
S -  Einhei | Bym- Verhältnis zur 
a: N | bol magnet. | stat. Einheit 
Elektrizitätsmen- | | | ! 
REITER RER | Coulomb | Cb 10-1: 3><100 
Stromstärke..... | Ampere we. 10-1 3><10° 
Widerstand ..... Ohm ‚& 10° 3?<10-11 
Elektromotorische | | 
Kraft ........... Volt V 108 : 1/8300 
Elektrische Kapa- 
A: ee Farad [ 10° 32><10'! 
ElektrischeArbeit. | Joule |VCb 10° | 10° 
Elektrischer Ef- | | 
WICkb usa Watt VA 10° 10° | 
Elektrischer Ef- | 
IEkb area Kilowatt Kw 101° 1010 


ElektrischeArbeit.' Kw.-Stunde | Kwst | 36><10!? |136><10!? 
Induktionskoefäh- 
EN inne ı Quadrant 'Q | 10° — 


Aus den Grundeinheiten werden neue durch Multiplikation 
mit 1000 (Kilo-) oder 1 000 000 (Mega-) bzw. durch Division mit 
1000 ‘Milli-) oder 1 000 000 (Mikro-) gebildet. 
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Elektrische Leitfähigkeit. Diese ist am größten bei den 
Metallen (unter diesen wiederum bei Silber und Kupfer), am 
kleinsten bei den sog. Isolatoren; in der Mitte stehen die Säuren 
und Salzlösungen. Umgekehrt verhält sich natürlich die reziproke, 
zuweilen bequemere Größe, der spezifische Widerstand. Letz- 
terer ist hier zunächst in absolutem Maße, aber mit abgerundetem 
Werte für einige typische Vertreter der verschiedenen Leitungs- 
klassen in aufsteigender Ordnung angegeben; die erste Zahl bezeich- 
net den einen Faktor, die zweite den Exponenten der den zweiten 
Faktor repräsentierenden Potenz von 10: 


Selen; best-Teitend. | 


| Kupfer bei —200°....|1,7 | 2 

ı Silber bei2b° 2.08; 1,5 | 3|| Wasser, gewöhnlich.. 

. Eisen bei 15°........ 0,97) 4 — ganz rein... 
Quecksilber.......... 0,94| 5|| Glas bei 200°....... | 
Kohle, gut leitend.... 6 | Porzellan bei 500°.. 

—  schlechtleitend. 7 || Rizinusöl........... | 
ER 9 an 


ver 8 20 00 05 || IV II CO TWSDVLAIEEVE 2 2 0 a 0 80 0 0 


are. | Porzellan........... 
eat Gummi............. 


. 208 08 0 08 0 8 0 0 5 | vr 7 AI || ZZ WLEUNLILIEE so a 0 0 0 8 080 € 
ı 


so groß wie der des Kupfers. 

Bei metallischen Leitern nimmt der Widerstand mit 
steigender Temperatur zu, mit sinkender also ab, und zwar 
annähernd so, daß er gegen den absoluten Nullpunkt hin gegen 
Null konvergiert; die Leitfähigkeit nimmt also mit steigender 
Temperatur ab. — Umgekehrt nimmt bei elektrolytischen Leitern 
(Leitern zweiter Klasse, s. o.) der Widerstand mit steigender Tem- 
peratur ab, die Leitfähigkeit zu. Bei den Elektrolyten gibt man 
übrigens meist nicht die spezifische, sondern die äquivalente Leit- 
fähigkeit an, die man aus jener durch Division mit der Aquiva- 
lentkonzentration der Lösung erhält. 


Widerstand s (1m ><1qmm) und Leitvermögen A(Hg= 1) von 


Aluminium 
| Antimon.......... 
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Quecksilber ....... | 
Quecksilber, fest... | 


Hiernach ist — da Silber meist des Preises wegen nicht in 
Betracht kommt — Kupfer das für die Stromleitung wesentlich 
in Betracht kommende Material; in Fällen, wo auch dieses noch 
zu kostspielig ist, benutzt man Eisen; in manchen Spezialfällen 
hat sich auch Aluminium bewährt. 

In einer andern Richtung hingegen eignen sich besser als 
reine Metalle die Legierungen, nämlich überall da, wo es auf 
eine von der Temperatur wenig oder gar nicht abhängige Leit- 
fähigkeit ankommt, also z. B. für Widerstandsetalons. Die Klein- 
heit des Temperaturkoeffizienten der Legierungen zeigt folgende 
Tabelle: 


Is: 10°, &-10% 


’ 


= Er | | Ba 
Legierung [810° 0.10%) Legierung 


Pc ... 119] — iNeusilber...... 300 | 3,6 


Konstantan..... | 480 0,0 ;Nickelin....... 
| Kruppin........ | 840 | 7 ;'Patentnickel... 
Mangankupfer.. 1010 | 0,4 ‚Platinsilber.... 
| Messing........ ' 7270| — "Rheotan....... 


Am unabhängigsten von der Temperatur ist also Konstantan. 


Was endlich die Lösungen betrifft, so ist das Material be- 
greiflicherweise äußerst umfangreich, und es muß für diesmal eine 
canz kleine Auswahl genügen. 'Angegeben ist die Zahl P der 
Gewichtsprozente des wasserfreien Elektrolyten in der Lösung, 
die Aquivalentkonzentration C, die Dichte oe, das Leitvermögen A 
für 1m ><1 qmm in reziproken Ohm und das Aquivalentleitver- 
mögen A; für jeden Stoff sind einige Konzentrationen angegeben, 
an die Spitze sind für A die Grenzwerte bei unendlich geringer 
Konzentration gestellt; die Temperaturkoeffizienten schwanken 
zwischen 0,01 und 0,04, liegen aber meist nahe bei 0,02. 


Lösungen. 271 


1,042 256 
1,196 872 
1,916 | 2101 


1,001 Be 
1,026 16,1 0,47 
1,049 |fast null|fast null 
1,041 


1,179 
1,342 
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Methoden und Apparate. Die wichtigsten Messungen im 
Bereiche konstanter elektrischer Ströme sind die Messungen von 
Stromstärken, von Elektrizitätsmengen, die durch einen Kreis in 
bestimmter Zeit hindurchgehen, sowie von Widerständen bzw. 
Leitfähigkeiten (die Bestimmung der elektromotorischen Kraft ist 
schon oben erledigt worden). 


A. 


Die Messung der Stromstärke erfolgt durch die Messung 
irgendeiner Wirkung, die der elektrische Strom hervorbringt; da 
es deren sehr viele gibt, gibt es auch sehr viele Methoden und 
Apparate. Die wichtigsten sind folgende: 

1) Die elektromagnetische Wirkung, und zwar die pondero- 
motorische, speziell die Ablenkung der Magnetnadel durch den 
Strom. Hierzu eingerichtete Apparate heißen, wenn sie nur die 
Existenz oder Nichtexistenz eines Stromes anzeigen sollen, Gal- 
vanoskope, wenn sie zur Messung dienen sollen, Bussolen 
oder Galvanometer, und diese wiederum heißen absolute Gal- 
vanometer, wenn sie die Stromstärke im absoluten Maße anzu- 
geben erlauben. Im einzelnen sind anzuführen: 

a) Die Tangentenbussole, bei der der Strom in einer 
oder einigen vertikalen Windungen in der Ebene des magneti- 
schen Meridians die Nadel in großem Kreise umfließt; ist die 
Horizontalkomponente des Erdmagnetismus ZH, der Radius des 
Kreises a, der Polabstand (etwa 5/6 der Länge) der Nadel 27 und 
ihr Ausschlagswinkel @, so ist in erster Annäherung (für 2! = 
a/6 Fehler unter 1°/,): 

‘= 1,592 aHtgpy, 

in zweiter Annäherung 

3 (2° MEN 

i = 1,592 aHtgp|1 el (1 —5 sin 9|; 
das zweite Glied wird um so kleiner, je näher sich p an 26%, 
Grad hält und je kleiner 2! gegen a ist. Die Berücksichtigung 
eines dritten Gliedes kann man durch geeignete Korrektionen fast 
immer erübrigen [—]. Ferner kann man auch das zweite Glied 


-_ u. 
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zum Verschwinden bringen, indem man die Nadel um den halben 
Kreisradius aus der Kreisebene herausbringt, wodurch man zu der 
Gaugainschen und besser, indem man symmetrisch zu beiden 
Seiten der Nadel Stromebenen (allgemeiner Stromkegel) anbringt, 
wodurch man zur Helmholtzschen Bussole gelangt. 

b) Bussolen für starke Ströme erhält man aus der gewöhn- 
lichen Tangentenbussole, indem man entweder die Nadel auf einer 
auf der Windungsebene senkrechten Schiene verschiebt, oder in- 
dem man den Strom in entgegengesetzten Richtungen durch zwei 
konzentrische Windungen von verschiedenem Radius schickt, oder, 
indem man die Stromebene gegen die vertikale neigt; im letzteren 
Falle mißt man entweder den Ausschlags- und den Neigungs- 
winkel oder nur denjenigen Neigungswinkel %, der den Ausschlag 
zu 45 Grad macht, in welchem Falle man die Sekantenbussole 
(i = 1,592 a H sek ») vor sich hat. 

c) Die Sinusbussole Die Ebene des Stromkreises kann 
um eine vertikale Achse gedreht und der Drehungswinkel, bei 
dem der Kreis die Nadel einholt, abgelesen werden; mit seinem 
Sinus ist der Strom proportional. 

d) Die Torsionsbussole. Hier wird nicht die Stromebene 
nach-, sondern die Nadel durch Torsion des Fadens, an dem sie 
hängt, zurückgedreht. Übrigens lassen sich die beiden letztge- 
nannten Apparate auch mit dem Tangentenprinzip vereinigen, 
wodurch man Universalapparate erhält. 

e) Galvanometer oder Multiplikatoren. Es sind das Appa- 
rate mit vielen Windungen und deshalb zur Messung schwacher 
Ströme geeignet. Je nach der Zahl und Anordnung der Win- 
dungen, dem Nadelapparat (einfache Nadel oder astatisches Paar), 
der Dämpfungsmethode für die Schwingungen, dem Schutze gegen 
äußere Einflüsse, der Art der Ablesung (gewöhnlich Spiegelab- 
lesung) gibt es äußerst zahlreiche Typen. Als besonders geeignet 
für verschiedene Zwecke seien angeführt: die Galvanometer von 
Wiedemann, Edelmann und Braun, das von W. Thomson, das 
mit Glockenmagnet von Siemens & Halske, das Panzergalvano- 
meter von Du Bois und Rubens. Diese Apparate dienen im 
allgemeinen nur zur relativen Strommessung; zur absoluten Mes- 
sung ist die Kenntnis der Galvanometerkonstante erforderlich, für 
deren Bestimmung es mehrere Methoden gibt [—]. Ein für solche 
Zwecke sehr geeigneter Apparat ist der Tangentenmultiplikator 
von Riecke. — Zur dauernden Registrierung der Stromstärke kann 
man die Nadelstellungen aufzeichnen, z. B. mit dem 'Thomson- 
schen Heberschreiber. 

2. Die magnetelektrische Wirkung, also die Umkeh- 
rung der vorigen; insbesondere die Ablenkung eines Stromkreises 
durch einen Magneten. Diese Galvanometer haben den Vorteil, 
von äußeren magnetischen Einflüssen weit unabhängiger zu sein; 
sie werden daher neuerdings vielfach benutzt. Die bekanntesten 
Typen sind die Galvanometer von Deprez-d’Arsonval. Die Formel 
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ist hier in erster Annäherung, wenn (/ die Torsionskonstante des 
Aufhängedrahtes des Stromkreises, F' dessen Windungsfläche und 
p der Ablenkungswinkel ist: 

9 
HF cop 

3. Die Stromwagen. Bei ihnen wird die Wirkung zwischen 
einem festen und einem beweglichen, am einen Balkenende einer 
Wage angebrachten System durch Gewichte, die man auf die 
andre Seite bringt, aufgehoben. Je nachdem die Wirkung auf 
den Stromkreis von Magneten oder Strömen herrührt, unterscheidet 
man elektromagnetische und elektrodynamische Stromwagen; für 
Gleichstrom kommt wesentlich nur die erstere Art in Betracht. 

4. Technische Strommesser, die zwar meist auch auf 
dem elektromagnetischem Prinzipe beruhen, sich aber durch die 
mehr den praktischen Bedürfnissen Rechnung tragende Konstruk- 
tion als eine besondere Klasse charakterisieren und gewöhnlich 
als Amperemesser oder technische Strommesser bezeichnet werden. 
Erwähnt seien die Thomsonschen Stromwagen und die Federgal- 
vanometer von Kohlrausch, Siemens & Halske u. a. 

ö. Hitzdraht-Instrumente. Bei ihnen wird die Strom- 
stärke aus der Verlängerung abgeleitet, die ein in den Kreis ein- 
geschalteter Draht infolge der Stromwärme erfährt. Unter den 
vielen Typen seien die von Cardew und Ebert genannt. 

6. Die Voltameter, beruhend auf der elektrolytischen Wir- 
kung des Stromes mit Rücksicht auf den Umstand, daß die zer- 
setzte bzw. abgeschiedene Menge einfach proportional der Strom- 
stärke ist. Je nach dem benutzten Stoffe gibt es sehr verschie- 
dene Voltameter, von denen indessen nur wenige tatsächlich in 
Betracht kommen: 

a) Das Wasser- oder Knallgasvoltameter. Es wird 
entweder als Gewichtsvoltameter benutzt, d.h. man wägt den 
Apparat vorher mit und nachher ohne Wasser (genauer gesagt: 
verdünnte Schwefelsäure von etwa 1,14 spez. Gewicht; denn reines 
Wasser leitet nicht), oder als Volumenvoltameter, d.h. man mißt 
das Volumen des entstehenden Knallgases oder auch nur eines 
seiner beiden, getrennt aufgefangenen Bestandteile, muß dann 
aber noch die Reduktion auf 0° und 76 cm Druck vornehmen. 
Durch 1 Ampere verschwinden bzw. entstehen in der 


0 


Sekunde Minute Stunde 
gr Wasser..... . 0,0000933 0,005598 0,33588 
ccm Knallgas... 0,1740 10,44 626,4. 


b) Das Silbervoltameter. Es ist das der feinste aller 
einschlägigen Apparate, weshalb er auch zur Definition des Ampere 
gedient hat; über die Reduktionszahl s. o. S. 267. 

c) Andre Voltameter, wenig in Gebrauch: Kupfervolta- 
meter, Quecksilbervoltameter usw. 
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7. Indirekte Methoden zur Strommessung, beruhend 
auf der Widerstandsänderung, auf der erzeugten Wärme usw.; 
kommen nur für ganz spezielle Fälle in Betracht. - 


B. 


Strommenge. Für die Praxis ist es von Wichtigkeit, nicht blos 
die Stromstärke, sondern ihr Produkt in eine bestimmte Zeitdauer, 
genauer: das Integral der als beliebig veränderlich angesehenen 
Stromstärke über eine bestimmte Zeit zu ermitteln bzw. fortlaufend 
zu registrieren. Hierzu dienen die Elektrizitätsmesser oder 
Stromuhren; sie heißen, wenn sie die Stromstärke integrieren, 
Amperestundenzähler, wenn sie die Energie, also das Quadrat der 
Stromstärke oder das Produkt aus Spannung und Stromstärke 
angeben, Wattstundenzähler, Hektowattstundenzähler, Kilowatt- 
stundenzähler. In der Praxis ist kein wesentlicher Unterschied 
zwischen beiden Klassen, da der andre Faktor, die Spannung, in 
der Hauptsache konstant zu bleiben pflegt. Die Apparate be- 
ruhen teils auf der Verzögerung des Ganges einer Pendeluhr 
durch die elektromagnetische Wirkung, teils auf dem Gange eines 
kleinen Motors, teils auf noch andern Ideen. Zu den verbreitetsten 
Zählern gehören die von Aron, Siemens & Halske, E. Thomson, 
der russische usw.; allen Anforderungen scheint übrigens noch 
keiner zu genügen. 


C. 


Zur Messung von Widerständen dienen entweder eigent- 
liche Meßmethoden oder sog. Nullmethoden. Bei den ersteren 
mißt man die Stromstärke bei Einschaltung des zu messenden 
Widerstandes und erzielt alsdann die gleiche Stromstärke, indem 
man statt des Widerstandes eine geeignete Länge eines bekannten 
Meßwiderstandes einschaltet. Die Methode setzt voraus, daß sich 
inzwischen die elektromotorische Kraft nicht geändert hat; zur 
Kontrolle kann man die erste Beobachtung nachher wiederholen 
und, wenn die Stromstärke jetzt geringer ausfällt, die entspre- 
chende Korrektion vornehmen, was bei kleinen Änderungen mit 
einiger Genauigkeit möglich ist. Für genauere Anwendung der 
Methode dient das Ditferentialgalvanometer mit zwei gleichen 
Rollen, die so gestellt werden können, daß sich bei gleicher 
Stromstärke ihre Wirkungen auf die Nadel aufheben [—]. 

Bei den Nullmethoden andrerseits. wendet man das Schema 
einer Brücke (S. 266) an, und zwar gewöhnlich die Wheatstone- 
sche Brücke. Die beiden durch den Schleifkontakt getrennten 
Teile eines Meßdrahtes bilden zwei, ein bekannter und der unbe- 
kannte Widerstand, w und x, bilden die beiden andern Seiten 
eines Vierecks, in der einen Diagonale liegt die elektromotorische 
Kraft, in der andern ein Galvanoskop; der Schleifkontakt wird 
so eingestellt, daB der Strom im Galvanoskop null wird; ist hier- 
bei das Verhältnis der beiden Teilwiderstände des Meßdrahtes », 
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wo der dem gesuchten Widerstand benachbarte Teil in den 
Zähler zu setzen ist, so ist x = vw. Wenn der Meßdraht genau 
im Querschnitt und Material ist, kann man das Längenverhältnis 
als das der Widerstände ansehen. — Eine Modifikation des Ver- 
fahrens, die in mancher Hinsicht genauer ist, erhält man, wenr 
man die beiden ersten Seiten des Vierecks durch feste, bekannte 
Widerstände darstellt und dafür in die dritte Seite einen variabeln 
Widerstand setzt, den man auf Nullwerden des Brückenstromes 
abstimmt. — Eine weitere, für kleine Widerstände geeignete Mo- 
dıfikation ist die Thomsonsche Brücke; bei ihr haben die schwer 
zu übersehenden Übergangswiderstände an den Kontakten der 
verschiedenen Teilstrecken keinen Einfluß auf das Ergebnis [—]. 


Weitere Methoden sind die Methode der Dämpfung der 
Schwingungen einer Magnetnadel, die Benutzung der Induk- 
tionswage sowie — für sehr große Widerstände zuweilen die ein- 
zige anwendbare — die Ableitung aus Stromstärke und Span- 
nungsdifferenz an den Enden des Leiters. 


In ilirer ursprünglichen Form sind die obigen Methoden nur 
für metallisch leitende Körper benutzbar; bei den elektrolyti- 
schen tritt Zersetzung bzw. Polarisation auf, die das Ergebnis 
unbrauchbar oder mindestens fehlerhaft machen würde. Die wich- 
tigste und für die Praxis fast allein in Betracht kommende Me- 
thode, um dies zu umgehen, ist die Anwendung von Wechsel- 
strom statt Gleichstrom. Dabei bedient man sich natürlich fast 
ausschließlich der Null-, d.h. Brückenmethode, muß aber durch 
bifilare Wickelung aller Drähte usw. die störenden Einflüsse der - 
Selbstinduktion, der elektrostatischen Kapazität usw. fortschaffen. 
In die zweite Diagonale muß man hier statt des Galvanoskops 
ein Elektrodynamoskop einschalten und seinen Ausschlag auf null 
bringen; statt dessen kann man sich auch des Telephons be- 
dienen, in dem der Ton aus den angedeuteten Gründen freilich 
fast nie ganz verschwindet, so daß man das Minimum möglichst 
scharf festlegen muß, 


Hierher gehört als Spezialfall die Bestimmung des inneren 
Widerstandes galvanischer Elemente, wofür es mehrere Spezial- 
methoden gibt [—]. 

Die Bestimmung von Widerständen und Leitfähigkeiten wird 
erleichtert bzw. in praktische Form gebracht durch eine Reihe 
von Hilfsapparaten, von denen die wichtigsten folgende sind: 
Unterbreeber, sei es für einmalige oder periodische (langsame oder 
rasche) Stromunterbrechung, Stromwender, Kommutatoren oder 
Gyrotrope; Rheostaten, Meßdrähte und Meßwalzen; Widerstands- 
einheiten zur Reduktion auf absolutes Maß; Widerstandskästen 
für weitesten Bereich der Größenordnung der Widerstände; Meß- 
brücken zur passendsten Darstellung der Leitervierecke; Differen- 
tial- und Kompensations-Apparate usw. — Für Elektrolyte kommen 
dann noch geeignete Gefäße und anderes hinzu [—]. 
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Näheres über Messungen im Gebiete elektrischer Ströme findet 
man in dem Lehrbuche der praktischen Physik von Kohlrausch, 
in Heydweillers Hilfsbuch für elektrische Messungen, in dem be- 
treffenden Werke von Grunmach sowie im Handb. der Physik, 
2. Aufl. 4,314 ff. 


II. 


Thermische Beziehungen des elektrischen Stromes. Diese 
Beziehungen sind von zweierlei Natur: Wärmewirkungen des 
Stromes einerseits und Stromwirkungen von Temperaturverschie- 
denheiten andrerseits. Die erzeugte Wärme wiederum ist von 
dreierlei Charakter, die man durch die Namen der Forscher unter- 
scheidet, die sie zuerst in maßgebender Weise studiert haben: 
Joulesche Wärme, Peltier-Wärme und Thomson -Wärme oder auch 
Joule-Effekt, Peltier-Effekt und Thomson-Effekt. 

Die Joule-Wärme, d.h. die vom konstanten Strom in der 
Sekunde entwickelte Wärme ist erfahrungsgemäß mit dem Wider- 
stande und dem Quadrate der Stromstärke proportional. Theo- 
retisch muß sie das sein, wenn das Ohmsche Gesetz vorausgesetzt 
und zugleich bedacht wird, daß die Wärme eine Art von Arbeit, 
diese letztere A aber das Produkt aus elektromotorischer Kraft 
und Stromstärke ist; aus A= ei und i= e/w folgt aber A= :’w. 
Für die Wärmemenge selbst in Kalorien und für eine beliebige 
Zeitdauer t erhält man daher, wenn j das Wärmeäquivalent und 
e die in der Zeit t hindurchgeflossene Elektrizitätsmenge ist: 

2 3 
wa a een che 
J J I W / it 
Im absoluten Maßsysteme erzeugt die elektromotorische Kraft eins 
im Strome eins pro Sek. 0,0000000238 kal, dagegen erzeugt im 
internationalen Maßsysteme ein Volt in einem Ampere: 


pro Sek. pro Minute pro Stunde 
0,238 14.28 856,8 kal. 


Bei gegebener elektromotorischer Kraft ist die Erwärmung desto 
größer, je kleiner der Widerstand; bei gegebener Stromstärke 
dagegen desto größer, je größer der Widerstand ist; auf hinter- 
einander geschaltete Teile verteilt sich hiernach die Wärme pro- 
portional, auf parallel geschaltete dagegen umgekehrt proportional 
ihren Widerständen. 

Die durch die Erwärmung hervorgerufene Temperatvrsteige- 
rung würde enorm sein, wenn nicht in den meisten Fällen der 
größte Teil der Wärme wieder nach außen abgegeben würde; 
auch mit Rücksicht hierauf ist sie häufig sehr beträchtlich, was 
einerseits da, wo es vermieden werden soll, besondere Vorkeh- 
rungen erfordert (Wahl der Querschnitte, Kühlung usw.), andrer- 
seits wichtige Anwendungen erlaubt [—]. 

In einem aus galvanischem Elemente und metallischer Leitung 
bestehenden Stromkreise verteilt sich die erzeugte Wärme natür- 
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lich auf beide Teile; den Teil, der auf den äußeren Kreis entfällt, 
‚kann man die freie Wärme, den auf das Element entfallenden 
die vergeudete Wärme und das Verhältnis des ersten Teils zum 
Ganzen den Wirkungsgrad des Elementes bzw. der Kette nennen. 
Bei einer umkehrbar wirkenden Kette und bei einem einfachen, 
nicht durch Nebenvorgänge verwickelten Prozesse muß der Wir- 
kungsgrad kleiner als eins sein; in andern Fällen kann, wie es 
scheint, der Wirkungsgrad auch ein wenig größer als eins sein, 
d. h. das Element kühlt sich alsdann ab. Der Wirkungsgrad 
der meisten galvanischen Kombinationen beläuft sich auf 75 bis 
97 Prozent, für einige ist er kleiner, für einige wenige steigt er 
auf über 100 (Maximum, aber unsicher, 109) Prozent. 

Im reziproken Zusammenhange hiermit steht die thermische 
Veränderlichkeit der elektromotorischen Kraft galvanischer Ele- 
mente; der normale Fall ist demgemäß hier der, daß die elektro- 
motorische Kraft mit steigender Temperatur abnimmt. 

Die Peltier-Wärme tritt in einer Schließung auf, die aus 
zwei (oder mehr) aneinander gelöteten Metallen besteht; und 
zwar tritt an der einen Lötstelle Erwärmung, an der andern Ab- 
kühlung ein; den Leiter, zu dem der Strom an der abgekühlten 
Lötstelle fließt, nennt man positiv, den andern negativ. Die Peltier- 
wärme ist mit der Stromstärke proportional, der Proportionalitäts- 
faktor ist für verschiedene Metalle sehr verschieden. Für einen 
Strom, der 1,314 g Kupfer ausscheidet, hat die Peltierkonstante, 
beim ergange von Kupfer zu verschiedenen Metallen, in kal. 
folgende Werte: 


r = 


ı Becquerels Antimon. ges 14,5 , Neusilber....... ... ! + 2,75 
Käufliches Antimon. | — 5,4 || Reines Wismut ..... ‚+ 21,3 
Eisen ............. — 2,8 Becquerels Wismut... +28,8 | 
Zink scan Zeile, — 0,43 || ! 


Übrigens ändert sich der Peltiereffekt sehr beträchtlich mit der 
Temperatur und kann für eine bestimmte, die „neutrale“ Tem- 
peratur sogar null werden, 

Die Thomsonwärme tritt in einem chemisch einheitlichen 
Leiter auf, dessen Temperatur von einem Ende zum andern in 
stetiger Weise variiert, und zwar gibt es Metalle, bei denen der 
Strom beim Fließen vom warmen zum kalten Ende Würme er- 
zeugt, im umgekehrten Wärme absorbiert, und Metalle, die sich 
entgegengesetzt verhalten. Die Thomsonwärme ist mit der Strom- 
stärke und der Differenz der beiden Endtemperaturen proportional; 
der Proportionalitätsfaktor ist sehr klein (wenige Milliontel kal.): 
außerdem hängt er ganz wesentlich von der Reinheit der Metalle 
ab und ist z.B. für küufliches Antimon oder Wismut positiv, für 
reines aber negativ. 

Thermoelektrische Ströme entstehen ohne Mitwirkunr 
eines Leiters zweiter Klasse, also in Schließungen, die ausschließ- 
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lich aus Metallen bestehen, infolge von. Temperaturverschieden- 
heiten der Lötstellen. Die Richtung dieses Thermostroms ist ent- 
gegengesetzt der Richtung desjenigen galvanischen Stromes, der 
durch seine Peltierwirkung die gegebene Temperaturdifferenz dem 
Sinne nach erzeugen würde; oder auch: sie ist derart, daß durch 
die Peltierwirkung des entstehenden Thermostromes die Tempe- 
raturdifferenz verringert wird. Die thermoelektromotorische Kraft 
ist meist eine quadratische Funktion der Temperaturdifferenz 


e= el, —t)+ fe — 4), 

für kleine Temperaturdifferenzen — bei manchen Kombinationen 
von Metallen auch für größere — fällt das zweite Glied fort, und 
die Kraft wird einfach mit der Temperaturdifferenz proportional. 
Da sich die Kräfte zwischen verschiedenen Kombinationen im all- 
gemeinen additiv verhalten, genügt es, Zahlenwerte für die Metalle 
z. B. gegen Blei anzugeben, und zwar in Mikrovolt; für positives 
a geht der Strom an der warmen Lötstelle vom Blei zum andern 
Metall, sonst umgekehrt; wo ß fehlt, findet einfache Proportionali- 
tät statt, wo es positiv ist, immer schnelleres Ansteigen, wo es 
negativ ist, immer langsameres, so daß ein Maximum eintritt und 
schließlich ev. die Kraft sogar null wird (neutrale oder Umkehr- 
temperatur): 


—— 
104 | pP 
‚Selen ...... 807 — Ä Kupfer ..... + 1,36 | + A 
‚Tellur....... 502 — Quecksilber .|— 0,42 — 
'Antimon |. 26,4 -- | ZIaAN ....... 0,43 0,0053, 
Antimon || i 22,6 — Platin, weich| 0,61'— 0,0110: 
‚Eisen....... 17,3 —0,049 | Aluminium..| 0,77 + 0,004 
Gold ....... | 2,831 + 0,0102 Kobalt...... 22,0 _ 
‚Platin, hart .. 2960| —0,0075! Nickel...... 22,04| — 0,051 
Zink ....... 23,34'-0,024 | Wismut | .. 45,0 | Bi 
Silber... Ä 2,14 — 0,015 Wismut! ..! 650 | — 


Zwischen der Peltierwärme und Thomsonwärme einerseits und der 
thermoelektrischen Kraft andrerseits läßt sich auch eine quantitative 
Beziehung aufstellen; ebenso zwischen der Anderung der thermo- 
elektrischen Kraft mit der Temperatur einerseits und der kontakt- 
elektrischen Kraft zwischen denselben Metallen |—]. 

Die Thermoelemente, die, genau wie die galvanischen 
Elemente, zu Batterien oder Säulen zusammengestellt werden 
können, zerfallen in zwei Klassen, ie nachdem sie zur Erzeugung 
von Strömen dienen sollen, in welchem Falle die eine Serie von 
Lötstellen künstlich, z. B. durch Gasflammen, erhitzt werden muß, 
. und in solche zur feinen Temperaturmessung, besonders auf dem 
(iebiete der strahlenden Wärme, in welchem Falle aus der Strom- 
stärke — Ausschlag der Nadel eines geeigneten Galvanometers -- 
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auf die Temperaturdifferenz der beiden Lötstellen geschlossen 
wird. Thermosäulen der ersteren Art werden aus thermoelektrisch 
besonders kräftigen Legierungen hergestellt und in Stern- oder 
Säulenform aufgebaut; am beliebtesten sind die von Noe, Clamond 
und Gülcher; eine praktische, über das wissenschaftliche Labora- 
torium hinausgehende Verwendung haben sie übrigens kaum ge- 
funden. Zu Temperaturmessungen andrerseits sind Thermoelemente 
zu verwenden, die sich dauerhaft eichen lassen, d. h. bei denen 
die Beziehung zwischen elektromotorischer Kraft und Temperatur- 
differenz sich nicht ändert, und die überdies möglichst wenig 
Raum einnehmen, damit die Lötstellen mit den zu untersuchenden 
Stellen in innige Berührung gebracht werden können. Gut be- 
währt haben sich u. a. die Elemente von Le Chatelier aus Platin 
gegen Platinrhodium sowie die aus Konstantan gegen Eisen. Der- 
artige Elemente werden von der Reichsanstalt mit einer Eichungs- 
tabelle versehen. 


IV 


Optische Beziehungen des elektrischen Stromes. Was zu- 
nächst metallische Leiter betrifft, so folgt aus der Erscheinung 
der Jouleschen Wärme, daß, wenn die entsprechende Temperatur- 
erhöhung einen gewissen Grad erreicht hat, Leuchten des Leiters ein- 
tritt. Hierauf beruhen die elektrischen Glühlampen. Für ihre 
theoretische Fundierung kommen die Strahlungsgesetze von Kirch- 
hoff, Stefan und Wien in Betracht, aus denen sich u. a. ergibt, 
daß die Lichtemission in kolossalem Maße mit der Temperatur 
steigt und daß hierbei die durchschnittliche Wellenlänge des 
Lichtes immer kürzer, die Farbe also immer weißer wird. Zu 
unterscheiden sind zwei Klassen von Lampen: solche, welche in 
freier Luft und solche, welche im Vakuum leuchten. Von ersteren 
haben sich nur die Nernstlampen bewährt, deren Glühkörper z. Z. 
aus einer der seltenen Erden in Form eines dünnen Stäbchens 
oder Röhrchens besteht; sie haben die beiden Übelstände, daß sie, 
da der Glühkörper bei gewöhnlicher Temperatur nicht leitet, 
einer Vorwärmung durch eine Platinspirale sowie, zum Schutze 
gegen Schmelzung infolge zu starken Stromes, eines Vorschalt- 
widerstandes aus Eisendraht in Wasserstoffhülle bedürfen. Die 
Temperatur dürfte etwa 2300 Grad sein, die am stärksten vertretene 
Wellenlänge etwa 1,2 u (beides nach Lummer); die Lichtstärke 
hält sich bei den für 1 Amp. bestimmten Lampen ziemlich kon- 
stant, sinkt aber bei den für I Amp. bestimmten in 300 Stunden 
von 2. B. 40 auf 33 Kerzen und dann rasch weiter, so daß man 
300 Stunden als Gebrauchsdauer bezeichnen kann; der Wattver- 
brauch pro Kerze beträgt dabei anfangs etwa 14, später bis zu 
12 (nach in der Reichsanstalt vorgenommenen Prüfungen), in der 
Praxis aber tatsächlich oft über 2. 

Die meisten im Gebrauch befindlichen Glühlampen gehören 
dem andern, dem Vakuumtypus an, und hier wiederum spielt die 
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Hauptrolle immer noch die Edisonsche Kohlefadenlampe. Indessen 
wird z. Z. nicht mehr Papier, Bambusfaser u. dgl. benutzt, sondern 
fast durchweg gelöste Zellulose, die in Fadenform gebracht, ver- 
koblt, d.h. unter Luftabschluß erhitzt und schließlich geeignet 
präpariert wird. Die Temperatur beträgt hier zwischen 1900 und 
2100 Grad, die am stärksten vertretene Wellenlänge etwa 1,4 u. 
Der Wattverbrauch pro Kerze ist sehr verschieden, zwischen 1,5 
und 4; je größer er ist, desto langsamer nimmt aber die Hellig- 
keit ab, desto größer ist also die Gebrauchsdauer (200 bis 600 
Stunden); die gebräuchlichsten Typen haben 5, 10, 16, 32 und 50 
Kerzen und sind für 110 oder 220 Volt Spannung bestimmt. — 
In neuester Zeit hat man mit Erfolg versucht, den Kohlefaden 
durch einen Metallfaden zu ersetzen, wobei namentlich die Metalle 
Osmium, Wolfram, Tantal, Zirkon und ihre Kombinationen in 
Betracht kommen; die größere Betriebsökonomie dieser Lampen 
wird aber z Z. noch durch ihren hohen Anschaffungspreis und 
durch die Unsicherheit ihrer Gebrauchsdauer aufgewogen. 


Sehr mannigfaltig und verwickelt sind die Leuchterscheinungen 
beim Durchgang des elektrischen Stroms bzw. der Elektrizität 
durch Gase und Dämpfe. Es muß fürs erste genügen, die ver- 
schiedenen Arten dieser Erscheinungen kurz zu charakterisieren [—]. 


a) Elektrisches Bogenlicht. Auftretend zwischen zwei 
Elektroden — gewöhnlich aus Kohle —, die nur wenige mm von- 
einander abstehen. Bestehend aus dem Lichte der weißglühenden 
Kohlen selbst und dem, viel schwächeren, von den in der Luft 
schwebenden festen Teilchen herrührenden Davyschen Lichtbogen. 
Wegen des geringen Energieverbrauches (etwa 1 Watt pro Kerze) 
und des relativ guten Wirkungsgrades spielt dieses Licht in der 
elektrischen Bogenlampe eine wichtige Rolle für die Praxis. Die 
Temperatur ist jedenfalls höher als 2000 Grad; die Spannung 
muß mindestens 40 Volt sein, beträgt aber meist 100 und mehr. 


b) Elektrischer Funke. Auftretend bei größerer (aber 
nicht zu großer) Entfernung und geeigneter Spannung; bestehend 
aus leuchtenden, mitgerissenen Teilchen; durch Parallelschaltung 
von Kondensatoren nimmt die Zahl der Funken ab, ihre Hellig- 
keit aber in stärkerem Maße zu. Die Dauer eines Funkens be- 
trägt meist nur einige Milliontel Sekunden; er ist entweder ein- 
fach oder er läßt sich — bei der oszillierenden Entladung — in 
eine Reihe von Partialfunken auflösen. — Eine Funkenentladung 
im größten Maßstabe stellt der Blitz dar; er ist oft mehrere km 
lang und entlädt bis zu mehreren Cb Elektrizität; seine Dauer 
geht, wenn er oszillierend ist, bis zu erheblichen Bruchteilen einer 
Sekunde hinauf. 

c) Büschellicht. Auftretend bei noch größerer Entfernung 
bzw. geringerer Spannung; beruht auf glühenden Metallteilchen. 

d) Spitzenlicht. Ähnlich wie das vorige; aber jenes tritt 
vorzugsweise an breiten Elektroden, dieses mehr an Spitzen auf; 
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auch gilt die erstere Bezeichnung gewöhnlich für Anodenlicht, 
die letztere für Kathodenlicht. 

e) Glimmlicht oder Glimmentladung. Tritt oft zugleich 
mit Funken oder Büscheln auf und umgibt sie in freier Luft als 
bläulicher Schein. Viel intensiver wird es bei herabgemindertem 
Druck in Geißlerschen Röhren; Anode und Kathode umgebend, 
zwischen beiden der dunkle Kathodenraum; im einzelnen mit 
Spannung und Luftdichte die Form sehr stark ändernd, nament- 
lich tritt ein zweiter dunkler Raum, der Trennungsraum auf, und 
es bilden sich helle Schichten aus; auch die Färbung sehr ver- 
schieden. 

f) Kathodenstrahlen. Auftretend bei noch stärkerer Ver- 
dünnung (vorbereitet durch die Glimmstrahlen, die schon gewisse 
Eigenschaften mit ihnen gemein haben); Hittorfsche oder Crookes- 
sche Röhren. Die Kathodenstrahlen gehen von der Kathodenfläche 
senkrecht, also je nach deren Form als paralleles oder kon- oder 
divergentes Büschel aus und verlaufen völlig unabhängig von der 
Lage .der Anode und von dem von dort ausgehenden Anodenlicht. 
Hindernisse, Schattenbildung, Würmewirkung, Fluoreszenz und 
Phosphoreszenz, wodurch sie im wesentlichen erst sichtbar werden; 
Abienkung durcheinander und durch den Magneten. — Können 
als Lenardstrahlen auch in die freie Luft hinausgelassen werden, 
erfahren aber hier sehr rasch diffuse Zerstreuung. Die Kathoden- 
strahlen bestehen, wie man annimmt, aus fortgeschleuderten, 
negativ elektrisch geladenen, sehr kleinen Teilchen (Elektronen); 
die Geschwindigkeit ist sehr groß und geht bis an die Größen- 
ordnung der Lichtgeschwindigkeit heran; die Ladung ist ebenso 
groß wie die des elektrolytischen Wasserstoffions, die Masse aber 
ist nur etwa der 1950. Teil; der größte Teil dieser Masse, unter 
Umständen aber die ganze, ist überdies nicht wahre, sondern 
scheinbare, elektromagnetische, durch die Geschwindigkeit vor- 
getäuschte Masse. 

g) Kanalstrahlen, vom positiven Pole ausgehend und die 
Kathode, falls sie durchlöchert ist, durchsetzend; von den Katho- 
denstrahlen durch viel größere Maße der Teilchen unterschieden. 

h) Röntgenstrahlen, auch X-Strahlen genannt. Ausgehen 
von den durch Kathodenstrahlen fluoreszierend gemachten und 
nach außen durch undurchsichtige Umhüllung für Lichtstrahlen 
abgeschlossenen Wandstellen der Entladungsröhre. Sichtbar zu 
machen durch ihre Fluoreszenz- und photographische Wirkung. 
Durch die meisten Stoffe, namentlich von mäßigem spezifischem 
Gewichte, hindurchgehend. Keine Brechung und keine magne- 
tische Ablenkung; lonisierung der Luft, Entladung und Ladung 
von Körpern. Vermutlich Atherstrahlen von sehr kleiner Wellen- 
länge. 

i) Beequerelstrahlen oder Radiumstrahlen. Ausgehend 
von gewissen Stoffen, namentlich dem aus der Pechblende ve- 
wonnenen Radium; sie gehören hierher, d.h. in die Reihe elek- 
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trischer Lichterscheinungen, nur insofern, als sie durch die Elek- 
tronentheorie ihre beste Beschreibung finden. Zu unterscheiden 
mehrere Arten solcher Strahlen («-, ß-, y-Strahlen; Emanation usw.). 
Einzelheiten noch sehr in der Klärung begriffen [—]. 


V. 


Von den Beziehungen des elektrischen Stroms zur Chemie 
ist eine, nämlich die elektromotorische Kraft der galvanischen 
Elemente, schon oben (S. 264) erledigt; auch die Leitfähigkeit 
der Leiter zweiter Klasse (S. 271) gehört in gewissem Sinne hier- 
her. Übrig bleiben alsdann noch im wesentlichen zwei Erschei- 
nungen: die Elektrolyse und die galvanische Polarisation. 

Die Elektrolyse (vgl. auch w. u. in der Chemie) besteht 
nach der jetzt herrschenden Theorie von Arrhenius, durch die die 
ältere von Faraday verdrängt worden ist, in der entgegengesetzt 
gerichteten Fortführung der schon vorher im Dissoziationszustande 
befindlichen positiven und negativen Ionen des in Lösung befind- 
lichen Stoffes; das nach der Anode getriebene Ion heißt Anion, 
das nach der Kathode getriebene Kation; das Anion führt die 
negative, das Kation die positive Ladung mit sich: das Verhält- 
nis der gespaltenen zu allen Teilchen heißt Dissoziationsgrad oder 
Aktivitätskoeffizient. Die an den Elektroden abgeschiedenen Massen 
sind der Stromstärke und der Zeit, im ganzen also der durch- 
gegangenen Elektrizitätsmenge proportional; für einen und den- 
selben Stoff durch eine Konstante und den Wertigkeitsfaktor (ent- 
sprechend der Verbindung, aus der der Stoff abgeschieden wird) 
charakterisiert, für verschiedene Stoffe chemisch äquivalent. Jede 
chemische Valenz eines Ion hat also die gleiche Ladung; es gibt 
also ein elektrisches Elementarquantum. Beispiele mit Be- 
rücksichtigung der Vorzeichen und Valenzen: 


+ — + 0 = 
HCL=H+Ci H,S0Q,=H+H+S0, 


+ +. + .< ++ 0 
NDB=H+H+H-+N Ba(OH,=Ba-+OH-ONH. 
Einige typische Zahlen sind schon oben angegeben; die abge- 
schiedene Silbermenge dient geradezu zur absoluten Definition der 

Stromeinheit. 

Die Wanderung der Ionen in den beiden entgegengesetzten 
Richtungen erfolgt im allgemeinen mit verschiedenen (Geschwindig- 
keiten; das Verhältnis einer von ihnen zur Summe beider heißt 
Überführungszahl ; sie hängt nicht von der Stromstärke, wohl aber 
von der Konzentration der Lösung ab und nähert sich für unend- 
lich verdünnte Lösung einem typischen Grenzwerte, den man 
durch Extrapolation finden kann. Die Geschwindigkeiten der 
beiden entgegengesetzten Ionen pflegt man auf die Einheiten der 
Zeit, des Grammions und auf das eletrochemische Äquivalent des 
Wasserstoffs zu beziehen und nennt sie alsdann die absoluten 
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Beweglichkeiten der Ionen; in Formel, wenn n und 1—n die 
beiden Überführungszahlen sind: 


n__Ba B; 


B, + 8, E = = B, + B, " 
Einige Beweglichkeiten sind folgende: 
Ein oe beide Zonen einwertig: 


| ) B (Kation) Ä B (Anion) 
ne K Na|G NB/A|H' a 7 |NOJOH 
0,0001 "Tess 35,0 Isss] 52 | 
0 165,0 44,0 33,5 64,2 63,9 318 65,4 [66,4 | 61,8 174 


— Ionen zweiwertig: 
I a Mg | 4Zn | 30u 30a ee +50, | 
|» 0,0001 ı | 20 | Ei 16 En 
| o | 46 | 47 | 48 52 63 | 


Ferner einige Überführungszahlen: 
| KG), KBr, KJ |Nacı| HG |A9NO,| 40uS0, 


0,001 | 0,514 | 0,687 | 0,176 | 0,501 | 0,696 
E 0.0001 | 0,508 = 0,172 | 0,528 0,632 | 


0,00001 0,506 ge 0,528 ® 0,810 


I 


Wenn der Strom durch einen Elektrolyten geht, s so Fr 
sieren sich dabei die Anode und Kathode, d. h. sie werden elek- 
trochemisch verschieden; diese Erscheinung heißt galvanische 
Polarisation, die entstandene Kraft heißt elektromotorische 
Kraft der Polarisation, der durch sie erzeugte Strom Polarisations- 
strom. Kraft bzw. Strom haben stets entgegengesetzte Richtung 
wie die primäre Kraft bzw. der primäre Strom, es tritt also eine 
Schwächung ein. Die Polarisation ist für kleine Primärkräfte relativ 
am stärksten, wächst aber langsamer und erreicht schließlich ein 
Maximum; einige Werte desselben in Volt, meist nur ungefähre 
Mittelwerte und für Schwefelsäure als Elektrolyten: 


namen... ]s Fa, ee ls 
| Platin ....... 3 ' Kohle....... ]» ZINK 2.2.20 u 
_ Quecksilber... | 24 Palladium. N Zinkamalgam . | 4 

_ | = 


Die Wichkigkte Anwendung findet ie Folarisahionsirom in den 
Sekundärelementen oder Akkumulatoren. Auch dem elektrischen 
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Lichtbogen wird zuweilen eine elektromotorische Gegenkraft, in 

Höhe von 30 bis 50 Volt, zugeschrieben; man kann aber die be- 

treffenden Erscheinungen auch durch einen entsprechend großen 
bergangswiderstand darstellen. 

Die Elektrizitätsleitung der Lösungen, ihre elektrolytische 
Zersetzung und die galvanische Polarisation sind Gebiete, mit 
denen die Physik an die physikalische Chemie grenzt, es sei daher 
in betreff des chemischen Teils auf weiter unten verwiesen. 

Auf die Methoden und Apparate, deren sich die Elektrochemie 
bedient, kann hier zunächst nicht eingegangen werden [—]. 

R Man vergleiche über alle diese Fragen auch w.u. ın der 
hemie. 


v1. 
Magnetismus. 


Aıs Material für temporäre Magnete, die den magnetischen 
Zustand leicht annehmen und auch leicht wieder verlieren sollen, 
dient schwedisches oder spanisches Schmiedeeisen, neuerdings 
auch vielfach weicher Gußstahl; als Material für permanente 
Magnete harter Stahl, am besten Wolframstahl. — Von den Formen, 
die man den Magneten gibt, sind am wichtigsten: Stäbe, Nadeln, 
Hufeisen, Glocken, Ringe, geschlitzte Ringe, Kugeln, Ellipsoide, 
Scheiben; einige dieser Formen mehr für praktische, andre mehr 
zu theoretischen Untersuchungen von Bedeutung. Dazu kommen 
noch Kombinationen mehrerer Magnete: astatische Nadelpaare, 
gekreuzte Magnete, Magazine, Rosetten usw. — Eine besondere 
Stellung nehmen die Elektromagnete ein; außer den stabförmigen 
und den Hufeisen kommen hier namentlich drei Formen in Be- 
tracht: die Faradaysche Form und die beiden neuerdings von 
du Bois angegebenen Formen des Ringmagneten und des Halb- 
ringmagneten, bei denen die Kraft in besonders vorteilhafter Weise 
ausgenützt wird; jeder von ihnen ist natürlich an der zur Be- 
nutzung dienenden Stelle zerschnitten, aber der Schlitz ist tun- 
lichst schmal gehalten. 

Von den Magnetisierungsmethoden ist die wichtigste 
die durch den elektrischen Strom, der durch eine den Eisenkörper 
umgebende Spirale hindurchgeschickt wird; die Methode wird am 
häufigsten für die temporäre Magnetisierung weicher Eisenkörper 
angewandt und hat den Vorzug, daß man die benutzte magneti- 
sierende Kraft bei geeigneter Anordnung genau angeben kann; 
für die permanente Magnetisierung von harten Stahlkörpern sind 
kräftige Ströme erforderlich; in gewissen Fällen wirkt auch die 
elektrostatische Entladung sehr kräftig. — Von andern Methoden 
ist der einfache und doppelte Strich, das Anlegen an einen andern 
Magneten und das Einbringen in ein magnetisches Feld, mit ent- 
sprechender Orientierung, zu erwähnen. Infolge des Magnetismus 
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der Erde hat auch unbeabsichtigter Weise fast jedes Stück Eisen 
etwas Magnetismus, was in vielen Fällen lästig ist, bei den 
Dynamomaschinen aber zum automatischen Antrieb benutzt wird. 

Stahlmagnete müssen in geeigneter Weise aufbewahrt 
werden, um ihren Magnetismus zu bewahren; insbesondere muß 
man die beiden Enden durch einen Anker aus weichem Eisen 
verbinden und so den Magneten zu einem apolaren Ringe ergänzen; 
bei Hufeisen und ähnlichen Formen ergibt sich die Wahl des 
Ankers von selbst, bei Stäben wird man am einfachsten zwei 
parallel und entgegengesetzt orientierte Stäbe an beiden Enden- 
paaren durch Anker verbinden. Ferner wird man die Magnete 
in der durch ihre magnetische Axe bestimmten Lage aufbewahren. 
Endlich hat man sie vor Erschütterungen — durch Einschluß in 
einen gepolsterten Kasten sowie vor erheblichen 'lemperatur- 
schwankungen zu schützen. Schließlich kann man es erreichen, 
daß ein derart behandelter Magnet seinen Magnetismus jahrelang 
nur um höchstens einige Tausendstel des Wertes ändert. Man 
nennt solche Magnete Normalmagnete. 

Grundgesetz der magnetischen Wirkung. Die Kraft 
zwischen zwei Magnetpolen ist mit dem Produkte ihrer Polstärken 
direkt und mit dem (Quadrate ihrer Entfernung umgekehrt pro- 
portional; in Formel: 


De 
dadurch, daß in dieser Formel kein Proportionalitätsfaktor vor- 
kommt, ist das magnetische Maßsystem — gewöhnlich als elektro- 
magnetisches bezeichnet — bestimmt; die Einheit der Polstärke 
ist in ihm diejenige, die auf eine gleiche Polstärke in 1 cm Ent- 
fernung eine Kraft von 1 Dyne ausübt. Das Maßsystem hat den 
Übelstand, daß die Polstärke in den Grundeinheiten von sehr 
kompliziertem Charakter 

[m] an 132 > 1 mi? 
wird. Es hätte sich das vermeiden und zugleich die Analogie 
der Polstärke mit einer mechanischen Masse wahren lassen, wenn 
in die Grundformel, analog wie im Gravitationsgesetz, ein dimen- 
sionaler Faktor eingeführt worden wäre; man vergleiche z. B. die 
Arbeiten von Kirchhoff, Helmholtz, Hertz u. a., die dieses „natür- 
liche“ Maßsystem noch benutzt haben. 

Das Grundgesetz ist insofern nur eine Abstraktion, als in der 
Wirklichkeit nie einzelne Poie, sondern immer mindestens je zwei 
entgegengesetzt gleich starke Pole, sog. Polpaare (aus deren vielen 
man alsdann ganze Magnete zusammensetzen kann) vorkommen. 
Für Polpaare ist die charakteristische Größe das magnetische 
Moment m, nämlich das Produkt aus Polstärke und Polabstand, 
für ganze Magnete kann man bis zu einem gewissen Grade eben- 
falls Pole als Repräsentanten des Magneten einführen und erhält 
dann durch Multiplikation mit dem Abstand derselben wiederum 
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das Moment; es sei bemerkt, daß bei einem Stabe die Pole desto 
weiter von den Enden liegen, je gedrungener seine Gestalt ist, 
und daß man sie bei vielen Stäben, wie sie benutzt zu werden 
pflegen, um je „, der Länge von den Enden abstehend annehmen 
kann, so daß der Polabstand $ der Länge wird. 

Die Kraft zwischen zwei Polpaaren (und in gewissem 
Sinne auch zwischen zwei wirklichen Magneten) setzt sich aus 
einer verschiebenden und einer drehenden Kraft zusammen; sind 
die Körper so aufgehängt oder aufgestellt, daß sie sich nur um 
ihre Mittelpunkte drehen können, so kommt nur das Drehungs- 
moment in Betracht. Die verschiebenden Kräfte sind mit der 
vierten, das Drehungsmoment ist mit der dritten Potenz der Ent- 
fernung der Mittelpunkte umgekehrt proportional; beide außerdem 
mit dem Produkte der Momente proportional und von den Win- 
keln abhängig, die die gegenseitige Lage der beiden Körper be- 
stimmen. Handelt es sich nur um Drehungen in der Horizon- 
talebene, und sind ® und x die Winkel, die die Achse des 
Magneten, d. h. des fest gedachten Polpaares und die Achse der 
Nadel, d. h. des drehbar gedachten Polpaares mit ihrer Abstands- 
linie bilden, so ist das Drehungsmoment (M und m die beiden 
magnetischen Momente): 


Mm 


D- 


(2cos®sinp — sin D cos p); 


für die vier einfachsten Lagen wird der Faktor von Mm/r? 


längs— längs quer—quer längs—quer quer—längs 
0 0 +2 — 1 


Drehungsmoment existiert also nur in gekreuzter Lage, und es 
ist doppelt so groß, wenn die Nadel, als wenn der Magnet quer 
gegen die Verbindungslinie steht; man nennt jenes die erste, 
dieses die zweite Hauptlage. — Für die Verschiebungs- und die 
Direktionskraft gelten ähnliche Formeln [—]. 

In der Wirklichkeit spielt, wenn nicht besondere Einrichtungen 
dagegen getroffen werden, immer der Erdmagnetismus hinein; ist 
dessen horizontale Intensität 7, so ist die Nadel im Gleich- 
gewicht, wenn sie mit dem magnetischen Meridian den Winkel « 
gemäß der Gleichung 


Hsine= Br cos D sing — sin DB cos) 


bildet; drückt man die Konfiguration durch die Winkel o (zwischen 
Magnet und Meridian) und r (zwischen Verbindungslinie und 
Meridian) aus, so erhält man 


M ; ; 
tg «a = H [2 cos(6o — r) sinr — sin(6 — r)cos r], 
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und speziell für die Hauptlagen (s. Figur): 


2M M 
erste: tga = „SH zweite: tga = — SH‘ 
Beliebig gestaltete und mag- 


netisierte Körper muß man nach 


erste e'Sle der infinitesimalen Methode behandeln. 
Man führt das Moment der Volumen- 

einheit, J, ein, nennt es dieIntensität 

EEE der Magnetisierung und A, B, C 

» zweite ihre Komponenten; für gleichförmige 

Fig. 7. Magnetisierung ist J = Mj,v, für be- 


liebige nach Größe und Richtung von 
Ort zu Ort im Körper wechselnde hat man 


A=Jcoa)k, B=Jcou C=Jco» 
J=Y4°’+B?+0% 

Ferner führt man das magnetische Potential ein; für ein 
Volumenelement dv wird es, wenn die Linie nach dem Punkt, 
auf den sich die Wirkung erstreckt, mit der Achse des Elementes 
den Winkel s einschließt, gleich 

daV= Zi cos & 


und für den ganzen Magneten ist: 


VI Swan) 


Man kann dies, wenn df ein Oberflächenelement des Körpers 
ist und /mn die Richtungscosinus seiner nach außen gerichteten 
Normale sind, in der Form 


v- Fa + Bm + Cn) 


“dv(6A , OB, öC 
SI. S% Tyt 42) 
oder, wenn man 


Al+Bnm+On=e, (5 + 


setzt, kürzer in der Form 


RE 


schreiben; daraus geht hervor, daB man die magnetische Ver- 
teilung in eine räumliche und eine oberflächliche zerlegen kann, 
wobei e die Dichte jener, o die Dichte dieser ist. 
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Aus dem Polpaare leiten sich leicht die typischen Magnet- 
formen ab: 1. Der einfache Faden (lineare Reihe gleich starker 
Polpaare, so daß nur die Endpole übrigbleiben); 2. komplexer 
Faden (ungleich starke Polpaare, daher überall freier Magnetis- 
mus); 3.solenoidäler Magnet (Bündel einfacher Fäden); 4. ein- 
fache Schale (Fläche aus lauter gleichen Polpaaren); 5. kom- 
plexe Schale (Fläche aus ungleichen Polpaaren); 6. lamellarer 
Magnet (Aufschichtung einfacher Schalen); 7. allgemeiner, weder 
solenoidaler, noch lamellarer Magnet. 

Für diese Typen nehmen die obigen Formeln verschiedene 
Gestalt an, und es ergibt sich dabei eine Reihe wichtiger Sätze, 
die hauptsächlich von Gauß herrühren [—]. 

Magnetisches Feld ist ein Raum, in dem magnetische 
Kräfte wirksam sınd. Die Kraft, die an einer bestimmten Stelle 
auf einen Pol von der Stärke eins wirksam ist, heißt Feldstärke, 
und man unterscheidet in räumlicher Hinsicht gleichförmige (Feld- 
stärke überall gleich und gleichgerichtet) und ungleichförmige, 
in zeitlicher Hinsicht konstante und veränderliche. Gleichförmig _ 
ist in mäßig ausgedehnten Räumen das magnetische Feld der 
Erde sowie z. B. der zentrale Teil des Feldes einer Helmholtz- 
schen Tangentenbussole (S. 272); von den ungleichförmigen Feldern 
sind die einfachsten das unipolare (durch einen Pol erzeugte), so- 
wie das bipolare (durch zwei gleich oder verschieden starke, 
gleich oder entgegengesetzt geartete Pole erzeugte). Der Skalar, 
dessen Gefälle die Feldstärke liefert, ist das magnetische Potential, 
der Inbegriff aller Punkte gleichen Potentials ist eine magnetische 
Niveaufläche, auf der stetigen Schar der Niveauflächen senkrecht 
steht die Schar der Kraftlinien. Der Lauf dieser Flächen und 
Linien läßt sich teils theoretisch berechnen, teils experimentell 
verfolgen [—]. 

Magnetische Induktion. Um den magnetischen Zustand, in 
den ein weicher Eisenkörper unter der Einwirkung einer magneti- 
sierenden Kraft F' gelangt, zu charakterisieren, muß man be- 
denken, daß die Wirkung keine einfache ist, sondern sich aus 
der direkten Einwirkung der äußeren Kraft und der gegenseitigen 
Wirkung der magnetisch werdenden Körperteilchen aufeinander 
zusammensetzt; infolgedessen hängt, wenn man die Intensität der 
erzeugten Magnetisierung mit der Feldstärke proportional .setzt, 


J=«F, 

der Faktor «x in hohem Maße von der Beschaffenheit des Körpers, 
namentlich von der Natur seines Materials ab; man nennt « die 
magnetische Suszeptibilität. Wie sich ferner in der Theorie 
[—] herausstellt, spielt außer F und J noch eine dritte Größe 

eine maßgebende Rolle, nämlich 
B=(1+4+4JF=ufF; 
man nennt B die magnetische Induktion und u die ma- 
Taschenbuch f. Mathematiker und Physiker. I. Jahrg. 19 
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enetische Permeabilität; zwischen der Suszeptibilität und der 
Permeabilität besteht also die Beziehung 


=1-+ 4rnı. 


In diesen Formeln bedeutet übrigens F' die an dem Orte der 
Magnetisierung wirklich herrschende Kraft; sie ist nur in ge- 
wissen Fällen, z. B. bei einem axial magnetisierten Ringe oder 
bei dem unbegrenzten Zylinder gleich der äußeren Feldstärke F', ; in 
allen andern Fällen ist sie dagegen wegen der „entmagnetisie- 
renden Wirkung“ der Pole und überhaupt der Öberflächenvertei- 
lung kleiner, und zwar 

F=FRF-— yJ, 


wo y ein von der Körperform abhängiger „Gestaltskoeffizient“ ist; 
z. B. für die Kugely = 4/3, für eine dünne Querscheibey = 4z, 
beim verlängerten Ellipsoid von der Exzentrizität e: 


1—e 1-te 
— = ze 
y Art 3 (5,108, ): 


infolgedessen wird für 


den Ring oder Draht die Kugel die Scheibe 
x x 
J=ı#F,, J= 2 ” RB; PR en —- F,. 
ur F% . 1 + 4ııx 


Die Annahme, daß die Magnetisierung mit der Kraft pro- 
portional sei, ist in dreifacher Hinsicht in der Wirklichkeit meist 
auch nicht annähernd erfüllt: 

1. Die Magnetisierung wächst für stärkere Kräfte schwächer 
als die Kraft und nähert sich zuletzt einem Maximum: magneti- 
sche Sättigung. 

2. Die Magnetisierung wöchet für kleinere Kräfte proportional, 
für etwas größere aber, bei jungfräulichem Eisen, rascher als die 
Kraft, und erst bei noch größerer wieder proportional. Nimmt 
man beide Sätze zusammen, 80 er- 
hält man den beistehenden Typus der 
„Magnetisierungskurve“ (Abszisse 
F, Ordinate J). (Figur 4). 

3. Bei absteigenden Kräften ent- 
spricht der gleichen Kraft ein stärkerer 
Magnetismus als bei aufsteigenden, der 
Kraft null entspricht noch ein positiver 
Magnetismus, und die Kraft muß auf 

Fig. 8. einen bestimmten negativen Wert ge- 

bracht werden, damit die Magneti- 

sierung null werde; das Stück, das die absteigende Kurve 
von der positiven Ördinatenachse abschneidet, heißt remanente 
Magnetisierung oder Remanenz, das Stück, das sie von der nega- 


Magnetisierung 


— 


—. /Seldstärke 
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tiven Abszissenachse abschneidet, heißt Koerzitivkraft. Vervoll- 
ständigt man jetzt den Magnetisierungszyklus, so erhält man, von 
dem ersten Anstieg abgesehen, 
eine geschlossene Schleife. Man 
nennt die ganze hier skizzierte 
Erscheinung magnetische Hyste- 
resis, die Schleife Hysteresis- 
schleife (Figur 5). Diese letztere 
dient am vollständigsten zur Cha- 
rakteristik magnetischen Materials 

Als Beispiel für die anstei- 
gende Magnetisierung diene 
folgende Tabelle, die sich auf einen 
langen, dünnen, weichen Eisendraht 
bezieht: 


j 
f 


0,82 
1,38 
2,80 


4,92 
6,69 
10,23 
15,61 
22,27 


Als Sättigungswerte gelten im allgemeinen folgende: 


F' J B % u 
24500 1660 45350 0,07 1,85. 


Unter besonderen Umständen hat man aber neuerdings F' bis über 
50000, J bis 1850, B bis 74000 getrieben und dabei u bis auf 
1,44 heruntergedrückt. Andrerseits sind die Maximalwerte, die 
die Suszeptibilität und die Permeabilität im mittleren Teile der 
Kurve annehmen können: 


x (Maximum) = 210 u (Maximum) = 2700. 


Stoffe, für die die Permeabilität groß ist, nennt man ferro- 
magnetisch; es sind das nur wenige Stoffe: Eisen, Magneteisen, 
Eisenkies, Nickel, Kobalt, Nickeleisen, Eisenamalgame sowie — 
nach neuerer Entdeckung — gewisse Mangan-Kupfer- Aluminium- 
Legierungen, also Verbindungen an sich unmagnetischer Bestand- 
teile (Heuslersche Legierungen). — Alle andern Stoffe sind nur 
schwach magnetisierbar, auch haben sie weder Remanenz noch 
Koerzitivkraft noch Hysteresis; ihre Suszeptibilität oder Perma- 
bilität ist für alle Feldstärken die gleiche, kann also durch eine 


19* 
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einfache Zahl angegeben werden. Dabei besteht ein Gegensatz, 
insofern ein Teil der Stoffe positive, ein andrer negative Suszep- 
tibilität hat — in Wahrheit, wie man Grund hat anzunehmen, 
sind alle positiv magnetisierbar, aber jene stärker, diese schwächer 
als der Ather; man nennt jene paramagnetisch, diese dia- 
magnetisch. Einige Zahlen sind folgende: 


Stoff 4.108 Stoff 


Sauerstoff, füssig.... 4324 : Luft, gasf......... Mr + 0,03 


Luft, flüssig......... 180:: Ather. „u.rcmenser — 0,6 
Eisenchlorid......... 60 Alkohol...... ...... 0,7 
‚, Eisenoxyd ....... : 50 Glas, Jenaer, im Mittel | 0,8 
Manganchlorid...... 50 Wasser ..... ...... 0,8 
| Platin... u. 30 Quecksilber.......... 2,6 
Steinkohle........... 1 Gold. eine Er 3,0 
Sauerstoff, gasf.... . ı 0,1 ; Wismut....... ..... | 14,5 


Zu Versuchen über Diamagnetismus eignet sich hiernach am 
meisten Wismut; hier sei nur die Grundtatsache angeführt, daß 
sich ein Wismutstäbchen im Felde nicht axial, wie ein Eisen- 
stäbchen, sondern transversal einstellt. 

Auch Kristalle haben die Fähigkeit, magnetisch zu werden, 
und die Art ihrer Magnetisierung steht mit ihrem Kristallcharakter 
in bestimmtem Zusammenhang |[—]. 

Magnetische Meßmethoden und Apparate. In erster Linie 
handelt es sich um die Messung der Intensität des Magnetismus, 
sei es von Körpern oder Feldern; sodann um deren Richtung, 
d.h. die Achse; ferner um die Lage und den Abstand der Pole; 
endlich um Einzelheiten, wie den Verlauf einer Magnetisierung, 
Verluste, Nachwirkung u. a. m. 

Die Apparate zur Messung des Magnetismus heißen Magne- 
tometer und bestehen in der Mehrzahl aus einem drehbaren 
Magneten, der der Einwirkung äußerer Magnete ausgesetzt werden 
kann und dessen Ablenkung oder Schwingungsdauer bestimmt 
wird. Am wichtigsten ist die Methode von Gauß. In ihrer 
einfachsten Form besteht sie darin, daß die Nadel des Magneto- 
meters durch den aus der ersten oder zweiten Hauptlage (S. 288) 
wirkenden Magneten, dessen Moment M bestimmt werden soll, 
abgelenkt wird; diese Ablenkung @ hängt vom Verhältnis M: H 
ab, wo H die Horizontalkomponente des Erdmagnetismus ist, die 
man oft als bekannt ansehen kann; Korrektionen sind anzubringen 
wegen des Torsionsverhältnisses $, d. h. des Verhältnisses der 
Drehungsmomente der Torsion und des Erdmagnetismus, sowie 
wegen der räumlichen Ausdehnung von Nadel und Magnet; 
charakterisiert man diese zweite Korrektion durch eine Hilfs- 
größe a, so hat man die Formel (in der 2. Hauptlage fällt der 
Faktor $ fort): 


nn 
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m=-[5] 7 a+9” r? ei H: 


die Hilfsgröße «a kann man für gestreckte Form von Stab (Pol- 
abstand L) und Nadel (Pnlabstand ?) gleich 

1 2 3 2 3 ? 3 2 

5 L 1 I? bzw. 5 L’ + 5 I 
setzen, je nachdem es sich um die 1. oder 2. Hauptlage handelt. 
— Um das immerhin unsichere und bei nicht sehr gestreckten 
Körpern geradezu fehlerhafte Hilfsglied zu eliminieren, wendet 
man die Methode besser in ihrer zweiten Form an, indem man 
den Stab aus zwei verschiedenen Entfernungen auf die Nadel 
wirken läßt; alsdann hat man: 

°tang 9, — 1," tang P: 


“=-[,]a+9" a 


: Schließlich empfiehlt es sich zur Elimination aller Asymmetrien, 
den Stab aus jeder der beiden Entfernungen viermal wirken zu 
lassen, z. B. bei 1. Hauptlage aus Osten wie aus Westen, mit dem 
Nordpol voran wie mit dem Südpol, also aus beiden Abständen 
im ganzen 8 Beobachtungen (beste Reihenfolge: N aus W,, S 
aus W,, Saus W,, N aus W,, S aus O,, N aus 0,,N aus OÖ, 
S$ aus O,). — In neuerer Zeit ist die Genauigkeit, namentlich 
durch Kohlrausch, noch weiter gesteigert worden, indem die obige 
Formel durch eine modifizierte ersetzt wurde [—]. — Kennt man 
H nicht oder nicht genau genug, so muß man es durch Schwin- 
gungsbeobachtung des zu diesem Zwecke an Stelle der Nadel in 
das Magnetometer einzuhängenden Magneten eliminieren; ist jetzt 
%’ das Torsionsverhältnis und K das Trägheitsmoment des schwin- 
genden Systems, so ergibt sich M aus der Schwingungsdauer 7 
nach der Formel: 


H. 


Mı..d 
1+s)7T°! HZ’ 
K selbst bestimmt man, da die Berechnung in den meisten Füllen 
zu ungenau werden würde, durch Hinzufügung eines bekannten 
oder leicht zu berechnenden Trägheitsmomentes k (Einschraubung 
zweier kleiner Zylinder in die Enden des Magneten) und erneute 
Beobachtung der Schwingungsdauer 7’ nach der Formel: 


K=ih pi y 
Multipliziert man jetzt die beiden für M gewonnenen Werte 
aus deu Ablenkungs- und aus den Schwingungs-Beobachtungen, 
so fällt 7 heraus, und man findet durch Wurzelziehen M selbst. 
Die übrigen, sehr zahlreichen Methoden für Intensitäts- 
messungen können hier zunächst nur erwähnt werden |—]. Sie 


M=—= 
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unterscheiden sich von der obigen teils dadurch, daß die dreh- 
bare Nadel nicht unifilar, sondern bifilar aufgehängt ist, teils da- 
durch, daß statt magnetischer Wirkungen elektrische bzw. gal- 
vanische benutzt werden, teils durch Kompensationseinrichtungen, 
teils durch besondere Vorrichtungen für den Transport, die Un- 
empfindlichkeit gegen äußere Störungen usw., teils endlich, wie 
die magnetischen Wagen, dadurch, daß nicht in horizontaler, 
sondern in vertikaler Ebene operiert wird. 

Eine besondere Klasse bilden die Messungen auf dem Gebiete 
der magnetischen Induktion, d.h. der Magnetisierung weicher 
Eisenkörper; hier handelt es sich im wesentlichen um zwei 
Größen: die Feldstärke und die Intensität der erzeugten Magneti- 
sierung; für jede von beiden Größen gibt es zurzeit sehr zahl- 
reiche und darunter mehrere vorzügliche Verfahren, die hier zu- 
nächst nur aufgezählt werden können: 

A. Feldstärkemessung. 1. Magnetometrische Methode. 
Für schwache horizontale Felder, z. B. das Erdfeld (s. w. u.); ein- 
fache Umkehrung der obigen Gaußschen Methode, indem jetzt 4 
aus M bestimmt wird. 

2. Elektrodynamische Methode. Beruht auf der Wir- 
kung des Feldes auf elektrische Ströme. 

3. Hydrostatische Methode. Beruht auf der Niveau- 
differenz von Quecksilber in stromdurchflossenen kommunizierenden 
Röhren im Felde. | 

4. Induktionsmethode. Beruht auf der Induktion von 
Magnetismus bzw. von Strömen in Eisenkörpern bzw. Draht- 
spulen, die im Felde verdreht werden; eine der am häufigsten be- 
nutzten Methoden. 

5. Dämpfungsmethode. Beruht auf der Dämpfung der 
Schwingungen, die ein Stromleiter im Felde erfährt. 

6. Wismutmethode. Beruht auf der beträchtlichen Wider- 
standsänderung, die Wismut im Felde erfährt; zur bequemen 
Anwendung der Methode dienen die Lenardschen, empirisch ge- 
eichten Wismutspiralen , die sehr wenig Raum einnehmen und 
somit ein Feld im einzelnen durchzumessen erlauben. 

7. Hall-Methode. Beruht auf dem Hallschen Phänomen 
(s. w. u.). 

8. Steighöhenmethode. Beruht auf dem Ansteigen einer 
Eisen- oder Nickellösung in einem engen Rohre im Felde; Apparat 
von du Bois (mit geneigtem Rohre zur " Vergrößerung der Wirkung). 

9. Optische Methode. Beruht auf der magnetischen Dre- 
hung der Polarisationsebene des Lichtes (s. w. u). 

“B. Intensität der Magnetisierung. Diese Methoden laufen 
den unter A aufgeführten ziemlich parallel, erfahren aber mit 
Rücksicht auf den Zweck ganz andre Ausgestaltung. 

1. Magnetrometrische Methode. Im Prinzip schon oben 
für das Moment M von Stäben angeführt, hier aber für J und 
für die verschiedensten Körperformen veeignet zu machen. Die 
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Methode hat neuerdings zur Konstruktion zahlreicher Apparate 
für den bequemen Gebrauch geführt (Kompensator, Differential- 
magnetometer usw.) und namentlich auch zur Konstruktion von 
Apparaten, die den ganzen Verlauf der Magnetisierungskurve 
selbsttätig aufzeichnen (Kurvenprojektor). 

2. Elektrodynamische Methode, ganz analog wie oben. 
Besonders geeignet für schnell wechselnde Magnetisierungen, 
Hysteresis usw. 

3. Ballistische oder Methode der Induktionsströme; 
für physikalische Untersuchungen wohl die beliebteste von allen. 
Der zu untersuchende Körper ist außer mit der Magnetisierungs- 
spule noch mit einer sekundären Spule umgeben, deren Induk- 
tıonsstrom beobachtet wird. Für Ringe ist es die einzig anwend- 
bare Methode, weil hier Polwirkungen, wie sie die beiden ersten 
Methoden voraussetzen, nicht existieren. Besondere Modifikationen 
der Methode sind die Schlußjoch- und die Isthmus-Methode. 

4. Zugkraftmethode; die alte Tragkraftmethode in exak- 
terer Form. Von Bedeutung geworden erst durch die Studien 
von du Bois, die zur Konstruktion seiner magnetischen Wage ge- 
führt haben ; die Magnetisierung wird hier einfach an einer gra- 
duierten Wagebalkenskala abgelesen. 

5. Wismutmethode; ganz analog wie oben. 

6. Optische Methode; beruht, da die Drehung der Polari- 
sationsebene beim Durchgange durch magnetisierte Körper wegen 
der Undurchsichtigkeit der ferromagnetischen Körper nicht in 
Betracht kommt, auf dem Kerrschen Phänomen, d. h. auf der 
Drehung bei der Reflexion an der Stirnfläche des Körpers. 


VD. 


Erdmagnetismus. Der Raum, in dem wir leben und in dem 
sich somit auch .alle magnetischen Erscheinungen und Versuche 
abspielen, ist ohne weiteres ein magnetisches Feld; man nenut 
es das Erdfeld und seine Ursache den Erdmagnetismus. Ob dieser 
Magnetismus von Eisenmassen oder von elektrischen Strömen her- 
rühre, kann noch immer nicht als entschieden angesehen werden; 
die elektrische Theorie hatte neuerdings immer mehr die Ober- 
hand gewonnen, da man sonst ungeheure Eisenmassen im Innern 
der Erde annehmen und noch andre Schwierigkeiten überwinden 
müßte; in jüngster Zeit hat aber z. B. Wiechert eine Theorie vom 
Erdinnern aufgestellt, nach der der Erdkern wirklich aus Eisen 
bestünde. — Hiervon abgesehen, handelt es sich für die Theorie 
darum, aus den beobachteten Erscheinungen auf die Verteilung 
des Magnetismus innerhalb und event. auch außerhalb der Erde 
zu schließen. Dies leistet die Gaußsche Theorie, der neuerdings 
durch Adolf Schmidt eine vollkommnere angegliedert worden ist; 
hier sei daraus nur angeführt, daß, wie sich ergibt, nur etwa '/,, 
des Feldes auf äußere Ursachen entfällt, und daß das ganze 
magnetische Moment der Erde 
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M = 8,35 - 10° 


ist, mit den Richtungswinkeln der magnetischen Achse (Breite 
und Länge) 
p = 1834, 4 = 68°31'. 


Im einzelnen wird das geographische Bild des Feldes der 
Erde durch die Verteilung von Land und Wasser, durch die geo- 
logische Natur der einzelnen Gebiete usw. sehr verwickelt; um 
eine Anschauung von ihm zu erhalten, muß man folgende Linien 
ermitteln und aufzeichnen: 

1. Die Isogonen, d.h. Linien gleicher Deklination (Winkel, 
den eine in horizontaler Ebene drehbare Nadel, also der magneti- 
sche Meridian mit dem geographischen Meridian einschließt). 
Bezeichnung D, positiv nach Osten, negativ nach Westen gerechnet. 

2. Die Isoklinen, d.h. Linien gleicher Inklination (Winkel, 
den eine in vertikaler Merjdianebene drehbare Nadel mit der 
Horizontalebene einschließt). Bezeichnung I, nach unten positiv. 

3. Isodynamen, d.h. Linien gleicher Gesamtintensität des 
Erdmagnetismus. Bezeichnung F". 

4. Horizontal-Isodynamen, d. h. Linien gleicher Hori- 
zontalintensität. Bezeichnung H. Man kann HM nochmals zer- 
legen in die Nord- und die Ostkomponente X und Y. 

5. Die Vertikal-Isodynamen, d.h. Linien gleicher Ver- 
tikalintensität. Bezeichnung Z. — X, Y, Z sind also die recht- 
winkligen Komponenten von F' nach Norden, Osten und unten. 

Als Einheit für alle Intensitätsgrößen dient, neuerdings fast 
allgemein die auf dem CG@S-System beruhende; sie wird mit T' 
bezeichnet; wo es sich nur um kleine Werte (Änderungen) han- 
delt, kann man dafür auch y = 0,00001 TI’ benutzen. 

6. Magnetische Gleichgewichts- oder Niveaulinien, 
d. h. Linien gleichen magnetischen Potentials. Bezeichnung V. 

7. Magnetische Kraftlinien oder Meridiankurven, 
d.h. die Linien, die man erhält, wenn man immer in der Feld- 
richtung vorschreitet. 

8. Isanomalen, d.h. Linien gleicher Abweichung eines der 
obigen Elemente von den auf Grund irgendeiner Annahme als 
normal gedachten Werten. 5 

9. Linien gleicher zeitlicher Anderung eines der 
obigen Elemente. 

Um das Feld vollständig zu beschreiben, muß man drei ge- 
eignete von den obigen Größen angeben; meist gibt man AH, D 
und 7 an; man kann aber z.B. auch X, Y, Z oder F\, D, I an- 
geben; dabei bestehen die Beziehungen: 


H=FcoIl, Z=Fsn I, X=HcosD Y=HcoD. 


Ergebnisse. Karten der magnetischen Linien findet man 
in dem Berghausschen Atlas, im Handbuche der Physik, Bd. 5 
und anderwärts. Die Isoklinen bilden ein sehr kompliziertes 
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System von Linien, sie laufen aber alle in zwei Punkten zusam- 
men, den Deklinsationspolen oder schlechthin den magnetischen 
Polen der Erde: 


Nordpol: 70°30’ nördl. Breite, 97° 40° westl. Länge, 
Südpol: 73039’ südl. Breite, 146° 15’ östl. Länge. 


Die äußersten zurzeit vorkommenden Grenzen der Dekli- 
nation sind etwa + 20° und — 30° — Die Isoklinen laufen 
einigermaßen den Parallelkreisen entlang, in manchen Gegenden 
aber doch mit erheblichen Ausbuchtungen; im „magnetischen 
Äquator* ist die Inklination null, über den (im Innern zu suchen- 
den) Polen ist sie 90 Grad. — Auch die H- Isodynamen laufen in 
roher Annäherung wie die Parallelkreise, die Abweichung ist aber 
hier noch stärker; am Äquator gibt es sogar einige in sich zurück- 
laufende Kurven. In den Polen ist die Horizontalintensität null, 

rößten, nämlich 0,39, in Hinterindien. — Umgekehrt ist die 
Totalintensität F in der Nähe des Äquators am kleinsten, sie 
steigt von 0,28 bis auf 0,71; dieses Maximum erreicht sie aber 
nicht an den magnetischen Polen, sondern an andern, von jenen 
nicht unerheblich abweichenden Punkten. 

Von dem zurzeit bereits sehr umfangreichen Zahlenmaterial 
kann hier nur das wichtigste wiedergegeben werden; es beruht 
auf den neuesten Beobachtungen und Berechnungen (oben Längen, 
links Breiten): 


Deklination D (negativ) für Mitteleuropa, 1906. 


er — == Ze ee Fr TB 


ala | 6,8110 12 10 118 20 22:24 


13,8 13,0 122 114 10,7110.0|91|l83' 73 6,6 5,8 
14,9 13,7 18.0 12,1 |11,1)10191|81 70 61 51 41 
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Horizontalintensität H, in Tausendsteln, für Mitteleuropa, 1905. 


Batavia.......0 een. 4 1° 6° 30% 7° 0,868 


| 
Bombay... 422.2 -Sura2as + 0°23° 21° 26 374 
Brüssel . .... 22222... Le — 14° 11’ 66° 9 190 | 
Kopenhagen............... — 10° 107° 68°38° 1% 
London. . ooceeeeeenscn. — 16° 28° 67° 7° 185 | 
Melbourne .............. 08012367 67 24’ 233 
München.............2..... — 10° 25’ 63° 17’ 206 | 
N1278:.... 4.24 24.40.25 2 11° 56° 60° 10° 224 | 
Paris (St. Maur).. .. ....— 14°44’° 64° 52’ 198 
Polar. Serie -- 99 23° 60° 15 222 
Potsdam....... IE ARE — 9% 54° 669 24° 189 | 
Prag wre 9 4 — 200 
Rio de Janeiro ........... — 8° 3° 13920 250 
St. Petersburg........... . + 0°40° 70° 35 166 
161 | NN ONE 4 219 5554 956 
* DORIO 50 ae 0 4137 49° 3° 299 
Toronto........ 2.2... 0 530°, 743% 167 


u | 


Die magnetischen Elemente ändern sich mit der Zeit in 
unregelmäßiger oder doch noch nicht völlig erkannter Weise; gegen- 
wärtig nimmt die westliche Deklination jährlich etwa um 3’, die 
Inklination um 1° ab, dagegen nimmt die Horizontalintensität in 
Mitteleuropa seit etwa 100 Jahren zu, jedoch neuerdings nur noch 
schr langsam, und stellenweise sind auch Abnahmen konstatiert 
worden. — Besondere örtliche und zeitliche Störungen sind die 
magnetischen Störungen, die gebirgsmagnetischen Erscheinungen, 


Utrecht.... ........ a 13° 48’ 66° 56° 185 ı 


Erdmagnetische Meßmethoden. 299 


die magnetischen Gewitter usw. — Mit den magnetischen Erschei- 
nungen der Erde gehen die Polarlichter und die Erdströme zum 
Teil parallel [—]- 

Die erdmagnetischen Meßmethoden ergeben sich durch 
entsprechende Ausgestaltung der magnetischen Meßmethoden über- 
haupt. So ist die grundlegende Methode zur Bestimmung von H 
die Gaußische, sie ergibt sich durch Umkehrung der obigen 
Formeln, S. 293, derart, daß man jetzt H durch M ausdrückt 
bzw. den Stabmagnetismus M durch geeignete Kombination der 
Ablenkungs- und Schwingungsbeobachtungen eliminiert. Ähnlich 
bei dem bifilaren, galvanischen, Torsionsverfahren usw. — Von 
besonderer Wichtigkeit sind hier aber die Variometer, d.h. die 
Apparate, die nur die örtlichen Verschiedenheiten und die zeit- 
lichen Änderungen von H verfolgen lassen, ohne Garantie für die 
absoluten Werte; solche Variometer können natürlich viel ein- 
facher und handlicher gebaut und auf Reisen bequem benutzt 
werden. Besonders die Apparate von Kohlrausch und Eschenhagen 
haben sich vortrefflich bewährt [—-]. Am vollständigsten wird 
die Aufgabe natürlich durch die Magnetographen gelöst, die den 
Wert von H dauernd graphisch oder photographisch aufzeichnen. 

Die Deklination wird durch Bestimmung des astronomischen 
Meridians einerseits und des magnetischen andrerseits gewonnen; 
jener wird durch Anvisierung eines irdischen oder himmlischen, 
seiner Lage nach bekannten Objektes, dieser mit Hilfe eines 
Deklinatoriums bestimmt, unter denen die von Gambey, Gauß 
und Lamont noch immer 'am meisten benutzt werden. — Ein 
Deklinatorium von umgekehrter Bestimmung, d.h. zur Ableitung 
des geographischen aus dem magnetischen Meridiane dienend, ist 
der Kompaß, der neuerdings namentlich für eiserne Schiffe be- 
sondere Ausgestaltung erfahren hat [—]. 

Die Inklination endlich wird entweder mit einem Inklina- 
torium bestimmt oder, da die Einstellung in der Vertikalebene 
aus begreiflichen Gründen nicht mit genügender Genauigkeit 
erfolgt, nach der Methode der Induktionsströme. Eine Draht- 
spule kann entweder in vertikaler oder in horizontaler Lage rasch 
um 180 Grad gedreht werden: dabei entsteht infolge der Ein- 
wirkung der betreffenden Komponente des Erdmagnetismus jedes- 
mal ein Induktionsstrom, der sich durch den Ausschlag eines 
Galvanometers zu erkennen gibt; der arctang des Verhältnisses 
beider Ausschläge ist die Inklination; neuerdings wird die Methode 
auch in der Modifikation des Kompensationsverfahrens mit gutem 
Erfolg benutzt, ebenso auch in andern abgeänderten Formen [—]. 


vl. 


Elektromagnetismus. Das elementare Grundgesetz 
lautet: Die Kraft eines Stromelementes auf einen Magnetpol steht 
auf der durch beide bestimmten Ebene senkrecht, hat die Rich- 
tung des ausgestreckten linken Armes eines im Stromelemente 
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mit dem Gesichte nach dem Pole Schwimmenden und ist pro- 
portional der Länge des Stromelementes, der Stromstärke, der 
Polstärke, dem Sinus des Winkels zwischen der Stromrichtung 
und der Linie nach dem Pole sowie umgekehrt proportional dem 
Quadrate der Entfernung; in Formel: 


1 vdl- m 


K= a 
vr 


sin (/, vr). 

Setzt man hierin den Proportionalitätsfaktor 1/v gleich cins, so 
gelangt man zum sog. elektrostatischen oder elektromagnetischen 
Maßsysteme, je nachdem man rechts alles durch die Einheit der 
elektrischen oder durch die der magnetischen Polstärke ausdrückt; 
das letztere hat sich neuerdings fast allgemein eingebürgert und 
durch eine zahlenmäßige Abänderung zum internationalen prak- 
tischen Maßsysteme geführt. Wissenschaftlich vollkommener wäre 
es gewesen, den Faktor 1/v beizubehalten und nach wie vor alle 
elektrischen Größen elektrisch, alle magnetischen magnetisch zu 
messen (natürliches Maßsystem). — Die Größe v ergibt sich als 
übereinstimmend mit der Lichtgeschwindigkeit, d.h. gleich rund 
300000 km/Sek. Das obige Gesetz ist das Elementargesetz der 
elektromagnetischen Wirkung; mit Rücksicht auf die abstrakte 
Natur der Begriffe Stromelement und Magnetpol kann es nur 
durch Rechnung aus den Beobachtungen abgeleitet werden. Geht 
man vom Stromelement zum endlichen Strom über und wählt den 
einfachsten Fall eines unendlich (in Wirklichkeit sehr) langen 
geraden Stromes, so erhält man das Integralgesetz oder Biot- 
Savartsche Gesetz 

‚_ Lem 


tr 


diese Wirkung ist also mit der Entfernung (kleinsten Entfernung 
ddes Pols vom Stromleiter) selbst umgekehrt proportional. Für 
einen geschlossenen Stromkreis andrerseits, wie er in der Praxis 
meist vorkommt, leitet man die Kraft am besten aus dem elektro- 
magnetischen Potential V ab, und dieses ist (ds ein Element der 
eingeschlossenen Fläche, n dessen Normale, $ die scheinbare 
Größe der ganzen Fläche vom Pole aus): 
va RL 
v r ® 

d.h. das Potential ist mit der scheinbaren Größe der Fläche 
direkt proportional, am größten also, bei bestimmter Entfernung, 
für Punkte in der auf der Mitte der Fläche errichteten Normale, 
null für Punkte in der Ebene des Stromkreises. Der wichtigste 
und einfachste Fall ist der eines Kreisstromes; für ihn wird die 
Kraft X auf einen in der Mittelnormale um x von der Kreisebene 
abstehenden Punkt, wenn « der Radius des Kreises ist: 
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rim a? 


Te Yardayı‘ 
aus der ablenkenden Elementarkraft ist hier eine wirklich an- 


ziehende bzw. c„bstoßende Integralkraft geworden; speziell im 
Kreiszentrum selbst ist: 


d. h. die Kraft ist mit dem Radius unıgekehrt proportional. — Aus 
dem Kreisstrom kann man alsdann ganze Spulenströme aufbauen 
und deren Wirkung auf verschieden gelegene Pole berechnen. 
Für einen axialen Pol im Abstande x von der Spulenmitte wird 
die axiale Kraft X der Spule vom Radius a, der Länge 21 und 
dem Steigungswinkel « des Spulendrahtes 


X= MM cotg ’P un Bu. | 
va Ya’+ (ct)? Yar+(@—)! 
für eng gewundene Spulen von der Windungszahl n kann man 
den ersten Faktor rechts auch zsmnjvl schreiben; auch kann 
man die Winkel p, und 9, einführen, unter denen von dem Pole 
aus die Radien der beiden Endwindungen erscheinen; für einen 
außerhalb der Spule gelegenen Pol wird dann einfach 


zimn 
X=. , (09 — 0089); 


für einen inneren Pol muß man die Spule in zwei Teile zerlegt 
denken und auf jeden obige Formel anwenden, wobei dann der 
eine Winkel für beide Teile 90 Grad wird. Für einen Pol im 
Spulenzentrum kann man schließlich, wenn 2d die Diagonale der 
Spule ist, einfach schreiben: 


Die bisher behandelte Spule hat nur eine Lage von Windungen; 
den Fall einer Spule von vielen Lagen kann man hieraus ableiten 
(Maxwell, Stuart, Minchin; Hdb. d. Ph. 4, 278). 

Außer der ponderomotorischen kommt noeh die magneti- 
sierende Wirkung von Stromkreisen in Betracht, d.h. die Feld- 
stärke, die sie erzeugen und die in die obigen Formeln (8. 289 f.) 
für die magnetische Induktion einzusetzen ist. Am einfachsten 
werden die Formeln für eine lange zylindrische Spule von n Win- 
dungen und der Länge I und einen in ihr steckenden langen Eisen- 
stab (x Suszeptibilität, u Permeabilität, J/ Intensität der Magneti- 
sierung, B magnetische Induktion, vgl. S. 289): 

ı 


F=4n Ni, J=4nx ee B=4nru 4 
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Äquivalenz zwischen magnetischen und elektrischen 
Stromgebilden. Hiervon können nur die wichtigsten Sätze an- 
geführt werden: 

1. Ein unendlich kleiner geschlossener Strom ist äquivalent 
einem einfachen Polpaare, dessen Axe auf der Stromebene senk- 
recht steht. 

2. Ein endlicher geschlossener Strom ist äquivalent einer 
gleichförmigen Schale, die die Stromlinie zum Rande hat; ein 
Kreisstrom also äquivalent einer Kreisschale; ein unbegrenzter 
gerader Strom äquivalent einer Schale, die sich von der Strom- 
linie als Rand in die Unendlichkeit erstreckt. 

3. Ein System konzentrischer Kreisströme in derselben Ebene, 
also eine ebene Stromspule ist äquivalent einer ungleichförmigen 
Schale. 

4. Ein zylindrisches System unendlich kleiner gleicher Kreis- 
ströme, ein sog. Solenoid, ist äquivalent einem einfachen Faden, 
d.h. einem Paar entgegengesetzter Pole an den Enden. 

5. Ein nach einer Seite unbegrenztes derartiges Solenoid ist 
äquivalent einem einzelnen Pole. 

6. Ein zylindrisches System endlicher Kreisströme, d. h. eine 
Spule mit einer einzigen Lage von Windungen, ist äquivalent 
einem solenoidalen Magneten, d. h. zwei entgegengesetzt gleichen 
gleichförmigen Scheiben an den Enden. 

7. Eine zylindrische Spule mit mehreren Lagen ist äquivalent 
zwei entgegengesetzten ungleichförmigen Scheiben an den Enden. 

8. Eine beliebig geformte und angeordnete Spule ist äqui- 
valent einem durch diese Verhältnisse völlig bestimmten Magneten 
vom allgemeinen Typus. 

Magnetelektrische Wirkung. Aus der Äquivalenz so- 
wohl als aus dem Wechselwirkungsprinzip folgt, daß der elektro- 
magnetischen eine magnetelektrische Wirkung gegenübersteht, 
d.h. eine Wirkung von Magneten auf elektrische Ströme; für 
einen Pol und ein Stromelement ist sie daher durch das obige 
Elementargesetz ebenfalls dargestellt. Wichtiger ist aber hier die 
Wirkung eines beliebigen Feldes F' auf ein Stromelement, sie ge- 
horcht der Formel 


K=--Fi.di.sin (F, dl), 


sie steht also auf der Feldrichtung und dem Stromelemente senk- 
recht, hat die Richtung des senkrecht zur Handfläche vorgestreckten 
Daumens der linken Hand, deren Zeigefinger in die Feldrichtung, 
deren Mittelfinger in die Stromrichtung gehalten wird, und ist 
mit der Feld- und Stromstärke sowie mit dem Sinus des Winkels 
zwischen Feld und Strom proportional. — Am interessantesten 
ist auch hier das Verhalten eines geschlossenen oder Kreisstromes. 
Er wird im allgemeinen durch die Feldkraft sowohl verschoben 
als auch gedreht, und zwar so lange, bis die Zahl der durch ihn 
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durchtretenden Kraftlinien am größten ist; im gleichförmigen 
Felde wird er daher nur gedreht, und zwar in die zum Felde 
senkrechte Stellung. 

Eine besondere Form der magnetelektrischen Wirkung ist 
das Hallsche Phänomen. Fließt durch eine von den magne- 
tischen Kraftlinien senkrecht durchschnittene rechteckige Metall- 
platte in ibrer Ebene ein Strom von der Mitte einer Kante zur 
Mitte der Gegenkante, so ist Niveaulinie vom Potential null nicht 
mehr, wie außerhalb des Feldes, die jenen Kanten parallele Mittel- 
linie, sondern eine gegen sie verdrehte Linie Positive Drehung 
(d. h. im Sinne der Ströme, durch die man sich das Magnetfeld 
erzeugt denken kann) haben 


Eisen, Kobalt, Tellur, Antimon, Zink, 
negative Drehung hingegen | 
Gold, Silber, Kupfer, Wismut, Nickel. 


Die Wirkung ist mit Feld- und Stromstärke direkt, mit der 
Plattendicke umgekehrt proportional, der Proportionalitätsfaktor 
heißt Hallsche Konstante oder Rotationskoeffizient; er ist nur bei 
Tellur sehr groß (positiv), außerdem bei Wismut einigermaßen 
erheblich (negativ). 


IX. 


Elektrodynamik. Das elementare Grundgesetz oder Ampere- 
sche Gesetz lautet: Zwei Stromelemente üben aufeinander eine 
anziehende oder abstoBende Wirkung aus, die mit ihren Längen 
und Stromstärken direkt, mit dem Quadrate ihrer Entfernung um- 
gekehrt proportional ist und außerdem von den Winkeln abhängt, 
die die Lage der beiden Elemente gegeneinander bestimmen. 
Formel: 


- K- iW en 
vo: 


(3 cos (rl) cos (rl!’) — 2 cos (IT). 


Die schon aus dem ee Grundgesetze bekannte 
Konstante v tritt also hier im Quadrate auf, nämlich für jedes 
Stromelement einmal. — In den wichtigsten Spezialfällen zeigt 
die Klammer folgende Werte (negatives Zeichen bedeutet An- 
ziehung, positives Abstoßung): 


| | | | | (in versch. 
Ne: Ebenen) 
- — > + —| | i 
— de — | Me I, 
>> me: | 
—2 +2 41 u ur —i 3 + 5 0 
j | | 


Von den Stromelementen geht man durch Integration zunächst 
zur Wirkung eines geschlossenen Stromes auf ein Stromelement 
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und dann zur Wirkung zwischen zwei geschlossenen Strömen über. 
Letztere üben aufeinander ein elektrodynamisches Potential 


le cos in — didl 
Ü Tr U r 


aus (die beiden Ausdrücke unter den Integralzeichen sind nicht 
gleich, wohl aber ihre geschlossenen Integrale); fallen die beiden 
geschlossenen Ströme zusammen, so gelangt man zum Begriffe 
des elektrodynamischen Selbstpotentials. 

Auf der elektromagnetischen, mapnetzlektiisrhen und elektro- 
dynamischen Wirkung beruhen zahlreiche Rotationsapparate 
von hervorragendem, teils theoretischem, teils praktischem Inter- 
esse; insbesondere gehören hierher die elektrischen Motoren, die 
elektrische Energie. in Bewegung umsetzen [—]. 

Von den elektrodynamischen Meßapparaten ist am 
wichtigsten das Elektrodynamometer; es besteht aus einer 
festen und einer, zunächst senkrecht zu ihr hängenden, drehbaren 
Spule, die, wenn durch beide Ströme geschickt werden, sich in 
die Ebene der festen hineinzudrehen sucht. Am wichtigsten ist 
der Fall, wo derselbe Strom nacheinander beide Spulen durch- 
läuft, die Wirkung ist alsdann mit dem Quadrate der Stromstärke 
(allgemein mit dem Produkte beider Stromstärken) proportional, 
ınan kann also mit dem Apparate nicht bloß Gleichstrom, sondern 
auch Wechselstom, der auf ein Galvanometer (abgesehen von einem 
gewissen Erzittern der Nadel) nicht wirken würde, messen; < ergibt 
sich dabei als eine Quadratwurzel, und zwar je nachdem man den 
Ablenkungswinkel g mißt oder durch Gegentorsion des Aufhänge- 
fadens um den Winkel « wieder aufhebt und je nachdem man 
unifilare oder bifilare Aufhängung benutzt, durch eine der folgen- 
den vier Formeln: 


cos (r?) cos (r!’) 


(unifilar) (bifllar) 
De a9 Ru Ben 2 
(Ablenkung): : = ET D V: fe ne p 
TR ER u 
(Gegentorsion): ? = fe &, i V fine fe sin; 


die hier vorkommende Windungsfläche f der drehbaren Spule 
sowie die drei Konstanten ce der festen Rolle, c, der unifilaren 
und c, der bifilaren Aufhängung muß man, wenn es sich um 
absolute Messungen handelt, besonders bestimmen. In der Aus- 
führung ergeben sich dann verschiedene Möglichkeiten, die Formeln 
zu vereinfachen oder zu modifizieren; bewährte ältere und neuere 
Konstruktionen sind die Elektrodynamometer von W. Weber, 
Kohlrausch, Edelmann, Fröhlich, Siemens & Halske, Thomson, 
Benischke (Allgemeine Elektrizitätsgesellschaft) u. a. — Statt in 
der Horizontalebene zu messen, kann man auch die Vertikalebene 
wählen, d.h. das Prinzip der Wage zu benutzen und erhält so 
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die elektrodynamische Wage; der vorzüglichste Typ ist die 
von Helmholtz-Kahle. Endlich ist das Instrument von Börnstein und 
das Nadel-Elektrodynamometer von Bellati-Giltay zu nennen [—]. 

Elektrische Fernwirkungsgesetze. Die in dem elektro- 
dynamischen Elementargesetze enthaltene Analyse kann man noch 
weiter führen, indem man von den Stromelementen zu den strö- 
menden Elektrizitätsmengen e zurückgeht; auf diese Weise wird 
man eine Verallgemeinerung des Coulombschen Gesetzes erhalten. 
Derartige Gesetze sind vieltach aufgestellt worden und haben eine 
große historische Bedeutung; am bekanntesten ist das Weber- 


sche Gesetz 
hl u (2) 1 en; 
nn r? ! 20? \dt targe i 


andre sind die Gesetze von Graßmann und Clausius. Gegenwärtig 
haben alle diese Gesetze, entsprechend der Verdrängung der Fern- 
wirkungs- durch die Feldtheorie, keine aktuelle Bedeutung mehr, 
zumal sie teils dem Energie-, teils dem Wechselwirkungsprinzipe 
widersprechen. 


x 


Induzierte Ströme werden durch Bewegung von Magneten 
oder elektrischen Strömen sowie durch Anderung ihres Magne- 
tismus bzw. ihrer Stromstärke in benachbarten Schließungen er- 
zeugt; es gibt hiernach vier Arten induzierter Ströme. Allen ge- 
meinsam ist das Grundgesetz induzierter Ströme: Die induzierte 
elektromotorische Kraft ist gleich der Abnahme des elektromag- 
netischen bzw. elektrodynamischen Potentials zwischen dem indu- 
zierenden und dem induzierten Leiter infolge des induzierenden 
Vorgangs, wobei der induzierte Leiter vom Strome eins durch- 
flossen gedacht wird. Nach dem Wechselwirkungsprinzip hat 
z. B. der durch Bewegung induzierte Strom eine solche Richtung, 
daß er durch seine elektrodynamische Wirkung jener Bewegung 
entgegenwirken würde; ferner hat der Schließungsstrom und über- 
haupt der durch Jntensitätssteigerung erzeugte Strom entgegen- 
gesetzte, der Öffnungsstrom und allgemein der durch Strom- 
schwächung induzierte Strom gleiche Richtung wie der primäre 
Strom. — Allgemein: Die induzierte elektromotorische Kraft ist 
gleich der Differenz der vorher und nachher durch den Leiter 
hindurchgehenden Kraftlinien. 

Mit Rücksicht auf die hier in Betracht kommende Bedeutung 
heißt das Doppelintegral im elektrodynamischen Potential der 
-gegenseitige Induktionskoeffizient p,, der beiden Kreise; 
entsprechende Bedeutung für einen Kreis hat der Selbstinduk- 
tionskoeffizient p,,. Von diesem, Faktor abgesehen ist also 
die induzierte Stromstärke mit der Anderung der induzierenden 
proportional, speziell für den Schließungs- oder Öffnungsstrom 
mit dessen Stärke. 
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Einige Werte von p: 
1. Ein einziger gerader. Draht (Länge /, Radius r): 


21 3 
2, = 21 (1og ” --) ; 
2. Ein Kreisdraht (Kreisradius a, Querschnittsradius r): 
a 1 
9%, =4ra (1og E, + 3); 


3. Ringförmige Spule (a Ringradius, r Windungsradius, n Win- 
dungszahl): 


?, = 2an:!la— Ya’—r?); 
4. Zwei parallel gerade Drähte (Länge !, Abstand a): 
2 q, 
pt HT 19a ayatar, 
"ver 
speziell bei kleinem ee 
Del (108 ı) : 
5. Zwei konzentrische Kreise in einer Ebene (Radien «a und 
u+td): | 
2, =4na (1og = — 2) ; 


6. Zwei koaxiale Kreise (Radien a und a-+d, Abstand der 
Ebenen e; d und e sollen klein a 
u) 


Pr =4na (108, 4 
7 


Ohmsches Gesetz für zwei Kreise mit Rücksicht auf 
gegenseitige und Selbstinduktion: 
; di di 

wu + Pu Fr + Pıa # =E, 


j di 
Wy% + Pır —- ‚tPp Pas a =E;. 


Von den Lösungen dieser a für verschiedene Fälle 
können hier nur wenige angegeben werden: 

1. Ein einziger Kreis, elektromotorische Primärkraft E, 
Stromstärke zur Zeit t nach Stromschluß: 


z— = — ewint), 


der Strom steigt also erst allmählich — praktisch meist außer- 
ordentlich rasch — auf seinen Maximalwert an. Ist noch eine 
tote Schließung in der Nähe, so steigt in ihr der Strom zu einem 
Maximum und. fällt dann auf null. 
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2. Einfacher Kreis mit periodisch wechselnder Kraft 
E, Widerstand w, Selbstinduktion p, Wechselzahl 2zn, E=E, 
cos nt: 


i=Acosnt— po), A=-— .- —-—-, p— arctang -F; 


es findet also erstens eine scheinbare Vergrößerung des Wider- 
standes statt, der jetzt. Impedanz heißt (Zusatzglied proportional 
mit dem Quadrate der Wechselzahl und dem Quadrate der Selbst- 
induktion); und zweitens findet eine Phasenverzögerung des Wech- 
selstroms statt, direkt proportional mit der Selbstinduktion, in- 
direkt mit dem Widerstande (Zeitkonstante des Leiters). Ist noch 
eine Funkenstrecke, ein Kondensator oder dgl., also eine Kapa- 
zität c im Kreise, so wird : wie oben, aber 

Pr E, w n 


Zn 7m | Ey n 9; 
für n = Yl/pe wird i am größten: elektrische Resonanz. 


3. Entladung eines Kondensators mit den Ladungen 
+ e durch einen Draht; sie ist kontinuierlich oder oszillierend, je 


nachdem = = 
w>ıy? oder u<2V 2; 


im ersteren Falle ist 

dc 4er, = 
im zweiten 
e=eP!(B, cosyt-+ B, sinyt), P=5;' y- V 


ß ist das Dämpfungsverhältnis der Entladungsschwingungen, 
T=2n/y deren Periode, speziell, wenn w* klein gegen 4 p/c ist, 
d. h. für sehr rasche Schwingungen 


w ww? 1 r 
2» V kp? pe’ 
1 wr 
pe App?’ 


— 1 1 
T=2zype, n=—- = —-—-; 
vp T 2nype 
die Schwingungszahl der Entladungen ist also in diesem Falle 
mit der Wurzel aus Kapazität und Selbstinduktion umgekehrt 
proportional. 

Macht man also Kapazität und Selbstinduktion durch Wahl 
möglichst kleiner und einfach geformter Leiter möglichst klein, 
so kann man überaus rasche elektrische Schwingungen erzeugen. 
Sorgt man ferner durch freie Enden oder sonstwie für Reflexion 
der fortschreitenden Wellen, so erhält man stehende Wellen und 
kann die Wellenlänge durch Bestimmung der Lage der Knoten 
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und Bäuche mittels kleiner Funkeninduktoren messen (Versuche 
von Hertz, Blondlot, Lecher, Righi, Drude u. a.) [—|]. 

Bei veränderlichen Strömen ist der Begriff der Stromstärke 
nicht so einfach wie bei konstanten. Es ist hier zunächst zu 
definieren die mittlere Stromstärke, d. h. der Mittelwert aller i 
während einer Periode r. In vielen Fällen wichtiger ist aber die 
effektive oder wirksame Stromstärke oder der energetische 
Mittelwert, d. h. die Wurzel aus dem Mittelwerte aller @? während 
einer Periode; in Formel: 


ı T \ 
ut fi “-)/ 1 (oa 
0 


0 


Der Unterschied zwischen beiden Größen zeigt sich am deut- 
lichsten bei symmetrischen Wechselströmen, wo jene null, diese 
aber unter Umständen sehr groß ist. — Nächst dem Mittelwert 
kommt hier aber noch der ganze Stromverlauf während einer 
Periode in Betracht; es können nämlich lauter positive Ströme 
stetig aufeinander folgen (Fig. a) oder lauter positive, aber mit 
Pausen (b); oder abwechselnd positive und negative (c); ferner 
kann die einzelne Kurve sinusartig (a—c) oder ziekzackförmig 


0,637 0.319 
0,707 0,33" 
RT ZN nz 
0.000 0,500 0,000 
0,707 0,577 0,577 
ne RR 
0,785 0,000 
0842 0,842 
f 9 
Fig. 10. 


(d, e) oder halbkreisförmig (f, g) usw. sein. In jedem Falle wird 
sowohl die mittlere Stromstärke als auch die Induktionswirkung 
ganz verschieden; den Figuren sind die Werte von (i,) und I, 
in Bruchteilen des maximalen Stroms beigefügt. 

Die Induktionsapparate dienen teils zur Erzeugung, teils 
zur Abänderung von Strömen; sie beruhen teils auf der Induktion 
durch Intensitätsänderung des Primärstromes — Induktorien im 
engeren Sinne — teils auf der Induktion durch Bewegung von 
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Eisenkörpern und Stromleitern im Felde — elektrische Maschinen 
im engeren Sinne. Induktorien werden in den verschiedensten 
Formen gebaut, am vorzüglichsten und verbreitetsten ist der 
Ruhmkorffsche Induktionsapparat, der von vielen Firmen bis zu 
den größten Formaten gebaut wird; die rasche Unterbrechung 
bzw. Umkehrung des Primärstroms wird automatisch besorgt durch 
den Neefschen Hammer oder ähnliche Vorrichtungen, neuerdings 
vielfach durch den elektrolytischen Wehneltunterbrecher [—]. Der- 
artige Induktorien heißen, weil sie gewöhnlichen in hochgespannten 
Strom verwandeln, auch Transformatoren und werden als solche 
in der Praxis immer da angewandt, wo die Anwendung hoch- 
gespannter Ströme erwünscht, ihre direkte Erzeugung aber zu 
kostspielig oder geführlich sein würde. 

Elektrische Maschinen werden gegenwärtig fast nur noch 
nach dem Dynamoprinzip gebaut und heißen Dynamomaschinen; 
d. h. die Spule, in der Strom induziert werden soll, rotiert nicht 
zwischen den Polen fertiger Magnete, sondern zwischen den Polen 
weicher Eisenmassen, um die magnetisierende Spulen herumgeführt 
sind, die mit der ersteren Spule im Zusammenhange (Serien-, 
Parallel-, Verbund-Schaltung) stehen; das erste Angehen wird durch 
die Spur von Magnetismus besorgt, die alles Eisen enthält. Die 
verschiedenen Typen unterscheiden sich im übrigen durch die 
Form des Induktors (neuerdings wieder fast allgemein der Gramme- 
sche Ring), durch die Lage der Pole innen oder außen und durch 
vielerlei anderes [—]. 

Feldtheorie der elektrischen und magnetischen Erschei- 
nungen. Diese, von Faraday und Maxwell entwickelte Anschauung 
findet ihren allgemeinen Ausdruck in den Maxwellschen Gleichungen. 
Es muß genügen, sie hier hinzuschreiben, und zwar in der spe- 
ziellen Form, die sie annehmen, wenn es sich nur um ruhende 
Körper und nur um Nichtleiter, also Dielektrika isotropen Cha- 
rakters handelt. Es seien X, Y, Z die Komponenten der elek- 
trischen, L, M, N die der magnetischen Kraft, es sei v das Ver- 
hältnis der elektromagnetischen zur elektrostatischen Einheit, also 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen (des 
Lichts), und es seien e und u die elektrische und magnetische 
Permeabilität (erstere auch Dielektrizitätskonstante genannt); 
dann ist: 


oL v» (0Z o0Y 0X v/cM 0N 
ot (1-8) Fi N =) 
oM vj(0oX 67 oY v/(oN o©6L 
a en 
oN v/eY 0X ocZ_v/[6L 0M 
dt (55-5). wel. 
oX 0oY,cZ el oM.,o0N 
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oder in Vektorform, wenn € der elektrische, M der magnetische 
Kraftvektor ist: 


OM vv. oE v_. 
u: quirl (€), Pr quirl (M), 


div &=0, div (M=0. 
AusführungenundAnwendungenderFeldtheorie[—|]. 
Spezielle Feldtheorien von Heaviside, Hertz, Cohn, 

Lorentz [—]. 

Hertzsche Versuche; elektromagnetische Wellen. Aus 
den Maxwellschen Gleichungen folgt durch Elimination entweder 
der magnetischen oder der elektrischen Kräfte die neue Gleichung 

X "iX ON, 0X 

DIT" (3; T ey? Y =) 
und die entsprechenden andern; diese Gleichungen stimmen aber 
mit den Wellengleichungen der Elastizitätstheorie überein und 
stellen somit elektromagnetische Wellen dar. Diese Wellen und 
die durch sie gebildeten Strahlen sind von Hertz und seinen Nach- 
folgern experimentell nachgewiesen und untersucht worden [—|]. 


Lieht. 


Die Lehre vom Licht oder Optik wird gewöhnlich in zwei 
Abschnitte geteilt, je nachdem es nämlich genügt, von Licht- 
strahlen zu reden, oder aber nötig ist, von diesen Strahlen auf 
die eigentlichen Wellen zurückzugehen; jener Teil heißt geo- 
metrische oder Strahlenoptik, dieser physikalische oder Wellen- 
optik. Indessen hat sich in den letzten Jahrzelinten gezeigt, daß 
man auch in der geometrischen Optik für feinere Aufgaben, zum 
Teil aber auch schon für die prinzipielle Grundlegung nicht ohne 
Berücksichtigung der Wellennatur des Lichtes auskommt. Im 
folgenden wird daher jene Teilung nicht streng innegehalten. 


I. 


Geometrische Optik; Grundsätze. 1. Satz von der Um- 
kehrbarkeit der Strahlenwege: Einen (durch Reflexionen, 
Brechungen usw. beliebig geknickten) Weg, den ein Lichtstrahl 
in der einen Richtung zurücklegen kann, kann er auch in der 


andern’ Richtung zurücklegen. — 2. Ein System von Strahlen, 
das einmal senkrecht auf einer Fläche steht, bleibt das auch 
nach beliebigen Reflexionen und Brechungen. — 3. Satz vom 


gleichen Lichtwege: Für alle Strahlen eines Büschels, das von 
einem Punkte ausgeht und sich auch wieder in einem Punkte 
vereinigt, ist der „Lichtweg“ oder die „optische Länge“, d. h. das 
Produkt aus Strecke und Brechungsquotient gleich groß [—]. — 
4. Satz vom kürzesten Lichtwege: Der wirkliche Lichtweg 


Geometrische Optik. 311 


eines Strahles zwischen zwei gegebenen Punkten, zwischen denen 
er beliebige Brechungen und Spiegelungen erfährt, ist meist ein 
Minimum im Vergleich mit allen benachbarten, rein geometrisch 
denkbaren Wegen, d. b. die zur Zurücklegung erforderliche Zeit 
ist ein Minimum; es gibt aber auch Fälle, wo er bzw. sie ein 
Maximum ist, 

Faßt man diese Sätze zusammen und schält aus ihnen den 
Kern heraus, so kommt man zu folgendem, erst von Abbe voll 
erkanntem Grundgesetze der geometrischen Optik: Die 
Lagen- und Größenverhältnisse optischer Bilder sowie alle Sätze, 
welche die Bild-, Brenn-, Haupt-, Knotenpunkte usw. betreffen, 
sind gänzlich unabhängig von den besonderen geometrischen und 
physikalischen Bedingungen des Vorganges, sie sind vielmehr rein 
mathematische Konsequenzen der kollinearen Abbildung des Ob- 
jektraumes in den Bildraum (d. h. der Abbildung, bei der einem 
Punkte wieder ein Punkt, einer Geraden wieder eine Gerade, 
einer Ebene wieder eine Ebene entspricht, oder, wie man sagt, 
konjugiert ist). 

Der Vereinigungspunkt von Strahlen heißt Brennpunkt; 
gewöhnlich wird dieser Ausdruck jedoch auf den Vereinigungs- 
punkt von Parallelstrahlen beschränkt; die durch ihn gelegte 
Querebene, die Brennebene, ist alsdann die zur unendlich ent- 
fernten Ebene konjugierte Ebene. Übrigens vereinigen sich bei 
sphärischen Flächen nur die der Achse zunächst liegenden Strahlen 
in einem Punkte, die Abweichung der übrigen heißt sphärische 
Aberration, und zwar laterale, wenn es sich um die seitliche 
Entfernung handelt, in der diese Strahlen beim Brennpunkte vor- 
beigehen, longitudinale, wenn es sich um die Strecke handelt, 
um die vom Brennpunkt entfernt sie die Achse schneiden. Der 
Innbegriff aller Schnittpunkte benachbarter Strahlgruppen, also 
das, was jetzt an die Stelle des Brennpunktes tritt, heißt Breun- 
linie bzw. Brennfläche oderKaustik. Durch Wahl nichtsphä- 
rischer Flächen kann man die Aberration vermindern oder besei- 
tigen (Beispiel: Paraboloid für gewisse Fälle von Reflexion); ebenso 
durch geeignete Kombination sphärischer Flächen von verschie- 
denen Glassorten, Krümmungsradien und Abständen; letzterer 
Weg ist bisher ausschließlich beschritten worden, neuerdings ver- 
sucht man auch die dem ersteren entgegenstehenden technischen 
Schwierigkeiten zu überwinden. 

Das bei der Abbildung stattfindende Verhältnis linearer Dimen- 
sionen — das im allgemeinen von Ort zu Ort wechseln wird — 
heißt Abbildungsverhältnis oder Vergrößerung; insbeson- 
dere ist zu unterscheiden zwischen Lateral- oder Seitenvergrößerung, 
Longitudinal- oder Tiefenvergrößerung und Angularvergrößerung 
oder Konvergenzverhältnis (Verhältnis der Tangenten der Büschel- 
winkel). Die beiden konjugierten Achsenpunkte, in denen die 
, Lateralvergrößerung eins ist, heißen Hauptpunkte, die betreffenden 
Querebenen Hauptebenen; die Achsenpunkte, wo das Konvergenz- 
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verhältnis eins ist, heißen Knotenpunkte, die Ebenen durch sie 
Knetenebenen [—]. 

Im übrigen ergibt sich für die Vergrößerung folgendes Gesetz: 
Die Lateralvergrößerung ist für alle Punkte derselben Querebene 
gleich groß, dagegen umgekehrt proportional dem Objektabstande 
von der Brennebene im Objektraume oder, was dasselbe ist, direkt 
proportional dem Bildabstande von der Brennebene im Bildraume; 
die Tiefenvergrößerung hingegen ist proportional dem Quadrate 
dieser Größe. 

Auch ein enges Büschel, bei dem also die sphärische Ab- 
erration fehlt, vereinigt sich nur dann in einem Punkte, wenn es 
ebenen Charakters ist; ist es dagegen räumlich, so vereinigen sich 
alle Strahlen des einen Hauptlängenschnitts in einem, alle Strahlen 
des andern in einem andern Punkte; die Erscheinung heißt Astig- 
matismus, der Abstand der beiden Brennpunkte voneinander astig- 
matische Differenz. Von Astigmatismus frei sind nur zentrale 
Kugelbüschel; schiefe Kugelbüschel, alle Zylinderbüschel usw. 
sind astigmatisch und müssen durch besondere Kombinationen von 
Gläsern anastigmatisch gemacht werden. 

Die Lage des Brennpunktes hängt ferner von der Farbe des 
Lichtes ab; bei gemischtem, insbesondere bei weißem Lichte tritt 
daher eine neue, die chromatische Aberration auf; sie muß 
durch besondere Kombinationen, Achromate, und noch besser, 
nämlich bis auf eine zweite Annäherung, durch Apochromate, be- 
seitigt werden. 

Weitere Abbildungsfehler, außer den drei genannten, sind das 
Komma, die Verzeichnung und die Bildwölbung [—]. 

Grundgesetz der Reflexion und Brechung: Der reflek- 
tierte wie der gebrochene Strahl (bei isotropen Medien) liegt in 
der Einfallsebene und auf der entgegengesetzten Seite des Lotes 
wie der einfallende Strahl; der reflektierte Strahl bildet mit diesem 
Lote denselben Winkel wie der einfallende Strahl, der gebrochene 
einen — nach dem zweiten Medium hin zu messenden — Winkel, 
dessen Sinus zu dem Sinus des Einfallswinkels für alle Werte des 
letzteren in demselben Verhältnis steht, nämlich im Verhältnis 
der Lichtgeschwindigkeiten in den beiden Medien; in Formel 

sing ®% 

sind» 7, 
n heißt der Brechungsquotient (oder Index oder Exponent). 
Der Brechungsquotient ist also für zwei bestimmte Medien eine 
charakteristische Größe; unter dem Brechungsquotienten eines 
Mediums schlechthin versteht man den gegen Luft (strenger gegen 
das Vakuum). Dagegen hängt der Brechungswinkel und damit 
der Brechungsquotient von der Farbe des Lichtes ab; bei ge- 
mischtem, insbesondere bei weißem Licht, ist daher die Brechung 
mit einer Dispersion oder Farbenzerstreuung verknüpft. — Bei . 
der Brechung aus einem optisch dünneren in ein optisch dichteres 
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Medium (v, < v,) existiert nach obiger Formel stets ein ge- 
brochener Strahl, bei der Brechung aus dem dichteren in da 
dünnere dagegen nur bis zu einem bestimmten Einfallswinkel; 
darüber hinaus findet keine Brechung mehr und folglich, nach 
dem Energieprinzip, totale Reflexion statt; der betreffende Winkel 
heißt Grenzwinkel, er ist bestimmt durch die Formel: 


— Arc sin n. 


 Methylenjodid 
: Monobromnaphtalin.. 
Phosphor in CS, 
' Flußspat 


, Gläser ' Rotkupfererz 
leicht Kron. Rüböl 
schwer Kron | 
leicht Flint.. 
schwer Flint 


| Turmalin 

| Wasser .. 

OIPS ra. ' 1,52 | Zedernöl............ 1,52 

| Kalkspat......... .. 1,66 | Zimmtöl ............ 1,62 

' Kanadabalsamı....... 1,04: |, Zucker. eu. .., 1,56 
Kassiaöl..... ....... 1,61 | 


Rotkupfererz und Diamant brechen also am stärksten, die 
Gase kaum merklich, die Metalle (in dünnen prismatischen 
Schichten) anomal, d. h. ihr Brechungsquotient ist kleiner als 
eins, (am kleinsten bei Natrium, nämlich 0,0045). 

Der Brechungsquotient eines Stoffes ändert sich mit allen 
Einflüssen, die seine Dichte oe ändern, also mit Druck, Temperatur 
usw.; dagegen bleibt angenähert der erste und noch besser an- 
genähert der zweite der beiden folgenden Ausdrücke konstant: 


n—1 1n’—1 


oe oe n?+ 2’ 

man nennt ihn Refraktionsvermögen und kann ihn für 
Mischungen, . Lösungen usw. wie eine additive Eigenschaft be- 
handeln; ebenso für chemische Verbindungen die durch Multipli- 
kation mit dem Molekulargewicht aus ihm erhaltene Mole- 
kularrefraktion, die gleich der Summe der Atomrefraktionen der 
Bestandteile ist. 

Der Einfluß der Temperatur auf n selbst ist sehr verwickelt, 
da er sich für verschiedene Farben verschieden gestaltet; es spielt 
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dabei die Absorption, und zwar die selektive, eine wichtige Rolle 

Der Grenzwinkel liegt bei den meisten Stoffen zwischen 30 
und 50 Grad, bei den Glassorten zwischen 31 (schwerstes Flint) 
und 40 (leichtes Kron); sehr klein, nämlich 24 Grad, ist er bei 
Diamant, sehr groß, nämlich 49 Grad, bei Wasser. 

Wegen der Intensität des reflektierten und gebrochenen 
Lichtes vgl. IV (Schluß). 

Methoden und Apparate zur Bestimmung des Brechungs- 
quotienten. Sie zerfallen in verschiedene Klassen, je nachdem 
es sich um feste Körper oder Flüssigkeiten, um isotrope Körper 
oder Kristalle handelt, und je nachdem man den Körper in pris- 
matischer, planparalleler oder andrer Form verwendet. Die wich- 
tigsten sind folgende: 

1. Prismatische Methode. Sie bedient sich des Spektro- 
meters, bestehend aus einem Tischchen für das Prisma, einem 
Teilkreise und den beiden Rohren für die Zuführung und Beob- 
achtung der Strahlen, nämlich dem Spaltrohr oder Kollimator und 
dem Fernrohr; der Spalt am hinteren Ende des Kollimators ver- 
tritt ein unendlich entferntes Objekt, das vordere Objektiv, dessen 
Brennpunkt eben in den Spalt fällt, wirft auf das Prisma ein 
Bündel von Parallelstrahlen; das Fernrohr ist auf unendlich ein- 
gestellt und liefert daher ein deutliches Spaltbild, sei es ein 
direktes ohne Prisma, sei es ein gebrochenes durch das Prisma 
hindurch; im letzteren Falle nur dann ein einfaches Bild, wenn 
man homogenes Licht benutzt (andernfalls das Spektrum). Im 
allgemeinsten Falle sind Tisch, Kollimator und Fernrohr jedes für 
sich drehbar, bei den einfacheren Typen ist aber das Kollimator- 
rohr fest. Der Winkel des Prisma & muß bekannt sein oder ge- 
messen werden, für feinere Zwecke optisch, nämlich durch Fest- 
stellung .des Winkels, um den Drehung des Prismas oder des 

Fernrohrs erfolgen muß, 

damit das von der einen 
Prismenfläche gelieferte 

Spiegelbild den Ort des 

vorher von der andern ge- 

lieferten einnehme; im er-- 

steren Falle erhält man den 

_ Supplementwinkel, im an- 

dern den doppelten Pris- 

menwinkel. Die Messung 

der Ablenkung des Strahles 

durch die Brechung er- 

Fig. 11. folgt nach einem der fol- 

genden Verfahren: Ä 

a) Minimum der Ablenkung (Methode von Fraunhofer), 
Fig. 7; das Fernrohr wird auf das gebrochene Bild eingestellt und 
nun das Prisma in die Lage gebracht, bei der sich das Bild immer 
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nach derselben Seite bewegt, ob man das Prisma nach links oder 
rechts drehe; auf diese Stellung wird das Fernrohr eingestellt 
und der Winkel d gegen die direkte Stellung abgelesen (bzw. 
gegen die entsprechende Stellung auf der andern Seite und dann 
halbiert); die Formel ist, weil die drei Teile des Strahls vor, in 
und hinter dem Prisma bei dem Minimum der Ablenkung gegen 
dieses symmetrisch liegen, sehr einfach, nämlich: 


b) Senkrechter Austritt (Methode von Meyerstein), Fig. 8; 
man stellt die dem Fernrohr zugewandte Seite des Prismas senk- 


Fig. 12. Fig. 13. 


recht gegen die Sehrichtung, was man daran erkennt, daß das Faden- 
kreuz (das hier beleuchtet sein muß), mit seinem Spiegelbilde zu- 
sammenfällt; Formel: 


sine 
c) In sich zurückkehrender 
Strahl (Methode von Abbe), Fig. 9, 
Spalt unnötig; ınan stellt das (ebenfalls 
beleuchtete) Fadenkreuz erst auf sein 
Spiegelbild an der vorderen Prismen- 
fläche, alsdann auf das an der hinteren 
Fläche ein, d. h. zuerst so, daß die Re- 
flexion an der vorderen, dann so, daß 
die an der hinteren Fläche senkrecht 
erfolgt, und liest den Winkel ß zwischen beiden ab; Formel: 
__sinß 
sine 


d) Streifender Eintritt (Methode von Kohlrausch), Fig. 10; 


Fig. 14. 
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man läßt ein breites Lichtbündel (Natronflamme) streifend auf die 
eine Prismenfläche fallen und bestimmt beim Einstellen auf die andre 
die Grenze der Beleuchtung; ist y der Winkel dieser Einstellung 
mit der Normalen der zweiten Fläche, so ist 


n"—=1+ er u, ’). 


sin « 

2. Planplattenmethode. Hier hat der austretende Strahl 
dieselbe Richtung wie der eintretende, aber er ist um eine ge- 
wisse Strecke seitlich verschoben. Man mißt entweder diese seit- 
liche Verschiebung oder, was üblicher ist, die deutliche Ein- 
stellungsweite eines Mikroskops. Wird z. B. ein Mikroskop auf 
ein Objekt eingestellt und muß es nach Einbringuug einer Platte 
von der Dicke d um die Strecke a verschoben werden, so ist 
n = d/(d — a). Oder man markiert auf der Vorder- und Rück- 
seite der Platte je einen Punkt und stellt nacheinander auf beide 
ein, wozu man um c verstellen muß; dann ist n = d/c. Man kann 
auch mit der vorderen Marke allein auskommen, indem man ihr 
Spiegelbild von der Rückfläche hinzunimmt; dann ist aber 
n = 2d/e. 

8. este inrelzäreiksde Mit Rücksicht auf die ein- 
fache Beziehung zwischen dem Winkel der totalen Reflexion und 
dem Brechungsquotienten kann man letzteren sehr bequem aus 
ersterem ableiten; zur exakten Messung des Grenzwinkels dienen 
mehrere Apparate, so das Totalreflektometer von Kohlrausch und 
die verschiedenen Refraktometer von Pulfrich und Abbe Für 
feste und flüssige Stoffe nimmt der Apparat bzw. die Methode 
verschiedene Form an; bei einigen dieser Apparate werden wieder 
Prismen, bei andern Platten usw. benutzt. Das Abbesche Flüssig- 
keitsrefraktometer besteht im wesentlichen aus zwei gleichen 
Prismen, die mit ihren Hypotenusenflächen einander gegenüber- 
stehen, so daß man einen Tropfen der zu untersuchenden Flüssig- 
keit in den Zwischenraum bringen kann; beide Prismen befinden 
sich in einer gemeinschaftlichen, drehbaren Fassung, und mit 
einem Fernrohr wird auf die sehr deutlich sichtbare Grenze der 
totalen Reflexion eingestellt; man liest alsdann auf einem Kreis- 
bogen unmittelbar das n der Flüssigkeit (gewöhnlich für Natrium- 
licht) ab. Um feste Körper zu untersuchen, nimmt man das untere 
Prisma fort und klebt den festen Körper mit einem Tropfen 
Kassiaöl oder einer andern starkbrechenden Flüssigkeit an das 
obere Prisma fest. — Bei dem besonders für Flüssigkeiten 
einerseits, für die Untersuchung von Kristallen nach ihren 
verschiedenen Richtungen andrerseits geeigneten Halbkugel- 
refraktometer von Abbe wird der Körper direkt oder in einem 
kleinen Zylinderchen aus Glas auf eine Halbkugel aus Flintglas 
gebracht, Licht streifend auf die Oberfläche gebracht und sein 
Austritt an der Unterseite durch ein geeignet geformtes Fernrohr 
beobachtet |—.]. 
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Die wichtigsten katoptrischen und dioptrischen Apparate. 
Jene beruhen auf Reflexion, diese auf Brechung; bei den kom- 
plizierteren Apparaten können auch beide Prinzipe vereinigt sein. 

1. Spiegel. Die wichtigsten Formen sind folgende: 

a) Ebener oder Planspiegel. Das Bild ist virtuell, liegt 
hinter dem Spiegel, ist gleich groß wie das Objekt und symme- 
trisch gelegen. 

b) Winkelspiegel; zusammengesetzt aus zwei oder mehr, 
in je einer Kante zusammenstoßenden Planspiegeln. Liefert zwei 
im Prinzip im allgemeinen unbegrenzte und nur dann begrenzte 
Bilderreihen, wenn der Winkel in 360 Grad aufgeht; in Wahrheit 
kommen aber nicht alle diese Bilder zustande. — Ist bei zwei 
Spiegeln der Winkel ein rechter, so ist in jeder zur Kante senk- 
rechten Ebene der vom zweiten Spiegel zurückkehrende Strahl 
dem auf den ersten fallenden, wie dieser auch gewählt sei, par- 
allel; und bei nicht rechtem Winkel hängt die Divergenz der 
beiden Strahlen mit dem Winkel in einfacher Weise zusammen. 

c) Eckspiegel oder Tripelspiegel; zusammengesetzt aus 
drei oder mehr, in einer Ecke zusammenstoßenden Planspiegeln. 
Ist die Ecke eine rechte, so ist der zu einem beliebigen einfallenden 
Strahle gehörige reflektierte Strahl jenem parallel; und bei andern 
Winkeln findet wiederum eine einfache Beziehung statt. 

d) Hohlspiegel oder Konkavspiegel, sphärisch. Der 
Brennpunkt aller der Achse nahen und parallelen Strahlen liegt 
in der Mitte zwischen Scheitel und Mittelpunkt der Kugelfläche, 
d.h. die Brennweite ist gleich dem halben Radius. Das Bild 
eines außerhalb der Brennweite liegenden Objektes liegt vor dem 
Spiegel, ist reell und umgekehrt, und es ist vergrößert, kongruent 
oder verkleinert, je nachdem das Objekt innerhalb, im oder außer- 
halb des Mittelpunktes liegt; dagegen ist das Bild eines innerhalb 
der Brennweite liegenden Objektes virtuell und aufrecht. Formeln: 
r Radius, f Brennweite, s und s’ Scheitelabstände von Objekt und 
Bild, g und g’ Objekt- und Bildgröße: 


1 1 1 


e) Konvexspiegel, sphärisch. Der Brennpunkt liegt hinter 
dem Spiegel, das Bild ist stets virtuell, aufrecht und verkleinert, 
und zwar um so stärker, je entfernter das Objekt ist. 

f) Zylinderspiegel und Kegelspiegel mit Kreisquer- 
schnitt; geben astigmatisch verzerrte Bilder. 

.g) Aberrationsfreie Spiegel. Spiegel, deren Schnitt eine 
Kurve zweiten Grades ist, geben, falls das Objekt in einem der 
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Brennpunkte sich befindet, aberrationsfreie Bilder, d. h. alle 
Strahlen vereinigen sich auch bei weiten Büscheln im andern 
Brennpunkte. Zu unterscheiden sind erstens Zylinderspiegel mit 
Kegelschnittquerschnitt und Rotationskörper, zweitens aber ellipti- 
sche, hyperbolische und parabolische Spiegel, letztere am wich- 
tigsten, weil hier die reflektierten Strahlen parallel werden 
(Scheinwerfer). 


2. Linsen. Bei Linsen sind die Verhältnisse komplizierter, 
erstens weil sie zwei Oberflächen haben, deren jede eben, konkav 
oder konvex sein kann, und zweitens, weil sie eine gewisse Dicke 
haben, die das Büschel durchsetzen muß. Die Gesetze der dünnen 
Linsen (bei denen man die beiden Hauptpunkte als zusammen- 
fallend ansehen kann) sind relativ einfach, die der dicken kom- 
pliziert; die folgenden Bemerkungen gelten für dünne Linsen. 

a) Sammellinse (in der Mitte am dicksten, also entweder 
plankonvex oder bikonvex oder konkavkonvex, d. h. mit schwächer 
gekrümmter Konkavität und stärker gekrümmter Konvexität). Das 
Bild eines außerhalb der Brennweite gelegenen Objektes liegt 
hinter der Linse, ist reell und umgekehrt, die Summe der rezi- 
proken Linsenabstände von Objekt und Bild ist gleich der rezi- 
proken Brennweite, die Größen verhalten sich wie die Abstände. 


1 | 1 1 N / 8 ’ I 8 ] 


Das Bild eines innerhalb der Brennweite liegenden Objektes 
hingegen ist virtuell und aufrecht, liegt vor der Linse, und zwar 
weiter weg als das Objekt, die Größen verhalten sich wieder wie 
die Abstände, dagegen ist hier die Differenz der reziproken Ab- 
stände gleich der reziproken Brennweite: 


1 1 1 y f: $ RAR f ER f az ss 

a u a a 
Immer steht die Brennweite mit den Radien und dem 
Brechungsquotienten in dem Verhältnis (+ für bikonvex, — für 


konkavkonvex): 


1 1 1 
.—=n-—]) = a .) 

b) Zerstreuungslinse (in der Mitte am dünnsten, also 
plankonkav oder bikonkav oder konvexkonkav). Das Bild ist 
immer virtuell, aufrecht und vor der Linse gelegen, und zwar 
näher, also im entsprechenden Verhältnis verkleinert: 


1 1 1 s_ Pe | ’ 

Dauer Bu 7 En Er 3 
c) Zwei oder mehrere dünne Linsen im unmittelbaren 
Kontakt. Die reziproke kombinierte Brennweite ist gleich der 


Fernrohr. 319 


‘ 


Summe der reziproken Einzelbrennweiten; oder, da man die rezi- 
proke Brennweite (in m) die Stärke oder Dioptrie des Systems 
nennt: die Einzelstärken summieren sich einfach zu der Gesamt- 
stärke. 
d) Zwei dünne Linsen im Abstande d voneinander. Die 
kombinierte Brennweite ist: 
hf 


er 

e) Dicke Linsen [—]. 

f) Zylinderlinsen geben, wie Zylinderspiegel, verzerrte 
Bilder; sie können aber dazu dienen, vorhandenen Astigmatismus 
zu korrigieren (Brillen) oder in bestimmter Weise verzerrte Bilder 
zu liefern (Anamorphot). 


3. Brille. Besteht aus Konkavlinsen für kurzsichtige (myo- 
pische) Augen, aus Konvexlinsen für übersichtige (hypermetro- 
pische) Augen zum Sehen in die Ferne sowie für weitsichtige 
(presbyopische) Augen zum Sehen in der Nähe, aus Zylinderlinsen 
für astigmatische Augen; endlich aus sphärisch-zylindrisch kom- 
binierten Linsen für Augen mit kombinierten Fehlern. 

4. Lupe. Eine Sammellinse (oder korrigierte Kombination 
von Linsen) von kurzer Brennweite; sie wird dem Objekte so weit 
genähert, daß es innerhalb der Brennweite und sein Bild noch in 
der deutlichen Sehweite liegt; die Vergrößerung ist angenähert 
gleich dem Verhältnis der Sehweite (normal 25 cm) zur Brennweite. 

6. Fernrohr. Instrument, durch das entfernte Objekte unter 
vergrößertem Sehwinkel, also scheinbar näher gerückt und mit 
reicherem Detail gesehen werden. 

a) Holländisches oder Galileisches Fernrohr. Hat 
eine Konvexlinse bzw. ein entsprechend zusammengesetztes System 
als Objektiv, eine Konkavlinse als Okular; es liefert virtuelle, auf- 
rechte Bilder (Fadenkreuz und Messungen daher ausgeschlossen), 
die sich bei geringer Vergrößerung, 14—3 gut, bei mäßiger, 
3—6 nur noch unvollkommen und bei größerer gar nicht mehr 
von den verschiedenen optischen Fehlern befreien lassen. Abstand 
zwischen Objektiv und Okular etwa die Differenz der Brenn- 
weiten, daher geringe Länge, Handlichkeit usw. Öpernglas und 
Feldstecher älterer Konstruktion. 

b) Keplersches oder astronomisches Fernrohr. Kon- 
vexlinse von großer Brennweite als Objektiv, eine zweite Konvex- 
linse von kurzer Brennweite als Okular. Liefert reelle, umgekehrte 
Bilder, die mit Hilfe von Fadenkreuz und Mikrometer ausgemessen 
werden können. Abstand zwischen Objektiv und Okular etwa 
gleich der Summe der Brennweiten, daher große Länge. Möglich- 
keit, die Abbildungsfehler in sehr weitgehender Weise zu besei- 
tigen, besonders mit Hilfe der Jenenser Gläser. Astronomisches 
Fernrohr, Ablesefernrohr, Theodolit, Kathetometer usw. 
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c) Terrestrisches oder Erdfernrohr. Geht aus dem 
Keplerschen durch Einfügung eines bildaufrichtenden Systems her- 
vor, wie es zum Ansehen irdischer Objekte erforderlich oder min- 
destens erwiinscht ist. Die notwendige Länge wird dadurch, bei 
Anwendung eines Linsensystems zur Aufrichtung, noch größer, 
und zwar desto größer, je geringer die Vergrößerung sein soll. 

d) Prismenfernrohr. Für kleine und mittlere Vergröße- 
rungen den älteren Konstruktionen bedeutend überlegen. Die 
Bildaufrichtung erfolgt durch ein Prismensystem (Porro, Abbe), 
gleichzeitig aber auch die mehrfache Knickung des Lichtweges, 
so daß der Abstand zwischen Objektiv und Okular sehr gering 
gewählt werden darf. Zeißfeldstecher, Teleater, Triederbinokel, 
Pentagon usw. — Bei den Zeißschen Feldstechern ist durch sym- 
metrische Stellung der für beide Augen dienenden Prismen ent- 
gegengesetzte Seitenverschiebung der Strahlen, also gesteigerter 
OÜbjektivabstand und damit erhöhte Plastik erreicht. Stand- und 
Aussichtsfernrohre, Jagd- und Zielfernrohre usw. [—|]. 

e) Spiegelfernrohre. Entweder mit einem einzigen Kon- 
kavspiegel und ganz (Newton) oder etwas (Herrschel) seitlicher 
Beobachtung; oder mit zentral durchbohrtem Haupt- und kleinem 
sekundären Hohlspiegel sowie Beobachtung durch ein Okular. Nur 
noch für sehr starke Vergrößerungen von Vorteil gegenüber dem 
Refraktor, außerdem für photographische Zwecke. 

6. Mikroskop. Dient zur Vergrößerung naher Gegenstände 
und damit zur Bereicherung ihrer Einzelheiten. Komplizierte 
Systeme als Objektiv und Okular, wozu noch als drittes, mit Rück- 
sicht auf die nicht selbstleuchtende Natur der zu betrachtenden 
Objekte, das Beleuchtungssystem kommt. 

a) Das Objektiv muß mindestens chromatisch und sphärisch 
korrigiert sein, außerdem soll es eine möglichst große numerische 
Apertur (Produkt aus Brechungsquotient und Sinus des halben 
Öffnungswinkels des zur Abbildung gelangenden Büschels) haben. 
Bei Trockensystemen (mit Luft zwischen Objekt und Objektiv) 
ist man dabei sehr beschränkt; weiter kommt man mit Immersions- 
systemen (Flüssigkeit dazwischen), und am besten, auch in andrer 
Hinsicht, sind die homogenen Immersionen (Zwischenflüssigkeit 
von gleichem Brechungsquotienten mit der untersten Objektiv- 
linse und dem Deckgläschen, das das Objekt schützt). Am voll- 
kommensten schließlich sind die in Verbindung mit der homo- 
genen Immersion benutzten Apochromate, die die chromatische 
Abweichung nicht bloß in erster, sondern auch in zweiter An- 
näherung, d. h. die auch noch das sog. sekundäre Spektrum be- 
seitigen. Die Hilfsmittel der geometrischen Optik für die Leistungs- 
fähigkeit des Mikroskopobjektivs sind hiermit erschöpft; deren 
Grenze wird jetzt nur noch durch das Beugungsphänomen be- 
stimmt, d.h. durch die Grenze, bei der sich die benachbarten 
Objektpunkten im Bilde entsprechenden Beugungsscheibchen noch 
voneinander trennen. Diese Auflösung geht aber, ceteris paribus, 
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desto weiter, je kleiner die Wellenlänge des zur Beleuchtung 
dienenden Lichtes ist; man muß daher violettes Licht benutzen 
oder, indem man auf die Beobachtung mit dem Auge verzichtet 
und zur Photographie (Mikrophotographie) übergeht, sogar ultra- 
violette Strablen. Hierzu dient namentlich das Uviol-Mikroskop 
von Zeiß in Jena, das noch den weiteren Vorzug hat, die ver- 
schiedenen OLjektteile infolge ihrer sehr verschiedenen Durchlässig- 
keit für ultraviolette Strahlen gut zu differenzieren und dadurch 
die Färbungsmethoden entbehrlich zu machen [—]. — Über die 
hiermit festgestellte Grenze hinaus kann man Objekte ‚nicht mehr 
abbilden; wohl aber kann man von noch kleineren Objekten 
Beugungsscheibchen beobachten und damit die Existenz jener 
feststellen, sowie, bis zu einem gewissen Grade, ihre quantıtativen und 
qualitativen Eigenschaften ermitteln; hierzu dient das Ultramikro- 
skop, das ebenfalls von Zeiß hergestellt wird [—]. 


b) Das Okular ist zur Beseitigung der Abbildungsfehler 
ebenfalls stets aus mehreren Linsen zusammengesetzt; am ein- 
fachsten, nämlich nur aus zwei Linsen gebildet, ist das noch 
immer sehr viel verwendete Huygenssche Okular. — Die Ver- 
größerung des Mikroskops ist einfach das Produkt der Vergröße- 
rungen von Objektiv und Okular, jede für den betreffenden Objekt- 
abstand genommen; sie ist daher desto größer, je kleiner die 
beiden Brennweiten und je größer der Abstand des Okulars vom 
Objektiv ist. 

c) Der Beleuchtungsapparat ist entweder ein einfacher 
Spiegel, der die Strahlen des zu benutzenden natürlichen oder 
künstlichen Lichtes in das Rohr wirft; oder — bei allen feineren 
Mikroskopen — ein besonderer Konzentrationsapparat, dessen vor- 
züglichster Typus der Abbesche Kondensor ist; er beleuchtet einer- 
seits am vollkommensten, andrerseits trägt er durch die große 
Öffnung und den weiten Spielraum, den er dem beleuchtenden 
Büschel läßt, wesentlich zur Befreiung der Bildung von Beugungs- 
fehlern bei. 


7. Andre Apparate und Instrumente, auf die hier zu- 
nächst nicht eingegangen werden kann: Planparallele Platten, 
Prismen und Prismenkombinationen sowie Apparate, die aus allen 
diesen Formen (Spiegeln, Linsen, Platten und Prismen) in geeig- 
neter Weise zusammengesetzt sind und zur Beobachtung, haupt- 
sächlich aber zu Meßzwecken dienen, und zwar nicht bloß zu 
optischen, sondern zu solchen auf allen Gebieten der Physik und 
der verwandten Disziplinen. 


Methoden zur Bestimmung der Krümmungen, Brenn- 
weiten und Vergrößerungen optischer Instrumente. Diese Me- 
thoden können vorläufig nur kurz angegeben werden [—]. 

1. Krümmungshalbmesser. Er kann mechanisch oder 
optisch ermittelt werden: 
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a) mechanisch, mit dem Sphärometer, durch Messung der 
Erhebung der Mitte eines gleichseitigen Dreiecks über die Ebene 
der Ecken (h Erhebung, a Dreiecksseite): 


ae, 
66h! 2° 
bei den neueren Sphärometern von Zeiß tritt an die Stelle der 
Dreiecksecken die ganze Peripherie eines Kreises; 
b) optisch; bei spiegelnden Flächen einfach durch Spiege- 
lung zweier feiner Lichtquellen im Abstande d von der Fläche 


und e voneinander; wird dicht vor die Fläche ein Glasmaßstab 
angebracht und auf ihm mit. einem Fernrohr der Abstand e der 


Lichtbilder gemessen, so ist (+ für konkave, — für konvexe 
Fläche): 

2de' 

Ter2e' 


c) optisch, durch die Ausmessung der Newtonschen Ringe 
zwischen der Fläche und einer Planfläche (nur für sehr schwach 
gekrümmte Flächen anwendbar); sind, bei senkrechter Beobach- 
tung, a und a’ die Radien zweier nach ihrer Ördnungszahl um % 
unterschiedener Ringe und ist A die bekannte Wellenlänge des 
benutzten homogenen Lichtes, so ist: 


‚92 


a?— a?’ 
kr 


Eine Spezialaufgabe, die hierher gehört, ist auch die Prüfung 
von Planflächen sowie die Bestimmung ihrer Abweichung von 
der exakten Ebenheit [—]. 


2. Brennweite. Hier kommen nur Linsen in Betracht, da 
z. B. bei einem Hohlspiegel die Brennweite der halbe Radius ist. 
Die Methoden sind hauptsächlich folgende: 

a) direkt aus dem Bildabstande eines unendlich fernen Ob- 
jektes, am besten der Sonne; 

b) direkt, aber umgekehrt, indem die von einem in der End- 
lichkeit liegenden Objekt ausgehenden Strahlen durch die Linse 
parallel gemacht werden, was man durch deutliches Sehen in 
einem auf unendlich eingestellten Fernrohre erkennt; der be- 
treffende Abstand zwischen Objekt und Linse ist deren Brenn- 
weite; 

c) direkt, aber allgemein bei beliebiger Di- und Konvergenz 
der ein- und austretenden Strahlen, also einfach nach der Haupt- 
formel (S. 318); ist speziell erreicht, daß s=s’ ist, so ist f= s/2; 

d) indirekt aus der Größe von Objekt und Bild; am ein- 
fachsten durch Gleichmachung beider, alsdann ist die Brennweite 
ein Viertel ihres gegenseitigen Abstandes; oder durch möglichst 
starke Vergrößerung oder Verkleinerung; ist s’ der Abstand des 


Y= 
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Bildes von der Linse, und sind g und g’ die Größen von Objekt 
und Bild, so ist (Auflösung der Formel b, S. 318): 


‚9 
=$ «- ---- u ’ 
{ 979 

e) durch Kombination der Vergrößerungen in zwei Stellungen; 
am einfachsten die Abbesche Methode: v die eine Vergrößerung, 
v die andre, nach Verschiebung des Objektes um d erhaltene: 

a . 
F= 1/v’ — 1/v’ 
älter, aber komplizierter ist die Methode von Meyerstein [—]. — 
Zur bequemen Ausführung der Abbeschen Methode dient das 
Fokometer [—]. | 

Die obigen Methoden sind in dieser Form nur für Sammel- 
linsen anwendbar; für Zerstreuungslinsen müssen sie entsprechend 
abgeändert werden [—]. 

3. Vergrößerung. Am wichtigsten ist die Lateralvergröße- 
rung; sie wird beim Fernrohr durch das Winkelverhältnis einer 
Querdimension im Objekte und Bilde, bei Lupe und Mikroskop 
durch das Längenverhältnis einer Querdimension im Objekte und 
Bilde charakterisiert; bei dem Mikroskop kann man dafür auch 
das Winkelverhältnis setzen, wenn man das Objekt, zur direkten 
Betrachtung, in die normale Sehweite (etwa 25 cm) bringt. Bei 
Lupen ist es am einfachsten, die Vergrößerung aus der Brennweite 
zu berechnen: 


P-147 


dies für normale oder korrigierte Augen; für andre statt 25 eine 
etwas größere oder kleinere Zahl, je nach der normalen Sehweite. 

Beim Fernrohr sieht man eine Skale oder einen andern ge- 
eigneten Gegenstand mit dem einen Auge direkt, mit dem andern 
durch das Fernrohr an und bestimmt das Größenverhältnis; man 
muß das Fernrohr in großer Entfernung von dem Objekte auf- 
stellen, damit das Resultat exakt sei, oder man muß, wenn so 
große Abstände nicht verfüglich sind, nach Waltenhofen eine 
schwache Konvexlinse dicht vor das Objektiv des auf unendlich 
eingestellten Fernrohrs bringen und dann das beobachtete Größen- 
verhältnis mit dem Verhältnis der Abstände des Maßstabes von 
Objektiv und Auge multiplizieren. Oder, nach der Idee von Gauß, 
man mißt mit einem Theodoliten die Winkelgröße eines sehr ent- 
fernten Objektes, einmal direkt, das andre Mal durch das ver- 
kehrt vor den Theodoliten gestellte Fernrohr, so daß es ver- 
kleinernd wirkt; das Verhältnis beider Winkel ist die gesuchte 
Vergrößerung. Bei geringerer Entfernung, die man etwa wegen 
Raummangel wählen muß, ist der zweite Winkel durch den ihm 
entsprechenden wahren Eintrittswinkel 9 zu ersetzen, der sich 
aus linearer Objektgröße a und Abstand b des Objekts von dem 
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Okularkreis des Fernrohrs aus der Formel tg 49 = }a/b ergibt. — 
Schließlich kann man auch bei dem Fernrohr die Vergrößerung 
aus den beiden Brennweiten und den Abständen der wirksamen 
Gläser berechnen. — Von Wichtigkeit ist außer der Vergrößerung 
noch die Größe des Gesichtsfeldes; im Winkelmaß hat sie eine 
einheitliche Bedeutung, im Linearmaß muß man zwischen schein- 
barem und wahrem Gesichtsfelde unterscheiden, die sich durch 
die Vergrößerung als Faktor unterscheiden. Ceteris paribus ist 
das Gesichtsfeld mit der Vergrößerung umgekehrt proportional; 
neuere Gläser, z. B. die mit Prismen ausgestatteten, geben aber 
trotz starker Vergrößerung noch ein großes wahres Gesichtsfeld. 
Die Bestimmung ist naheliegend und einfach [—]. 


Beim Mikroskop wendet man ganz die entsprechenden Metho- 
den an, am besten die erste; d. b. man legt neben das Mikroskop 
in normale Sehweite einen Maßstab und vergleicht ihn durch 
Deckung mit einem andern, auf dem Objekttische liegenden, durch 
das Mikroskop betrachteten Maßstabe oder nach Länge bekannten 
Objekt. Zur bequemen Deckung kann man dicht über dem Okular 
einen unter 45 Grad geneigten Spiegel ohne zentrale Belegun 
anbringen und den Maßstab 25 cm entfernt seitlich und vertika 
aufstellen. — Auch hier kann man die Vergrößerung aus Brenn- 
weiten und Abständen berechnen [—]. — Von Wichtigkeit ist 
hier noch die numerische Apertur (s. oben); sie ist meist bekannt, 
eventuell kann sie mit dem Abbeschen Apertometer bestimmt 
werden. 


III. 


Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts. Sie ist zuerst 
auf astronomischem Wege 1675 von Römer, auf terrestrischem 
Wege von Fizeau 1849 bestimmt worden; bildet man aus allen 
Bestimmungen in geeigneter Weise das Mittel, so erhält man 


V—= 299848 km/Sek. 


oder &bgerundet und in absolutem Maße 8.10'°%. Sie ist etwa 
900000 mal so groß wie die des Schalls, ferner stellt sie die obere 
Grenze dar für die Geschwindigkeit, mit der sich elektrische Phä- 
nomene fortpflanzen können; nur die Gravitation würde sich, falls 
sich das feststellen ließe, vermutlich noch viel schneller ausbreiten. 
Vom Monde kommt das Licht in wenig mehr als einer Sekunde, 
von der Sonne in 81 Minuten, vom nüchsten Fixsterne (« Centauri) 
in 33 Jahren zur Erde. Die obige Zahl gilt für den sog. leeren 
Raum; in Luft ist sie um eine Kleinigkeit, etwa 90 km, geringer; 
in Wasser ist sie nur $ der obigen. Überhaupt wird das Verhält- 
nis der Geschwindigkeiten in zwei Stoffen durch das Verhältnis 
ihrer Brechungsquotienten bestimmt (reziprok). Von der Licht- 
stärke hängt die Geschwindigkeit gar nicht, von der Farbe wahr- 
scheinlich auch nur in kaum merklichem Grade ab [—]. 
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Von den Methoden sind folgende am wichtigsten: 
1. Astronomische: | 
a) Verfinsterung der Jupitermonde (Römer 1675), 
b) Aberration des Lichtes (Bradley 1727). 
2. Terrestrische: 
a) Rotierendes Zahnrad (Fizeau 1849, Modifikationen von 
Cornu 1871, Young und Forbes 1881, Perrotin 1900), 
b) Rotierender Spiegel (Foucault 1849, Modifikationen von 
Michelson 1878, Newcomb 1885), | 
c) Ruhendes Gitter (Michelson 1902). 


Lichtstärke ; Grundbegriffe. Die wichtigsten sind folgende : 

1) Lichtstärke /, d.h. die kinetische Energie der Ather- 
bewegung pro Zeiteinheit, also der Effekt der Atherbewegung. 

2. Lichtstrom ©, das Integral der Lichtstärke über einen be- 
stimmten Lichtbüschelwinkel »&, insbesondere bei gleichförmiger 
Strahlung das Produkt beider: 


„= ul, 
speziell die ganze Strömung ringsum: 
$—=4AnI,; 


1 selbst ist also der Lichtstrom in einem Kegel von der Öffnung 1. 
3. Lichtleistung oder Lichtmenge ®, d.h. das Produkt 
aus Lichtstrom und Zeitdauer: 


=-6dT=4rxIT bw=9®d,T=uolT. 
4. Beleuchtung oder Beleuchtungsstärke E, d.h. Jder auf 
die Flächeneinheit fallende Lichtstrom: 


E=8®/f. 
5. Beleuchtungsmenge, d.h. Beleuchtung mal Zeit: 
M=ET=6T/f. 

6. Flächenhelligkeit oder Erhellung oder Glanz, d.h. 

das Verhältnis der Lichtstärke zur Flächengröße: 
H= Ijf. 

Grundgesetz. Die Beleuchtung durch eine gegebene Licht- 
stärke ist mit dieser direkt proportional, sie hängt ferner von der 
Entfernung in der durch die Ausbreitung der Strahlenbüschel be- 
dingten Weise und endlich im allgemeinen von der Richtung ab, 
in der die Ausbreitung in Betracht kommt. Für eine leuchtende 
Ebene, die nur senkrecht zu sich Strahlen aussendet (Wellenflächen 
parallele Ebenen), ist daher die Beleuchtung von der Entfernung unab- 
hängig, für eine Gerade, die nach allen auf ihr senkrechten Rich- 
tungen Licht ausschickt (Zylinderflächen), ist sie mit der Entfernung 
umgekehrt proportional, für einen leuchtenden Punkt oder eine 
Kugel (konzentrische Kugelflächen) ist sie mit dem Quadrate der 
Entfernung umgekehrt proportional. Die Beleuchtung Jurch eine 
allseitig leuchtende Fläche ist ferner mit dem Cosinus des Winkels 
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zwischen der Fläche und der Strahlungsrichtung proportional 
(Lambertsches Cosinusgesetz). Zusammengefaßt: die Beleuchtung 
eines Punktes durch eine Fläche oder einer Fläche durch einen 
Punkt ist durch die scheinbare Größe der Fläche von dem Punkte 
aus bestimmt. 

Infolge dieses Grundgesetzes kann man die obigen Formeln 
für die Grundbegriffe noch anders schreiben; es wird nämlich: 


— /Ioosa, Q,= Be cosa, 
y ES j M= 1 T. 

7 r 

Lichteinheiten. Die hier folgenden Einheiten und Namen 
haben nur vorläufige Bedeutung, da eine endgültige internationale 
Einigung noch nicht erzielt ist. Auch die allgemeine Reduktion 
der Lichtstärke auf Erg pro Sek ist bisher, trotz einiger aus- 
sichtsreicher Versuche, noch nicht gelungen; man muß sich daher 
mit willkürlichen Einheiten behelfen. 

Die drei wichtigsten Einheiten für die Lichtstärke sind die 
folgenden: 

1. Platineinheit oder Viollesche Lichteinheit, d.h. die 
von einem qcm erstarrenden Platins in normaler Richtung aus- 
gestrahlte Lichtstärke. Diese Einheit ist von zwei internationalen 
Kongressen angenommen und ihr 20. Teil als „bougie decimale“ 
oder „Pyr“ bezeichnet worden; da die Einheit aber nicht leicht 
und nicht mit Sicherheit zu reproduzieren ist, hat sie noch keine 
praktische Bedeutung. 

2. Die Amylazetatlampe oder Hefnerkerze: Material 
Isoamylazetat, Docht aus weichen Baumwollfäden, innerer Docht- 
rohrdurchmesser 0,8, äußerer 0,83, Dochtlänge 2,5, freie Flammen- 
höhe 4 cm; benutzt wird die Strahlung u ruhige Luft in 
horizontaler Richtung. Lichtstärke etwa -!, der Violleschen Ein- 
heit, also 5°%, mehr als die bougie löchnals Die Hefnerkerze 
(HK) wird von der Reichsanstalt geprüft. 

3. Die Pentanlampe von Harcourt; mit Pentandampf ge- 
sättigte Luft wird in einem Argand-ähnlichen Brenner verbrannt; 
Lichtstärke etwa 11,4 HK. 

Die übrigen Einheiten sind jetzt fast völlig verschwunden, 
mit Ausnahme der deutschen Paraffinkerze (NK), die gleich 
1,162 HK ist. 

Für die übrigen Grundbegriffe ergeben sich nun die Einheiten 
von selbst; auch für sie hat man Namen eingeführt: 

Lumen (Zeichen: Im) für die Lichtstärke ], 

Lumenstunde (Lanh) für die Lichtleistung ®, 

Lux (Lx) oder Meterkerze (Mk) für die Beleuchtungsstärke E 

(das ist also die Beleuchtung der Flächeneinheit durch ein 
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Lumen oder die Beleuchtung einer beliebigen Fläche durch 
eine HK in der Einheit des Abstandes), 

Luxstunde (Lxh) für die Beleuchtungsmenge M, 

Hefner-Flüche (gem-HK) für die Flächenhelligkeit A. 

Der Begrift Lichtstärke ist hier im objektiven, physikalischen 
Sinne verstanden; der hiervon verschiedene subjektive oder physio- 
logische Begriff der Lichtstärke (Empfindung infolge jenes Reizes) 
hängt mit ihm durch das psychophysische Gesetz zusammen [—]. 


Photometrische Methoden. Sie sind teils direkten, teils 
indirekten Charakters, in welch letzterem Falle sie Interferenz, 
Polarisation usw. zu Hilfe nehmen; jedoch läßt sich eine strenge 
Einteilung nur schwer vornehmen; 
hier folgen daher die wichtigsten Ww 
Apparate hintereinander: 

1. Photometer von Bou- 
guer (Figur 15); L und L’, die 
zu vergleichenden Lichtquellen, 
werden in solche Abstände r und 
r’ gebracht, daß die beiden durch 
den Schirm getrennten Teile der 
Wand WW’ gleich hell erschei- 
nen; es ist alsdann /’=(r ?/r?). I. 

2. Photometer von Fou- 
cault; wie 1., nur ist der Schirm Fig. 15. 
ein wenig von der Wand abge- 
rückt, so daß die beiden Felder direkt aneinander stoßen. 

3. Photometer von Ritchie (Figur 16); der Schirm ist 
durch einen Winkelspiegel 85’ ersetzt, so daB man die beiden 
Lichtquellen in eine gerade Linie bringen kann. 

4. Photometer von Lambert und Rumford; vor die 
Wand wird ein undurchsichtiger Stab gestellt, und zwar so, daß 
seine beiden, von den Lichtquellen herrührenden Schatten auf 


pP 
” a 
L Bee nz 
Ay Ss 
Ay S’ 
Fig. 16. Fig. 17. 


der Wand unmittelbar aneinander grenzen; durch Verrücken der 
einen Lichtquelle werden beide Schatten gleich hell gemacht. 

5. Fettfleckphotometer von Bunsen; das verbreitetste von 
den einfachen Instrumenten (Figur 17). Ein Papierblatt p, das in 
der Mitte durchlässig, am Rande undurchlässig ist, ist auf einer 
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optischen Bank verschiebbar und wird von der einen Seite durch 
eine Normallampe L, von der andern zuerst durch die eine, nachher 
durch die andre der zu vergleichenden Lichtquellen L’ beleuchtet; 
das Blatt wird so lange verschoben, bis bei schräger Beobachtung 
Mitte und Kand gleich hell erscheinen; aus dem Entfernungs- 
gesetz ergibt sich wiederum das Verhältnis. der beiden Licht- 
stärken. Statt direkt, kann man noch besser durch zwei Spiegel SS’ 
oder ähnliche Vorrichtungen beobachten, so daß man beide Seiten 
des Blattes zugleich sieht. Die Durchsichtigkeit der Mitte wird 
einfach durch einen Fettfleck oder Ölfleck erzielt. Statt der Ein- 
stellung auf gleiche Helligkeit von Mitte und Rand (Gleich- 
heitsphotometer) kann man bei Anwendung der gedachten 
Spiegel auch auf gleichen Kontrast, d. h. gleich helles oder gleich 
dunkles Hervortreten der beiden Fettfleckbilder aus der Umgebung 
einstellen (Kontrastphotometer); es ist das sogar insofern 
vorteilhafter, als die Kontrastempfindlichkeit des menschlichen 
Auges größer ist als die Gleichheitsempfindlichkeit. Jedenfalls 
muß man, um in diesem oder jenem Falle die Empfindlichkeit 
möglichst auszunutzen, das Papier möglichst undurchsichtig wählen 
und den Fleck möglichst durchsichtig herstellen. 
6.PhotometervonLummerundBrodhun. Hierist der „che- 
inische‘“ durch einen „optischen“ Fettfleck ersetzt; in derKombination 
zweier Prismen (Figur 18), deren eines die volle, 
deren andres nur noch die zentrale Hypotenusen- 
fläche hat, und die fest aufeinander gepreßt sind, 
\ spielt nämlich die Kontaktfläche f die Rolle des 
ewW /  Flecka, während am Rande totale Reflexion statt- 
ya findet. LL’ sind die auf der optischen Bank 
verschiebbaren Lichtquellen, p ist ein undurch- 
Fig. 18. sichtiger Schirm, s und s’ sind zwei Spiegel, 
w ist, eine Lupe, das Auge befindet sich bei A. 
— Durch eine gewisse Anderung kann man auch dieses Gleichheits- 
photometer in ein Kontrastphotometer verwandeln. 
7. Photometer von Leonhard Weber. 
a (Figur 19) ist eine durch die Normal- 
kerze, b eine durch die zu messende Licht- 
quelle (zuerst die eine, dann die andre) be- 
leuchtete Milchglasplatte, p ist irgendeine Vor- 
richtung, die bewirkt, daB das Auge in A die 
Mitte durch 5b, den Rand durch a beleuchtet 
sieht; am besten wird man eine Lummer- 
Brodhunsche Prismenkombination wählen; auch 
kann man noch Nicolsche Prismen usw. ein- 
schalten. 
8. Photometer von Wild, J. Joly, 
Fig. 19. Martens, Blondel, Matthews u. a. [--]. 
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IV. 


Polarisation. Natürliches Licht verhält sich nach allen 
seitlichen Richtungen gleich; es könnte also in longitudinalem 
Schwingen der Atherteilchen bestehen. Da es aber durch be- 
stimmte Verfahren möglich ist, Licht herzustellen, das sich nach 
verschiedenen Seiten verschieden verhält, das also jedenfalls in 
transversalen Schwingungen besteht, tut man gut, diese Annahme 
auf alles Licht auszudehnen und nur den Unterschied zu machen, _ 
daß bei natürlichem Licht alle Querrichtungen im Mittel gleich 
vertreten sind, während bei modifiziertem eine bestimmte Quer- 
richtung vorherrscht oder ausschließlich vertreten ist. Man nennt 
solches Licht polarisiert und unterscheidet: 

a) Geradlinig polarisiertes Licht; 

b) Zirkularpolarisiertes Licht, und zwar entweder rechteszir- 
kular oder linkszirkular; es hat keine ausgezeichnete Richtung, 
aber einen ausgezeichneten Drehungssinn ; 

c) Elliptisch polarisiertes Licht, ebenfalls rechts oder links; 
hat mit dem geradlinigen die ausgezeichnete Richtung (große 
Achse der Schwingungsellipse) und mit dem zirkularpolarisierten 
den ausgezeichneten Drehungssinn gemein; 

ad) Natürliches Licht; die Schwingungen wechseln hier sowohl 
örtlich wie zeitlich fortwährend, so daß keine ausgezeichnete 
Richtung und kein Drehungssinn zustande kommt. 

Geradlinig polarisiertes Licht entsteht: 

1. Durch schiefe Reflexion an isotropen Körpern; die Einfalls- 
ebene heißt Polarisationsebene, der Winkel, bei dem die Polari- 
sation am vollständigsten wird, Polarisationswinkel; er ist für 
Wasser 58, für die verschiedenen Glassorten 54 bis 60 Grad. 

2. Durch schiefe Brechung in isotrope Körper hinein; Polari- 
sationsebene ist hier die auf der Einfallsebene senkrechte Ebene 
durch den gebrochenen Strahl; die Polarisation ist nur schwach, 
kann aber durch wiederholte Brechung (Plattensatz) immer weiter 
gesteigert werden. 

Im Zusammenhange mit dem Umstande, daß der reflektierte 
und der gebrochene Strahl senkrecht zueinander polarisiert sind, 
steht der weitere, daß die Polarisation am vollständigsten wird, 
wenn auch die beiden Strahlen senkrecht zueinander verlaufen; 
daraus folgt aber (9 Polarisationswinkel, n Brechungsquotient): 

9 = arc tg n. 

3. Durch senkrechten Durchgang durch eine senkrecht zur 
Achse geschnittene Platte einachsiger Kristalle, z. B. Turmalin; 
Polarisationsebene ist die auf der Kristallachse senkrechte Ebene. 

4. Durch Doppelbrechung in gewissen Kristallen, z. B. dem 
Kalkspat (Nicolsches Prisma); die Polarisationsebene des ordent- 
lichen Strahls ist die Ebene des kristallographischen Hauptschnitts, 
die des außerordentlichen die darauf senkrechte Ebene. 
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Hiermit ist die Polarisationsebene in allen Fällen ein- 
deutig und übereinstimmend definiert. Eine andre Frage ist die, 
ob diese Ebene auch die Schwingungsebene ist oder ob diese 
letztere auf der ersteren senkrecht steht (andre Möglichkeiten 
fallen aus Symmetriegründen weg). Von den Elastizitätstheorien 
des Jiichtes, die Fresnel und Neumann aufgestellt haben, wird 
diese Frage in entgegengesetztem Sinne beantwortet; gelöst wurde 
der Widerspruch erst durch die elektromagnetische Theorie, nach 
der beide Ebenen Schwingungsebenen sind, und zwar die eine 
die der elektrischen, die andre die der magnetischen Kraft. Zu- 
nächst ergibt sich aus dem Umstande, daß die elektrische Erreg- 
barkeit aller Stoffe sehr klein, die magnetische aber für einige 
sehr groß ist, der Schluß, daß die elektrische Kraft senkrecht zur 
Polarisationsebene, die magnetische in ihr schwingt. Nunmehr 
fragt sich zweitens, ob für die Lichtwirkungen der elektrische 
oder der magnetische Vektor maßgebend sei; nach den photo- 
graphischen und Fluoreszenz-Wirkungen ist das erstere der Fall. 
Schließlich muß man noch fragen, ob die Lichtwirkung durch 
kinetische oder potentielle Wirkung zustande komme, d. h., wenn 
man stehende Wellen betrachtet, in deren Bäuchen oder Knoten; 
die bisherigen Erwägungen sprechen mehr für das letztere. 


Durch den PolarisationsprozeßB wird natürliches Licht polari- 
siert, polarisiertes bleibt unverändert, wenn die beiden Polari- 
sationsebenen zusammenfallen, bei gekreuzten wird es ausgelöscht, 
bei anderm Winkel geschwächt. 


Enantiomorphe Kristalle und Lösungen von entsprechendem 
innerem Bau drehen die Polarisationsebene, und zwar je 
nach ihrer Form rechts- oder linksherum (für den Beschauer des 
ankommenden Strahls mit oder gegen den Uhrzeiger). Der Winkel 
für die Streckeneinheit heißt spezifisches Drehungsver- 
mögen, wobei leider keine Einheit des Streckenmaßes herrscht; 
entsprechende Bedeutung hat das molekulare Drehungsvermögen. 

Ist 7 die Strecke, e die Dichte einer Flüssigkeit, ce die Kon- 
zentration der aktiven Substanz in einer Lösung, » die beobachtete 
Drehung, so ist für feste Substanz, Flüssigkeit und Lösung der 
Reihe nach die spezifische Drehung: 


[0] ‚ [0] 
o= MR FR A: 
Übrigens hängt die Drehung sehr stark von der Farbe des 
Lichtes ab, die man daher immer beifügen muß. Spezifische 
Drehung in Graden: 
Quarz (1 mm): 16 (rot), 22 (gelb), 35 (grün), 45 (violett). 
Ferner Lösungen für 100 mm Schichtlänge und gelbes Licht: 
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| Conehinin. cc. 230 || Rohrzucker.......... 66 

 Laktose......ue.cen. 80 || Sacharin.. .... | 
Maltose.......... ...1.137 | Santonin.cccnccccn. 200 | 

' Milchzucker......... 55 Terpentinöl.......... 14 
Nikotin............. 97  Traubenzucker....... 852 
Parasantonid......... 890 | Weinsäure .......... 15 


An sich nichtdrehende, d. h. inaktive Stoffe werden im ma- 
gnetischen Felde aktiv, und zwar positiv oder negativ, je nach- 
dem die Drehung im Sinne der das Feld erzeugenden Ströme oder 
umgekehrt erfolgt; die Drehung für die Einheit der Strecke (cm) 
und die Einheit der Magnetisierungsintensität, im Bogenmaß aus- 
gedrückt, heißt spezifische magnetische Drehung oder Kundtsche 
Konstante: 


54 
— 171 


so beim Durchgang durch Glimmerplättchen. Ein geradlinig po- 
larisierter Strahl läßt sich auffassen als die Kombination zweier 
zirkularpolarisierter, von entgegengesetztem Richtungssinne; diese 
Zusammensetzung kommt zur Realisierung, d. h, Auflösung, wenn 
die beiden Komponenten verschiedene Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit erhalten, u. a. auch im magnetischen Felde: Zeemansches 
Phänomen (se. w. u.). 


Polarisationsapparate. Diese bestehen naturgemäß aus 
zwei Teilen, dem dıe Polarisation herstellenden und dem sie unter- 
suchenden Teile, wozu dann noch die Verbindung beider Teile 
nebst den Hilfsvorrichtungen für besondere Zwecke hinzukommen. 
Der erste Teil heißt Polarisator, der zweite Analysator, beide sind 
im Prinzip ganz en Der wichtigste Apparat dieser Art 
ist das Nıcolsche Prisma, kurz ein Nicol genannt; es ist das 
eine durch Spaltung erhaltene. Kalkspatsäule, an die man statt 
der natürlichen, mit den Seitenkanten unter 71° zusammen- 
stoßenden Endflächen künstliche von nur 68° anschleift, das 
Prisma durch einen zu den neuen Endflächen senkrechten Schnitt 
halbiert und die gut polierten Schnittflächen mit Kanadabalsam 
wieder zusammenklebt. Ein auf die eine Endfläche geeignet 
auffallender Strahl wird alsdann so gebrochen, daß der ordent- 
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liche Strahl an dem Kanadabalsam total reflektiert wird und nur 
der anßerordentliche, senkrecht zum Hauptschnitt polarisierte 
Strahl aus der andern Endfläche austritt, so daB er ungestört 
beobachtet werden kann. — Ein anderer. Analysator ist die 
Turmalinplatte, die wegen ihres Dichroismus —] ebenfalls nur 
den außerordentlichen Strahl durchläßt. — Als drittes ist die 
spiegelnde Glasplatte zu erwähnen, und zwar entweder als ge- 
schwärzte nur spiegelnde, oder als gleichzeitig durchsichtige Platte. 

Die Kombination des Polarisator mit dem Analysator liefert 
Helligkeit bei Parallelstellung, Dunkelheit bei gekreuzter Stellung 
der Achsen. Am einfachsten als Untersuchungsmittel ist die 
Turmalinzange, bei den Apparaten von Nörremberg dient als Po- 
larisator ein Spiegel, als Analysator ebenfalls ein Spiegel oder 
ein Nicol, bei den neueren Apparaten sind meist zwei Nicols ver- 
wendet. Außerdem sind zur Erzielung konvergenten Lichtes so- 
wie zur mikroskopischen Beobachtung geeignete Linsensysteme 
eingeschaltet [—]. 

Den Polarisationswinkel kann man entweder aus dem 
Brechungsquotienten nach der obigen Formel berechnen oder 
durch Anvisieren der spiegelnden Fläche des betreffenden Körpers 
mit dem Nicol, sei es mit bloßem Auge oder durch ein Fernrohr 
bestimmen, wobei man gut tut, ihn nacheinander auf beiden Seiten 
der Flächennormale zu beobachten und von den: erhaltenen Winkel 
die Hälfte zu nehmen; feste Flächen wird man der Bequemlichkeit 
halber vertikal, flüssige muß man horizontal aufstellen. 

Von den übrigen Anwendungen des Polarisationsapparats sind 
die wichtigsten: 1. Feststellung schwacher, ohne weiteres nicht 
erkennbarer Doppelbrechung (s. u.). — 2. Bestimmung der Polari- 
sationsebene in vorliegenden Präparaten. — 3. Untersuchung ein- 
achsiger Kristalle, besonders auf die Brechungsquotienten der 
beiden Strahlen. — 4. Bestimmung des Achsenwinkels zweiachsiger 
Kristalle. — 5 Optisches Drehvermögen fester und flüssiger Sub- 
stanzen; diese Apparate heißen Polarimeter, eine spezielle Art 
Sacharimeter. — 6. Erzeugung und Untersuchung zirkular und 
elliptisch polarisierten Lichtes (Kompensatoren, Metallreflexion usw.). 
— An diesen Andeutungen muß es vorerst genügen [—]. 


Intensität des an isotropen durchsichtigen Körpern reflek- 
tierten und gebrochenen Lichtes. Sie hängt vom Polarisations- 
zustand ab und läßt sich immer aus den Spezialfällen kombinie- 
ren, wo die Polarisation geradlinig ist und ihre Ebene in die 
Einfallsebene fällt oder auf ihr senkrecht steht; die Amplituden 
des einfallenden, reflektierten und gebrochenen Strahles seien im 
ersten Falle E,, R,, @,, im zweiten E,, R,, @,; ferner sei 
der Einfalls-, » der Brechungswinkel. Dann ist in jedem Falle: 


sin (+ 9) 


sin (P — %) „, gg —Yy) „ 
Dee Bi Bat 
ö ö * tg(p +») 
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dagegen ist für die elektrische Kraft 


ME ALEG Go 2 COS sin y 
ne Eng tVing—n. 
für die magnetische Kraft aber: 
 sin?2p E Be een sin 2p 
Pe ink + yon)" 


Die Intensitäten selbst sind den Quadraten dieser Amplituden 
proportional, für das gebrochene Licht aber noch von p und u 
in besonderer Weise abhängig. Aus obigen Formeln lassen sich 
wichtige Schlüsse ziehen E: 

Für kleine Einfallswinkel wird für beide Komponenten: 


»_/Rr — 4) ‚, 
=, 2,2, lo R— (% rt 
es wird also nur ein sehr kleiner Bruchteil reflektiert, z. B. bei 
mittlerem Glas (n —= 3/2) nur 1/25, bei Wasser (n = 4/3) sogar 
nur 1/49. 


V. 


Interferenz. Die für die Wellennatur des Lichts entschei- 
dende Erscheinung ist die Interferenz, d. h. die Tatsache, daß 
sich Lichtstärken nicht immer additiv, sondern unter Umständen 
auch subtraktiv kombinieren, und daß es für das Resultat der 
Kombination nicht blos auf die Lichtstärken der Komponenten, 
sondern noch auf etwas anderes ankommt; dieses andre ist die 
Phase der Wellenbewegung, also bei zwei Komponenten ihre 
Phasendifferenz; bei Schwingungen gleicher Periode ist diese kon- 
stant, bei solchen verschiedener Periode ändert sie sich fort- 
während. Zwei Schwingungen gleicher Periode und Amplitude 
geben eine Schwingung gleicher Periode und von einer Amplitude, 
die zwischen 2A (bei gleicher Phase) und null (bei entgegen- 
gesetzter Phase) liegt. Sind die beiden Amplituden verschieden, 
so liegt die resultierende Amplitude zwischen den Grenzen A + B 
und A — B. Sind auch die Perioden verschieden, so ist die re- 
sultierende Periode der Generalnenner derselben; sind sie nur 
wenig verschieden, so kann man auch sagen: die resultierende 
Periode ist die gleiche wie die einzelnen, aber die Amplitude 
schwankt hin und her (Blinken der Sterne). 

Interferenzfähig sind niemals verschiedene Lichtquellen, da 
bei ihnen die Schwingungszustände in zu unregelmäßiger Weise 
verschieden und zeitlich schwankend sind. Man muß also, um 
Interferenzen zu erzeugen, entweder die Strahlen einer und der- 
selben Lichtquelle auf verschiedenen Wegen an denselben Ort 
leiten; oder man muß von der Lichtquelle katoptrische oder di- 
optrische Bilder erzeugen und diese nunmehr als Lichtquellen, 
und zwar als kohärente, betrachten. Immer kommt es für die 
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räumliche Gestaltung der Interferenzerscheinung auf den Gang- 
unterschied der Strahlen an; dabei ist wesentlich nur der Über- 
schuß über eine ganze Zahl von Wellen, letzterer kommt nur in- 
sofern in Betracht, als bei großen Gangunterschieden erfahrungs- 
gemäß Interferenzen nicht mehr oder doch weit schwerer zustande 
kommen. Die räumliche Interferenzerscheinung besteht in einem 
Wechsel von Stellen größerer und geringerer Helligkeit oder — 
bei weißem oder gemischtem Licht — in einem Wechsel verschie- 
dener Farben. 

Durch die Interferenz erklärt sich die bei Abwesenheit aller 
Hindernisse geradlinige Ausbreitung des Lichtes, also das Phä- 
nomen der Lichtstrahlen; denkt man sich nämlich die von einem 
leuchtenden Punkte ausgehende Welle bis zu einer gewissen 
Kugelfläche fortgeschritten, so müßte man jeden Punkt derselben 
als neuen Erregungspunkt betrachten, kannaber hiervon absehen, da 
die Wirkungen dieser Punkte sich überall aufheben, außer in der 
genau radialen Richtung: Huygenssches Prinzip. Das gilt aber 
nur so lange, als alle Elementarwellen voll zur Ausbildung ge- 
langen /s. w.u.). — [—]. | 

Am einfachsten und wichtigsten sind die Interferenzen zweier 
Erzeuger; man kann sie entweder durch den Doppelspiegel 
oder durch das Doppelprisma, beide schon von Fresnel an- 
gegeben, herstellen; je kleiner der Winkel der Spiegel, desto 
kleiner wird der Abstand a der beiden Lichtquellen, desto diver- 
genter müssen also zwei Strahlen sein, die einen Gangunterschied 
von einer Wellenlänge haben, desto ausgebreiteter wird also die 
Interferenzerscheinung. Die Flächen gleicher Lichtstärke sind 
Rotations-Hyperboloide mit den beiden Zentren als Brennpunkte; 
je nachdem die Hauptachse eines solchen, bei homogener Lichtart von 
der Wellenlänge A, gleich mA oder 4 (2m + 1)A ist, herrscht in 
ihm größte Helligkeit oder Dunkelheit; in einem Achsialschnitt 
erhält man Hyperbeln, in einem Parallelschnitt konzentrische 
Kreisringe. Bei Lichtlinien statt der Punkte, also zylindrischen 
statt der sphärischen Wellen, erhält man gerade Interferenzstreifen, 
ihre Breite ist auf einem Schirme im Abstande b von der Ebene 
der Lichtquellen: 


b h p 
d= £ , = 5 arc cotg 9° 
wo der Sehwinkel von der Schirmmitte nach den beiden Licht- 
quellen ist; 5 muß groß gegen a gewählt werden; für a = 0,1cm 
und b=500 cm wird z. B. d=50004, also für gelbes Licht etwa 
d=0,3 cm. Infolge der Breite der Lichtquellen verringertsich der Kon- 
trast zwischen hell und dunkel, infolge der Nichthomogenität des 
benutzten Lichtes verwandelt es sich in einen Wechsel von Farben. 
— In neuerer Zeit sind noch mehrere Apparate zur Erzeugung 
von Interferenzen konstruiert worden, so die Billetschen Halb- 
linsen, die geneigten Glasplatten von Fizeau und Jamin, der nahezu 
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rechtwinklige Winkelspiegel von Michelson, der Lloydsche 
Spiegel usw. [—]. 

Besonders mannigfaltig sind die Interferenzerscheinungen beim 
Durchgange von Büscheln durch Platten. Sind die Strah- 
len parallel, so erscheint die Platte je nach Dicke d, Brechungs- 
quotient n und Einfallswinkel @ verschieden hell, und zwar im 
einfallenden Lichte umgekehrt wie im reflektierten; zur Berech- 
nung muß man die beim Durchgang 0-, 2-, 4mal usw. reflektierten 
Strahlen, bei der Reflexion die 1-, 3mal usw. reflektierten Strahlen 
berücksichtigen, meist genügt es, die 2 oder 3 ersten zu nehmen, 
da die Intensität rasch abnimmt [—]. — Fallen divergente Strahlen 
auf, so erhält man bei Zylinderwellen Parallelstreifen, bei Kugel- 
wellen konzentrische Ringe: Haidingersche oder Mascartsche 
Streifen bzw. Ringe; sie haben die Bedeutung von Kurven 
gleicher Neigung. [—]. — Bei einer keilförmigen Platte erzeugen 
auch schon Parallelstrahlen Streifen, entsprechend bei einer Linse 
konzentrische Ringe, sie haben aber hier die Bedeutung von 
Kurven gleicher Dicke und heißen Newtonsche Ringe bzw. 
Fizeausche Streifen | Am wichtigsten sind die Newton- 
schen Ringe für die Luftschicht zwischen einem Planglase und 
einem darauf liegenden sphärischen Glase; der Keilwinkel « ist 
hier in der Mitte null und wächst nach außen stetig; ist A der 
Radius des sphärischen Glases und d die Schichtdicke, so ist der 
Radius der Newtonschen Ringe durch die Formel 


r=Rsin« = Y2dR 
bestimmt, die Radien verhalten sich also (dunkle eingeklammert) 


(yo) : yı : (y?2) : y>3 i (YA) : v5, d.h. wie 


(0) : 1: (1,414) : 1,732 : (2) : 2,236, 


und zwar im reflektierten Lichte; im durchgehenden sind gerade 
die andern Zahlen einzuklammern. — Bei sehr homogenem Lichte 
kann man Hunderte von Ringen sehen, bei weniger homogenem 
verwischen sich die Kontraste nach außen hin immer mehr; bei 
Natriumlicht, das aus zwei nahe gleichen Wellenlängen zusammen- 
gesetzt ist, verschwinden sie bei einer Dicke von 0,014 cm, tauchen 
bei der doppelten wieder auf usw. 

Noch andre Interferenzerscheinungen sind die Herschelschen, 
Michelsonschen sowie die Brewsterschen oder Jaminschen Streifen 

Soweit die Interferenz zwischen Strahlen, die in der Haupt- 
sache in der gleichen Richtung fortschreiten. Entgegengesetzte 
Strahlen kann man mit dem Auge, da dessen Netzhaut von hinten 
nicht zugänglich ist, nicht zur Interferenz bringen, wohl aber mit 
der Photographie, sobald die Herstellung von Schichten gelingt, 
deren Dicken nach Bruchteilen der Wellenlänge messen; da man 
hier stehende Wellen erhält, wird man wirkliche Bäuche und 
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Knoten bekommen. Das ist zuerst Wiener gelungen, der die be- 
treffende Schicht schräg in den Strahlengang stellte, so daß die 
Interferenzstreifen nebeneinander auftreten; Neuhauß hat sie dann 
in der gewöhnlichen Bromsilbergelatineschicht auch hinterein- 
ander nachgewiesen (Zenkersche Blättchen). [—]. 

Beugung des Lichtes. Fällt ein Strahlenbüschel auf einen 
undurchsichtigen Schirm mit einer sehr kleinen Öffaung, so tritt 
trotzdem aus dieser Öffnung nach der andern Seite nicht ein 
einzelner Strahl heraus, die Öffnung wird vielmehr zum Ausgangs- 
punkt eines neuen Büschels. Überhaupt werden die Strahlen an 
den Rändern von Flächen und Löchern von ihrer geradlinigen 
Bahn augebeugt. Je nach den Umständen sind die entstehenden 
Beugungserscheinungen und räumlichen Beugungsfiguren sehr 
mannigfaltig und komplizierte Man unterscheidet gewöhnlich 
zwei Klassen: die Fraunhoferschen, bei denen die Abstände r 
und r' des Objekts und der Beugungsfigur vom beugenden Schirme 
sehr groB sind (Beobachtung daher mit dem Fernrohr) und die 
Fresnelschen, wo r und r' endlich sind (Beobachtung mit der 
Lupe). 

Die allgemeinen Formeln für den Lichtvektor und die Inten- 
sitit sind natürlich relativ kompliziert, es spielen dabei die sog. 
Fresnelschen Integrale eine wesentliche Rolle en; 

Fraunhofersche Beugung durch einen Spalt von der 
Breite 2a. Es sei x die seitliche Koordinate des Lichtspaltes, 
x die einer Stelle der aus Parallelstreifen bestehenden Beugungs- 
figur, A die Wellenlänge und zur Abkürzung 

2n (x x 
7 ( r + ) 
esetzt, dann ist die Intensität an irgendeiner Stelle der Beugungs- 
far, ausgedrückt durch die maximale in der Mitte: 


(>22) T; 

pa 

Helligkeitsmaxima liegen also beiderseits überall da, wo 
tangpa=pa 

ist, Minima (= 0) bei sinpa=0; einige solche Stellen nebst 

ihrer relativen Helligkeit: 


1m 2m 2460 3x | 34T 


0,046 o 0016 | 0 0,008 


der zentrale Streifen ist doppelt so breit wie die übrigen und, 
wie man sieht, unvergleichlich heller. Die Streifenbreite ist mit 
der Spaltbreite umgekehrt proportional, mit der Wellenlänge 
direkt, so daB bei weißem Lichte die Streifen an der Innenseite 
violett, an der Außenseite rot erscheinen. 
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Entsprechend wird für ein Rechteck von den Seiten 2a und 


2b, wenn 
2m ly a 
ı1=7 6 T r 


. 2 1 2 
io (2°) (#237) T: 
pa gb 


die Figur ist hier ein Stern, indem in den Kantenrichtungen mehr 
Perioden zur Ausbildung kommen als in den Diagonalrichtungen ; 
Breit- und Langseite der Öffnung sind in der Beugungsfigur ver- 
tauscht. 

Hat man nicht einen einzigen Spalt, sondern eine regelmäßige 
Folge solcher, d.h. ein Streifengitter, so vermehrt sich die 
Zah] der Minima, und es bleiben nur noch einzelne helle Stellen 
übrig, die man als Beugungsbilder des das Gitter beleuchtenden 
Lichtstreifens (leuchtender Spalt) betrachten kann; der Winkel- 
abstand derselben von der Mitte hängt jetzt nicht mehr von der 
Breite der einzelnen Spalte, sondern nur noch von ihrem Abstande, 
der sog. Gitterkonstanten, ab, und zwar ist sein Sinus mit der 
Ordpungsnummer des Bildes und der Wellenlänge direkt, mit der 
Gitterkonstante umgekehrt proportional. — Statt im durchgehenden 
kann man auch im reflektierten Lichte beobachten, indem man 
. abwechselnd spiegelndes und nicht spiegelndes Gitter her- 
stellt. : 

Will man reelle Beugungsbilder erzeugen, so muß man das 
Gitter auf einer Linse oder einem Konkavspiegel anbringen; 
letzteres Präparat heißt Rowlandsches Konkavgitter, es wird 
in außerordentlicher Feinheit (bis zu 200 000 Streifen pro cm) 
hergestellt und liefert daher sehr ausgedehnte Beugungsbilder 
(s. w. u.). 

Huygenssches Prinzip. Auf der Interferenz beruht der 
Fundamentalsatz der Wellenlehre, das Huygenssche Prinzip, und 
dieses seinerseits führt wiederum auf die Beugung. Es besagt, 
daß, wenn von einer punktförmigen Lichtquelle eine Welle bis zu 
einer bestimmten Kugelfläche gelangt ist, und wenn man nunmehr 
alle Punkte dieser als neue Quellen und somit als Zentren neuer 
Kugeln betrachtet, alle Wirkungen dieser Wellen sich durch Inter- 
ferenz aufheben mit Ausnahme der Wirkungen in den Punkten, 
die auf der geradlinigen Verlängerung der Linien vom primären 
zum sekundären Zentrum liegen. Damit ist die Tatsache der 
geradlinigen Ausbreitung des Lichts, also die Existenz von Strahlen, 
dargestellt. Indessen ist diese Existenz keine reale; wenn man 
nämlich, um Strahlen oder enge Büschel zu isolieren, der Wellen- 
bewegung Hindernisse in den Weg stellt, wird auch jene Inter- 
ferenz gestört, und die Ausbreitung der Wellen hört auf, überall 
geradlinig zu sein; die dann auftretenden Erscheinungen sind 
eben die Beugungserscheinungen. Zune 
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Das Huygenssche Prinzip ist von Fresnel ausgearbeitet, aber 
erst von Kirchhoff u. a. auf strenge Basis gestellt worden [—|]. 


vE 


Dispersion oder Farbenzerstreuung. Sie tritt bei jedem 
optischen Prozesse auf, dessen Formel die Wellenlänge enthält, 
es bildet sich dabei ein mehr oder weniger vollkommenes Spektrum 
aus. Am wichtigsten sind folgende Fälle: 1. Brechung; '2. totale 
Reflexion (farbige Grenze der totalen und partiellen Reflexion); 
3. Interferenz (farbige Streifen); 4. Beugung (Beugungsspektren); 
5. Drehung der Polarisationsebene des Lichtes (Rotationsdispersion). 


Das Spektrum besteht aus einer stetigen Folge reiner oder 
Spektralfarben, geordnet nach der Wellenlänge; die Verteilung 
der Farben ist aber in den einzelnen Fällen ganz verschieden; 
das in dieser Hinsicht normale Spektrum ist das Beugungsspektrum, 
weil hier die Ablenkung nahezu proportional der Wellenlänge 
ist, beim Brechungsspektrum kommt es dagegen auf das Material 
des brechenden Körpers an, und meist ist hier der violette Teil 
auf Kosten des roten und gelben stark in die Länge gezogen; 
außerdem laufen beide entgegengesetzt, weil die roten Strahlen 
am wenigsten brechbar und am stärksten beugbar, die violetten 
am stärksten brechbar und am wenigsten beugbar sind; endlich 
gibt es bei der Brechung nur ein einziges, bei der Beugung aber 
eine ganze Serie, die man als erstes, zweites Spektrum usw. be- 
zeichnet und die in den Fällen, wo sie sich teilweise oder ganz 
überdecken, zu Mischfarben Anlaß geben. 


Das für das menschliche Auge sichtbare Spektrum reicht 
etwa von der Wellenlänge 0,75 u (1 u = 0,0001 cm) bis zu 0,375 u 
oder von der Schwingungszahl » = 400 Billionen bis zu 800 Billionen, 
es umspannt also, in musikalischer Ausdrucksweise, gerade eine 
Oktave; unter günstigen Umständen, namentlich mit ausgeruhtem 
und gut geschütztem Auge kann man aber beiderseits erheblich 
weiter kommen, einerseits in das ultrarote, andrerseits in das 
ultraviolette Gebiet hinein; im übrigen ist das ultrarote Gebiet. 
wesentlich thermisch, das ultraviolette photographisch und Rue 
zenzerregend wirksam. 


Die folgende Tabelle (S. 339) gibt für einige über das ganze Ge- 
biet verteilte Stellen die Schwingungszahl in Billionen, die Wellen- 
länge (in Luft) in uu (1 uu = 0,001 u = 0,0000001 cm), die be- 
treffende Farbe oder Wirkung, die an dieser . Stelle gelegene 
dunkle oder helle Linie (s. w. u.) und das ihr zugrunde liegende 
‚Element. 


Sehr genau hat Michelson drei Kadmiumlinien ausgemessen, 
eine im oh, eine im grün und eine im blau; sie können, da es 
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250 1200 | | Ö, 
334 898,8 |, Ultrarot (Wärmewirkung).. | Y 
363 849,7 | | X. 
365 822,6 ’. -; 
395 759,4  Außerstes Dunkelrot ...... 4 
417 7186  Tiefes Rot ............... ' @ 
437 : 686,7  Hochrot ........2222222.: ı B 
449 670,8 I: 
457 656,8 Rotorange ........2....:.. € 
5608 589,6 D 
10 1Bas0o.ı| Volles Clbnssnesinnengsse | p' 
618 579 ! Hellgelb.................. —_ 

: 560 ' 5646 ; Hellgelb, etwas grünlich.... | _ 
530: ,.998 £ 1 Grün... san E 
580 Ä 517 Grün, etwas bläulich ...... b 
617 , 486,1 , Cyanblau..........222.2.. F 
690 | 434 | Indigoblau bis violett ..... - 
097 ; 430,8 , Violett, bläulich .......... G 
731 : 410,2 | Violett ...... RR h 
158 | 305° | AuBersten Violett once. H 
186 | 382 L 
892 | 836,1 | | P 
'1017 : 294,8 ‚| Ultraviolett (Fluoreszenz und]' U 


‚1210 247,9 | photographische Wirkung) | 
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sich hier um wahre Naturkonstanten handelt, als Etalons für die 
Längeneinheit dienen (s. o. 8. 205): 


1. 1 — 648,84722 u | 2. ı = 508,58240 u 
1 cm 15531,6354 1 cm = 19662,497 A 
2 1 = 479,99107 u 


1 cm = 20833,721 4 


Zu unterscheiden ist zwischen den kontinuierlichen Spektren 
fester und flüssiger Körper, die bei Rotglut (525°) nur den roten 
Teil zeigen und mit steigender Temperatur sich immer mehr aus- 
dehnen, bis sie bei Weißglut (1600°) vollständig geworden sind, 
und den Linienspektren gasförmiger Stoffe, die nur einzelne Linien 
(Spektrallinien) von der der Stelle des Spektrums entsprechenden 
Farbe aufweisen, und zwar mitsteigender'Temperatur immer mehr und 
immer hellere. Dazwischen liegt eine dritte Art, die Bandenspektren. 

Soweit die Emissionsspektren; ihnen gegenüber stehen 
die Absorptionsspektren, die sich zu jenen wie das Negativ 
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zum Positiv verhalten; die Linien, hier Absorptionslinien genannt, 
stehen hier schwarz auf farbigem Hintergrunde. 

Das Sonnenspektrum stellt eine Verbindung von Emissions- 
und Absorptionsspektrum dar; der im großen Ganzen kontinuier- 
liche helle Teil rührt, wie man annimmt, vom glühenden Sonnen- 
kerne, die dunkeln, als Fraunhofersche Linien bekannten Linien 
größeren Teils von der Sonnen-, kleineren Teils von der Erdatmosphäre. 

In der obigen Tabelle sind einige wichtige Linien mit ihren 
Schwingungszahlen und Wellenlängen verzeichnet. 

Wenn ein Stoff ein Spektrum mit vielen Linien besitzt, so 
besteht zwischen deren Wellenlängen nicht selten ein gesetz- 
mäßiger Zusammenhang, so daß man von harmonischen Serien 
sprechen kann; als Beispiele seien erwähnt die Balmersche Formel: 

m? 
eg 
in der c eine Konstante und m—= 3, 4,...15 ist und die 14 Wasser- 
stofflinien gut darstellt; sowie die vielfach verwendbare Formel 
von Kayser und Runge: 


I — A+ Bm-2 + Cm-h, 


wo für m eine gewisse Reihe ganzer Zahlen zu setzen ist. 

Doppler-Effekt: Im Spektrum einer Lichtquelle, die sich 
auf uns zu oder von uns fort bewegt, tritt eine Anderung der 
Schwingungszahl, also der Wellenlänge auf, die sich durch eine 
Verschiebung der Spektrallinien zu erkennen gibt; in den meisten 
Fällen ist sie freilich sehr geringfügig. 

Zeeman-Effekt: Im magnetischen Felde findet eine Zer- 
legung der Spektrallinien statt, und zwar im großen Ganzen 
(aber mit vielen Ausnahmen und Komplikationen) in der Weise, 
daß in der Richtung der magnetischen Kraftlinien eine Zweitei- 
lung, senkrecht zu ihnen eine Dreiteilung eintritt, also dort ein 
sog. Duplet, hier ein Triplet entsteht; beim Duplet sind die beiden 
Komponenten links- und rechts-zirkularpolarisiert (s. oben), beim 
Triplet sind alle drei linear polarisiert, und zwar die mittlere 
senkrecht zu den beiden äußeren. Auch dieser Effekt ist meist sehr 
schwach; die Strecke z. B., um die eine der beiden gelben D-Linien 
auseinander gespalten wird, beträgt selbst im stärksten Magnetfelde 
nur etwa ein Viertel des Abstandes der beiden D-Linien [—]. 

Dispersion verschiedener Stoffe. Die oben S. 313 an- 
gegebenen mittleren Brechungsquotienten sind nunmehr durch 
Angabe der Dispersion zu ergänzen. Man gibt entweder die totale 
Dispersion an, d. h. die Differenz der n für die Grenzen des sicht- 
baren Spektrums (Linien A und H); oder man beschränkt sich, 
was für die Praxis meist wichtiger ist, auf den mittleren Teil 


des Spektrums (Linien C bis F') und nennt die Größe 
aa) 


n(D) —1 
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die relative Dispersion, das reziproke auch die reziproke 
Dispersion. Für speziellere Zwecke muß man freilich die ein- 
zelnen n-Differenzen zwischen den Hauptlinien angeben, da der 
Gang der Dispersion für verschiedene Stoffe und z. B. selbst für 
verschiedene Gläser sehr verschieden ist; liegt doch in der Auf- 
findung von Gläsern mit spezifischem Gange der Dispersion, wie 
sie in Jena in den achtziger Jahren gelungen ist, ein wesentlicher 
Fortschritt der praktischen Optik. 


Jenenser Gläser. 


Nr. n(D) |'n(F)—n(0) 1000 2° 


0225 1,5189 | 000737 | 103 
' Silikatkron ............- "0138| 5258 | 00872 16,6 _ 
Leichtes Boratkron...... | 552 ' 5047 00840 16,7 
. Leichtes Boratflint ...... ı 885 ' 5503 00996 181 
' Borosilikatflint.......... 0164 5503 01114 20,2 
Leichtes Silikatflint ..... 0154, 5710 Ä 01327 | 238 
Schweres Boratflint...... 810 | 6797 01787 26,3 
| Schweres Silikatflint..... 0198| 7782 | 0894 | 
| 


| Schwerstes Silikatflint ... | S57T 9626 04882 


Feste Stoffe. 


—— ——— 
In(F)—n(C) 1000 4 


0,0496 46,4 

024 177 

005 104 

Jodsilber 1256 104,2 

Kalkspat (ord. S.). | 0135 20,4 

Quarz (ord. S.).... 0078 14,3 
Steinsalz | 0127 


= 
| InF)—n(C)| 10004: 
ee ee 0,0062 17,5 


Ather... eniiedee 0052 14,6 
Ben20l...u4.2:=..02.2428% 0167 33,3 
. Monobromnaphtalin .. 0325 | 49,2 
Schwefelkohlenstoff .. 0345 54,7 
' Schwefelsäure ....... 0073 | 16,7 
Wasser eu. | 180 
Zimmtöl ............ i 69,5 
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Totale Dispersion. 


Alkohol . ae | 0,0150 | Schwefelkohlenstoff 0,0914 
Arragonit TEN - 0,031 " Steinsalz.......... 0,031 
MDR Sr .! 0,014. he a eg | 0,019 
Kassisöl .......... 0,1151 Wasser . EN REN ' 0,0145 


Wie die Brechunz selbst, so hängt abzenn es die Dispersion 
von der Temperatur ab; obige Zahlen gelten für Zimmertemperatur. 


Normale und anomale Dispersion. Während bei nor- 
malen Substanzen der Brechungsquotient mit zunehmender Wellen- 
länge dauernd abnimmt, gibt es andre Körper, bei denen das nur 
auf einzelnen Teilstrecken der Fall ist, während die Verbindungs- 
stücke dieser Teilkurven den Charakter steiler Anstiege haben 
(s. die schematische Kurve). Diese Verbindungsstücke bezeichnen 
zugleich Gebiete, in denen die Substanz das Licht mehr oder 
weniger vollständig absorbiert, weshalb sie auch nur mühselig 
und zum Teil gar nicht direkt zu beobachten sind. Dem ent- 
spricht es, daß die betreffenden Substanzen meist spezifisch und 
intensiv gefärbt sind. Als Beispiel für den Gang des Brechungs- 
quotienten diene Fuchsin: 


Linie H G F E D C B A 
n 154 1,31 Absorption 1,90 1,81 1,73 


Von den Metallen dispergieren Gold und Kupfer normal, dagegen 
Eisen, Nickel, Platin und Wismut anomal. Die anomale Dis- 
persion läßt sich nach verschiedenen Methoden in sehr inter- 
essanter Weise demonstrieren [—]. 

Bei gleicher Wellenlänge besteht die merkwürdige Beziehung 
zwischen dem Brechungsquotienten und der Dielektri- 
zitätskonstante (S. 261), daß n?=e ist. Diese Beziehung 
erweist sich also immer dann als richtig (wie es die elektromag- 
netische Lichttheorie verlangt), wenn beide Größen aus Versuchen 
mit gleicher Länge der benutzten Wellen angestellt werden; bei 
verschiedener nur dann, wenn die Dispersionskurve zwischen beiden 
Wellenlängen keine Unstetigkeitsstelle, d. h. ein Absorptionsgebiet 
aufweist; bei den meisten Stoffen ist aber eine solche Stelle 
irgendwo oder mehrfach vorhanden, und zwar kann man drei 
Fälle unterscheiden: Anomalie der elektrischen, der optischen 
Dispersion und Anomalie des Übergangs zwischen beiden. Bei 
Wasser z.B. ist der Brechungsquotient für elektrische Wellen 
etwa 9, der für optische, also kürzere, für die er doch größer 
sein sollte, im Gegenteil sehr viel kleiner, nämlich 1,33; da- 
zwischen liegt in der Tat das ausgedehnte Absorptionsgebiet des 
Wassers für Wärmequellen usw. 

Farben treten ferner bei der Interferenz in dünnen Schichten 
(S. 335) auf, und zwar bilden sich hier infolge der Übereinander- 
lagerung verschiedener Teile von Spektren verschiedener Ordnung 
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Mischfarben, die man, besonders wenn sie, wie bei Blättchen 
von überall gleicher Dicke, einzeln auftreten, als Farben dünner 
Blättchen bezeichnet. Schon Newton hat diese Farben studiert 
und in folgender Weise in Ordnungen geteilt; die erste Spalte 
gibt die Dicke der Schicht in uw, die zweite den Farbenton im 
reflektierten, die dritte den im durchgehenden Lichte an: 


En T—————— 
d || : reflektiert durchgehend 
Erste Ordnung: 

ı 6 , schwarz weiß | 
| 48 lavendelgrau gelbweiß | 
100° grau ‚ gelbbraun Ä 
140 ' strohgelb  dunkelviolett 

210 ' braungelb . blaugrau 

250 rotorange , blaugrün 
Zweite Ordnung: 

280  purpur | hellgrün 

295 ' indigo goldgelb 

330 himmelblau ‚orange 

375 grün u hellkarmin 

433 | grüngelb ‚, violett 

475 | orange  _ dunkelblau 

520 ' rotpurpur | blaugrün 
Dritte Ordnung: 

675 indigo ' unklar gelb 

630 ünlichblau fleischfarben | 

710 ahlgelb graublau | 

750 '" fleischfarben meergrün 

820 | purpur graugrün | 
Vierte Ordnung: \ 

900  hellgrün ı karmin | 

980 weißlichgrün grau 

1025 |: fleischrot - grün 


Fünfte Ordnung: 


‚1170 | mattblaugrün ;, mattfleischrot 
„mattfleischrot |; mattblaugrün 


Bei noch größerer Dicke lagern sich schon so viele Komponenten 
übereinander, daß man sich einem unreinen Weiß immer mehr 
nähert. 

‚Herstellung, -Beobachtung und Ausmessung des 
Spektrums. Zur Erzeugung des Brechungsspektrums dient ein 
nıöglichst stark dispergierendes Prisma, z, B. aus geeignetem 
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Jenenser Glas oder aus Schwefelkohlenstoff, in ein parallelwan- 
diges, dreikantiges Glasprisma gefüllt; auch kann man das Licht 
nacheinander durch mehrere Prismen schicken. Um das Spektrum 
objektiv zu entwerfen, muß man leuchtenden Spalt und Sammel- 
linse anwenden und den Projektionsschirm in der Entfernung auf- 
stellen, wo ohne Prisma das scharfe Spaltbild entstehen würde; 
ist die Quelle Sonnenlicht, so erblickt man jetzt im Spektrum die 
Fraunhoferschen Linien in voller Schärfe. Zur subjektiven Beob- 
achtung dient das Spektroskop [—], zur Ausmessung das Spektro- 
meter, bestehend aus Kollimatorrohr (das in gewissen Fällen auch 
entbehrlich ist), Prisma, Fernrohr und Teilkreisen, einem für den 
Prismentisch und einem für das Fernrohr; um im Fernrohr das 
Spektrum mit einem Maßstab zur Koinzidenz bringen zu können, 
dient bei dem Bunsenschen Spektralapparat ein drittes, das Skalen- 
rohr, das so gestellt ist, daß die es durchsetzenden Strahlen nach 
Reflexion am Prisma ins Fernrohr gelangen; eine andre Einrich- 
tung zu diesem Zwecke‘ ist ein Okularmikrometer. 

Zur Herstellung von Beugungsspektren dienen feine Gitter, 
und zwar, wenn es sich um objektive Darstellung und starke Dis- 
persion handelt, nicht das ebene, sondern das Rowlandsche Kon- 
kavgitter (s. 0.) in seinen verschiedenen neueren Ausgestaltungen [—]. 

Messung der Wellenlänge. Hierzu dienen in erster Reihe 
die Fraunhoferschen Beugungserscheinungen; benutzt man ein ge- 
wöhnliches Gitter von der Konstante (S. 337) d, und handelt es 
sich um homogenes Licht, so bestimmt man einfach die Winkel- 
beugung @ des p. Spaltbildes und hat dann: 


en, 
p 
natürlich nimmt man aus den beiderseitigen Beugungsbildern und 
aus den verschiedenen p — wieweit man dabei gehen soll, muß 


man von Fall zu Fall entscheiden — das Mittel. Handelt es sich 
um die Bestimmung der Wellenlänge einer bestimmten Stelle 
eines Spektrums, so muß man diese Stelle in den Beugungsspektren 
fixieren und ebenfalls die Winkelbeugung feststellen. 

Ein andres Verfahren zur Bestimmung der Wellenlänge be- 
ruht auf den Newtonschen Ringen (S. 335); ist R der Krümmungs- 
radius der Kugelfläche, und sind r, und r, die Radien zweier um 
p in der Ordnungszahl auseinander liegender Newtonscher Ringe, 
so ist: 


vH. 


Strahlung. Die Lehre von der Strahlung ist nicht spezifisch 
optischen Charakters, da sie auch die Wärmestrahlung, die nur 
chemisch wirksame Strahlung usw. umfaßt; ob eine Strahlung und 
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in welchem Maße sie diese verschiedenen Wirkungen erzeugt, 
hängt wesentlich von der Wellenlänge ab. 

Emissions- oder Strahlungsvermögen eines Körpers 
ist die von seiner Oberflächeneinheit in der Zeiteinheit ausgehende 
Strahlungsmenge; es hängt von den Temperaturen des strahlenden 
und des bestrahlten Körpers 7' und 7, ab und heißt deshalb 
relative Strahlung, außer in dem Grenzfalle, wo der bestrahlte 
Körper die absolute Nulltemperatur hätte, wo man alsdann vom 
absoluten Strahlungsvermögen spricht. Die drei wichtigsten hier- 
her gehörigen Gesetze sind folgende: 

1. Stefansches Gesetz: das Strahlungsvermögen ist mit 
der Differenz der vierten Potenzen der absoluten Temperaturen 
proportional; der Faktor heißt Strahlungskonstante: 

S=6c(T'— T,'). 
Das Gesetz gilt theoretisch und erfahrungsgemäß nur für den 
absolut schwarzen, d.h. die ganze auf ihn fallende Strahlung 
absorbierenden Körper exakt; für andre nur mehr oder weniger 
angenähert. Für den schwarzen Körper ist co — 1,2billiontel Ka- 
lorien oder rund dbilliontel Watt. 

2. Kirchhoffsches Gesetz: Das Verhältnis des Emissions- 
zum Absorptionsvermögen ist für eine bestimmte Temperatur und 
Wellenlänge bei allen Körpern gleich, und zwar, wenn die totale 
Absorption durch eins ausgedrückt wird (also jede partielle durch 
einen echten Bruch), gleich dem Emissionsvermögen des absolut 
schwarzen Körpers. — Dieses Gesetz ist durch den Parallelismus, 
den es zwischen Emission und Absorption feststellt, zum Aus- 
gangspunkt für die gesamte Spektralanalyse geworden [—]. 

3. Wiensches Verschiebungsgesetz: Die Wellenlänge 
des an der Gesamtstrahlung eines schwarzen Körpers mit einem 
bestimmten Betrage beteiligten Bereiches ändert sich umgekehrt 
proportional mit der absoluten Temperatur: 

TA=T%; 
insbesondere wird also die Wellenlänge des Optimums, d. h. des 
Gipfels der Strahlungskurve als Funktion der Wellenlänge in dem- 
selben Maße nach links (der Seite kleinerer Wellenlängen) ver- 
schoben, wie die Temperatur steigt [—]. Die allgemeine Formel 
für S als Funktion von T und A ist noch nicht gefunden. 

Lumineszenz. Das Kirchhoffsche Gesetz gilt nur für nor- 
males Leuchten, d. h. für solches, das bei nach und nach ge- 
steigerter Wärmezufuhr und hierdurch erhöhter Temperatur eıin- 
tritt. Es gibt aber auch ein anderes, bei niederer Temperatur 
eintretendes Leuchten, und dieses bezeichnet man als Lumineszenz. 
Je nach ihrer Ursache ist zu unterscheiden zwischen Photolu- 
mineszenz (durch Belichtung), Thermolumineszenz (durch schwache 
Erwärmung), Tribolumineszenz (Reibung), Chemilumineszenz, Elek- 
trolumineszenz (elektrische Entladungen) u. a. m. [—]. 
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In bezug auf Photolumineszenz ist wiederum zu unter- 
scheiden zwischen Fluoreszenz, die nur solange wie die Belichtung 
dauert, und Phosphoreszenz, die länger andauert; jene hat ihren 
Namen vom Flußspat, diese vom Phosphor erhalten — Stoffe, an 
denen sie zuerst beobachtet wurden; übrigens gehen beide Erschei- 
nungen ineinander über. Die Lumineszenz ist fast immer aus- 
gesprochen farbig und auf eine gewisse Oberflächenschicht be- 
schränkt, sie wird daher, da sie sich diffus verbreitet, am besten 
im reflektierten Lichte beobachtet. Bei normal fluoreszierenden 
Stoffen gilt das Stokessche Gesetz, d. h. das Fluoreszenzlicht ist 
von größerer oder mindestens gleicher Wellenlänge wie das er- 
regende Licht; rotes Licht kann also kaum Fluoreszenz erregen, 
violettes dagegen kann das ganze Spektrum liefern, und ganz 
besonders kann ultraviolette Bestrahlung sichtbare Fluoreszenz 
erzeugen, was man häufig zur Sichtbarmachung kurzwelliger 
Strahlung benutzt, z. B. zur Untersuchung von Röntgenstrahlung 
sowie zur Beobachtung und Ausmessung der sehr zahlreichen 
Spektrallinien im ultravioletten Teil. Beispiele: 


blau: Petroleum, Äskulin, schwefelsaures Chinin; 

grün: Kurkumatinktur; 

grüngelb: Bariumplatinzyanür (Röntgenschirme); 

verschieden: Gläser, je nach ihrer Zusammensetzung. 
Es gibt aber, wie Lommel gezeigt hat, viele Stoffe, und zwar 
solche mit ausgesprochen selektiver, d. h. für verschiedene Farben 
verschieden starker Absorption, für die, jedoch nur für erregende 
Strahlen aus der Umgebung des Absorptionsgebietes, das Stokes- 
sche Gesetz ungültig wird; man kann solche Stoffe anomal fluo- 
reszierend nennen; Beispiele: 

grün: Purpurin, Eosin, Naphthalinrot, Fluoreszein, Uranglas; 

rot: Chlorophyli; 

gemischt: Lackmus, Orseille, Chamälein. 

Phosphoreszierend, teilsnach Belichtung, teils nach anderer 
Erregung, wirken u. a. Phosphor, Schwefelcaleium (Balmainsche 
Leuchtfarbe), Diamant, Chlorophon, Zucker (durch Stoß), Kalium 
und Natrium (frisch zerschnitten), Leuchtkäfer (durch biochemische 
Prozesse) usw. Übrigens ist die Leuchtdauer sehr verschieden, 
von Sekunden bis zu Wochen. 


Die Beobachtung der Fluoreszenz wird durch den Umstand 
erschwert, daB in den meisten Körpern, besonders aber in den 
Flüssigkeiten, innere Reflexionen stattfinden durch suspendierte 
Teilchen usw.; es tritt daher „falsche innere Dispersion“ auf, 
statt der der Fluoreszenz entsprechenden „wahren inneren Dis- 
persion“; um letztere rein zu erhalten, muß man „optisch leere 
Flüssigkeiten“ anwenden, die nicht leicht herzustellen sind [—]. — 
Die beste Methode ist die der gekreuzten Prismen, bei der als 
erregendes spektral zerlerstes Licht benutzt und das erregte von 
neuem, und zwar senkrecht dazu, wieder zerlegt wird [—]. 


Photochemie. 347 


Chemische Wirkung des Lichtes: Photochemie. Diese 
Wirkungen gehen im wesentlichen von kurzwelligen, ultravioletten 
Strahlen aus und bestehen teils in der Verbindung getrennter, 
teils in der Zersetzung verbundener Stoffe; ersteres z. B. bei Chlor 
und Wasserstoff, letzteres namentlich bei Chlor-, Jod- und Brom- 
silber, Kaliumbichromat usw. Diese Wirkungen spielen sowohl 
in der Natur (Pflanzen) als auch in der Technik, besonders bei 
der Bleiche und in der Photogravhie eine überaus wichtige Rolle. 

Photographie. Zu unterscheiden sind folgende Hauptarten 
des Verfahrens. 

1. Gewöhnliche Photographie, lediglich Helligkeitsunterschiede 
liefernd und auch diese im allgemeinen nicht den Helligkeits- 
unterschieden des Originals entsprechend. 

2. Orthochromatische Photographie; ebenfalls nur Hellig- 
keitsunterschiede liefernd, diese aber, wenn auch nicht denen des 
Originals entsprechend, so doch für dessen verschiedene Farben 
in gleicher Weise abgestuft; wird erzielt durch Hinzufügung von 
für lange Wellen empfindlichen Stoffen (Azalin, Eosin, Erythrosin, 
Cyanin usw.) zum Bromsilber. 

3. Ultraviolett-Photographie; liefert Bilder von, dem Auge 
direkt nicht wahrnehmbaren Objekten; z. B. das ultraviolette 
Spektrum. 

4. Röntgenphotographie; erzeugt nicht eigentliche Bilder, 
sondern nur Schattenbilder, und zwar ebenfalls von direkt nicht 
sichtbaren, im Innern undurchsichtiger Objekte gelegenen Gegen- 
ständen. 

5. Dreifarben-Photographie; erzeugt farbige Bilder durch 
Übereinanderlagerung dreier Partialbilder in den physiologischen 
Grundfarben. 

6. Interferenzfarben-Photographie; erzeugt, durch Herstellung 
stehender Lichtwellen in der empfindlichen Schicht, Interferenz- 
farben, die unter gewissen Umständen und bis zu einem gewissen 
Grade den Farben des beleuchtenden Originals entsprechen. 

7. Körperfarben-Photographie; erzeugt wirkliche Farbstoffe 
in der Bildschicht, von denen nur diejenigen beständig sind, die 
der Beleuchtungsfarbe entsprechen: Nachahmung der in der Natur 
sich vollziellenden Farbenanpassung 

Eine eingehende Besprechung obiger Verfahren, nebst prak- 
tischen Anweisungen, muB noch aufgeschoben werden [—]. 


VID. 


Doppelbrechung. In Kristallen pflanzt sich das Licht in 
verschiedenen Richtungen verschieden schnell fort, und zwar in 
der durch Jie Winkel «, ß, y gegen die Symmetrieachsen charak- 
terisierten Richtung mit der der durch die Fresnelsche Gleichung 
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gegebenen Geschwindigkeit a; die drei hier vorkommenden Kon- 
stanten a,, a,, a, sind die Hauptgeschwindigkeiten, ihnen ent- 
sprechen die drei Hauptbrechungsquotienten des Kristall. Obige 
Gleichung hat für a zwei Wurzeln; der einfallende Strahl spaltet 
sich also in zwei: Doppelbrechung; ausgenommen das reguläre 
System, bei dm == a, ist. 

Optisch einachsig heißen Kristalle, bei denen zwei der 
Konstanten a einander gleich sind, die dritte entspricht dann der 
Symmetrieachse; hierher gehören die Kristalle des quadratischen, 
des trigonalen und des hexagonalen Systems. In der Richtung 
der optischen Achse gibt es nur einen, in jeder andern zwei 
Strahlen, einen ordentlichen und einen” außerordentlichen; alle 
ordentlichen Strahlen haben gleiche Geschwindigkeit, jeder außer- 
ordentliche eine besondere Geschwindigkeit; jener ist im Haupt- 
schnitt, d. h. der durch die Achse und die Wellennormale ge- 
legten Ebene, dieser senkrecht dazu polarisiert; bei positiven 
Kristallen pflanzt sich die ordentliche, bei negativen die außer- 
ordentliche schneller fort; bei jenen ist also der ordentliche, bei 
diesen der außerordentliche Brechungsquotient kleiner. 

Vorzeichen und por re CHUngSuBaIensen = Linien). 
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Stark sind also Dioptas, Dolomit, Kalkspat, 
Natriumnitrat (Salpeter), Quecksilberchlorür (Kalomel), Rutil und 
Zinnober. 

Für die beiden wichtigsten Kristalle folgen hier noch die 
beiden Brechungsquotienten für alle Hauptlinien: 
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In den optisch zweiachsigen Kristallen, zu denen die 
des rhombischen, monoklinen und triklinen Systems gehören, ver- 
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halten sich beide Strahlen außerordentlich; in jeder Richtung 
schreiten zwei Wellennormalen und in jeder zwei Strahlen fort, 
mit Ausnahme je zweier ausgezeichneter Richtungen; die, in denen 
nur eine Wellennormale fortschreitet, heißen optische Achsen, die, 
in denen nur ein Strahl fortschreitet, Strahlenachsen; die den 
spitzen Winkel zwischen den optischen Achsen halbierende Linie 
heißt optische Mittellinie; je nachdem sie die Richtung der größten 
oder kleinsten Symmetrieachse hat, heißt der Kristall positiv’oder 
negativ; Polarisationsebene ist für die eine Welle die Halbierungs- 
ebene des Winkels zwischen den durch die Wellennormale und 
je eine optische Achse gebildeten Ebenen, die andre Polarisations- 
ebene ist wieder auf der ersten senkrecht. 


| Winkel zwischen den optischen Achsen (D-Linie). | 
Adular 67° 36° || Olivin | g70 40 | 


Anhydrit.. ....... 43° 45’ || Rohrzucker........ 479 48° 
Arragonit....... .. 18° 11° || Salpeter........... 5° 15’ 
Baryt............. 87° 28° || SalpetersauresSilber 62° 16’ 
Borax...... een 39° 20° || Schwefelsaure Ma-! 
‚Chlorsaures Kali...| 82° — ENESIA .......... ı 87° 30° 
Coelestin..... ... 61° 12° | SchwefelsauresZink-' 
Oyanit- 2.4424504; 81° 45 12a ER 449 —_ 
Eisenvitriol........ 90° — | Talk... | 70307 
Epidot............ 84° 15’ | Topas, Brasilien.. | 49° 30° 
' Essigsaures Blei... 70° 30 Topas, Schnecken- 
GIP8 unser 579807 | stein......ce.... 62° 33’ 
' Hornblende........ 80% — 799 — 


oo 00. 0° 


| 1,5192 1,570 1,630 | 1,6863 | 1,6220 | 1,4718 | 
1,5230 | 1,57 1,681 | 1,6374 | 1,6237 | 1,4782 

1,5246 1,614 1,686 | 1,6479 1,6810 | 1,4856 
| | | | 

Dichroit Gips Glimmer | KUpfer- | Schwefel ; T0Pas | 
| | sulfat | (bras.) | 
' 1,5384 , 1,5200 1,5601 | 1,5161 | 1,958 1,6305 
1,5401 | 1,5220 , 1,5986 1,5894 | 2,038 1,6325 
| 1,6488 | 1,5292 1,5977 | 1,5460 | 2,240 1,6387 


Wellenfläche. Stellt man die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten der von einem Punkte ausgehenden Strahlen durch Radien- 
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vektoren dar, so bilden deren Endpunkte die Wellenfläche oder 
Strahlenfläche. Sie ist bei isotropen Körpern und regulären Kri- 
stallen eine Kugel; bei einachsigen Kristallen besteht sie aus einer 
Kugel und einem mit ihr konzentrischen, sie in den Endpunkten 
der Hauptachse berührenden Rotationsellipsoid, das bei positiven 
Kristallen inwendig, bei negativen auswendig liegt; bei zwei- 
achsigen Kristallen ist es eine komplizierte Fläche vierten Grades, 
die Hauptschnitte bestehen aber auch hier aus Kreis und Ellipse, 
und zwar liegt die Ellipse in einem Schnitte auswendig, im 
zweiten inwendig (ohne Berührung), im dritten schneiden sich 
beide, und die Radienvektoren nach den Schnittpunkten bezeichnen 
die Strahlenachsen, die Radienvektoren nach denjenigen Kreis- 
punkten, in denen die Tangenten zugleich die Ellipse tangieren, 
die optischen Achsen. 

Interferenzen in Kristallen. Die Interferenzerscheinun- 
gen sind in Kristallen mannigfaltiger als in isotropen Körpern, 
weil zur Wegdifferenz als Ursache hier noch die Differenz der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der beiden Strahlen kommt; die 
von der Dicke der Schicht abhängigen Interferenzen werden auch 
hier im parallelen, die von der Neigung abhängigen im konver- 
genten Lichte beobachtet; notwendig ist dabei die Benutzung po- 
larisierten Lichtes, also die Einschiebung der Kristallplatte zwischen 
Polarisator und Analysator, am einfachsten sind die Erscheinungen 
zwischen gekreuzten Nicols, wobei die Dunkelheit aufgehellt wird, 
und zwar je nach den Umständen 

a) durch gleichförmige Helle von bestimmter Farbe, z. B. 
durch ein den Achsen paralleles Gipsblättchen im parallelen 
Lichte; Farbe abhängig von der Dicke, und zwar nach der Formel 

d:dh,=2:m, — N, 
vergleichbar mit der Dicke d, einer dieselbe Farbe gebenden Luft- 
schicht, so daB z. B. ein 20+mal so dickes Gipsblättchen die ent- 
sprechenden Newtonschen Farben (8. 335) liefert. 

b) Ein Keil gibt im parallelen Licht parallele Streifen, eine 
Linse konzentrische Ringe. 

c) Eine Platte im konvergenten Lichte gibt, wenn einachsig, 
ein System von Kegelschnitten, speziell eine senkrecht zur opti- 
schen Achse geschnittene konzentrische Kreise, durchsetzt durch 
ein schwarzes (event. weißes) Kreuz, (Isogyren, achromatische 
Linien); zweiachsige Kristalle liefern entsprechend ein System 
lemniskatenförmiger Farbenkurven, durchsetzt durch ein farbloses 
Kreuz von länglicher Form; bei Drehung der Platte verwandeln 
sich in beiden Fällen die Kreuze in hyperbolische Kurven. 

Im übrigen sind die Erscheinungen an Kristallen überaus 
mannigfaltig; insbesondere sind sie abnorm bei solchen Kristallen, 
die, wie der Quarz, die Polarisationsebene drehen, sowie bei pleo- 
chroitischen Kristallen; von besonderem Interesse ist endlich die 
in gewissen Fällen auftretende konische Refraktion [—]. 


Allgemeine Chemie. 
Von Dr. Friedrich Auerbach. 


Grundbegriffe und 6rundgesetze. 


Ein materielles System heißt im chemischen Sinne homogen, 
wenn es in allen seinen Teilen stofflich gleich, heterogen, wenn 
es in verschiedenen Teilen -stofflich verschieden ist. Phasen sind 
die in sich homogenen (wenn auch räumlich vielleicht nicht zu- 
sammenhängenden, z. B. pulverförmigen) Teile eines heterogenen 
Systems. Zu den heterogenen Systemen gehören auch Gemenge 
(z. B. mehrere feste Phasen), Suspensionen (feste und flüssige 
Phasen) und Emulsionen (mehrere flüssige Phasen). Entzieht 
sich :die Heterogenität eines Systems der unmittelbaren Sinnes- 
wahrnehmung, so nennt man es mikrobeterogen (z. B. kolloide 
aennsen): | 
Ein homogenes System ist entweder ein reiner Stoff oder 
eine Lösung, je nachdem es beim Übergang in eine andere 
Formart (Aggregatzustand) seine stoffliche Zusammensetzung un- 
verändert beibehält oder dies höchstens unter singulären Bedin- 
gungen tut. Es gibt feste Lösungen, flüssige Lösungen und Gas- 
lösungen (Gasgemische). | 

Ein reiner Stoff ist entweder eine Verbindung oder ein 
Element, je nachdem er in eine Mehrzahl reiner Stoffe um- 
gewandelt werden kann oder nicht. Verbindungen haben ein be- 
schränktes Existenzgebiet innerhalb gewisser Grenzen von Druck 
und Temperatur; beim Überschreiten der Grenzen verwandeln sie 
sich in Lösungen oder Gemenge. Elemente sind bei allen erreich- 
baren Drucken und Temperaturen beständig. (Eine Ausnahme 
von diesem und den beiden folgenden Sätzen bilden die radio- 
aktiven Elemente; jedoch sind deren von der Temperatur unab- 
hängige Umwandlungen nicht als chemische Vorgänge im gewöhn- 
lichen Sinne anzusehen.) 

Gesetz der Erhaltung der Masse. Bei allen chemischen 
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ne NL OLUNgEN eines Systems bleibt das Gesamtgewicht unver- 
ändert. 

Gesetz der Erhaltung der Elemente. Bei allen chemi- 
schen Veränderungen eines Systems bleibt das Gewicht jedes ein- 
zelnen aus dem System abscheidbaren Elementes unverändert. 

Gesetz der konstanten Proportionen. Die Gewichte 
der Elemente, die sich aus einer beliebigen Menge ein und der- 
selben Verbindung abscheiden oder zu einer solchen zusammen- 
setzen lassen, stehen in konstantem Verhältnis zueinander und 
zum (Gewicht der Verbindung, oder: eine Verbindung hat eine 
konstante Zusammensetzung. 

Gesetz der Verbindungsgewichte und der multiplen 
Proportionen. Die Gewichte der Elemente, die sich aus ver- 
schiedenen Verbindungen abscheiden oder zu "solchen zusammen- 
setzen lassen, bezogen auf ein und dasselbe Gewicht eines be- 
liebigen Elementes, lassen sich durch konstante Verhältniszahlen 
oder ganzzahlige vielfache davon ausdrücken. Verbindet sich 
also ein Element A mit dem Element B zu der Verbindung AB 
im Gewichtsverhältnis a: b, ferner A mit C zu AC im Verhältnis 
a:c, und gibt es eine Verbindung BC, so stehen in dieser die 
Elemente B und C im Gewichtsverhältnis b:c oder mb:nc, wo 
m und n ganze, meist kleine Zahlen darstellen. Verbinden sich 
A und B in mehreren Verhältnissen, so stehen die Gewichte von B, 
die sich mit demselben Gewichte von A verbinden, im Verhält- 
nisse ganzer, meist kleiner Zahlen. 

Gesetz der Gasvolumina. Die Volumina der gasförmigen 
Elemente oder Verbindungen, die sich aus einer Verbindung ab- 
scheiden oder zu einer solchen zusammensetzen lassen, stehen bei 
gleichem Druck und gleicher 'lemperatur zueinander und, falls 
die Verbindung gasförmig ist, auch zu dem Volumen der Ver- 
bindung, im Verhältnis ganzer, meist kleiner Zahlen. 

Die einfachste Zusammenfassung der vorstehenden chemischen 
Grundgesetze bildet die Molekular- und Atomtheorie in Ver- 
bindung mit der Avogadroschen Regel. Reine Stoffe bestehen aus 
lauter gleichartigen Molekeln, Lösungen aus verschiedenartigen 
Molekeln. 

Avogadrosche Regel: Alle (idealen) Gase enthalten bei 
gleichem “Druck und gleicher Temperatur im gleichen Volumen 
die gleiche Anzahl von Molekeln. 

Die Molekeln der Elemente sind entweder unteilbar (ein- 
atomig) oder bestehen aug mehreren gleichartigen Atomen; die 
Molekeln der Verbindungen bestehen aus den Atomen der Ele- 
mente, die sich aus der Verbindung abscheiden oder zu ihr ZU- 
sammensetzen lassen. 

Die Atome eines Elementes sind gleichartig und von kon- 
stantem Gewicht, dem Atomgewicht des Elementes. Die Atom- 
gewichte werden bezogen auf das des Sauerstoffs, das = 16,000 
gesetzt wird. 
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Internationale Atomgewichte. (1909.) 


Ag Silber........... 107.88 N  Stickstoff........ 14.01 
Al Alumininum..... 27.1 Na Natrium ........ 23.00 
Ar Argon .......... 89.9 Nb Niobium ......... 93.5 
As Arsen........... 75.0 Nd Neodymium ...... 144.8 
Au Gold............ 197.2 Ne Neon ........... 20 
B Bor: ....42u0.4%44 11.0 Ni Nickel.......... 68.68 
Ba Barium ......... 137.37 Ö Sauerstoff....... 16.00 
Be Beryllium........ 9.1 Os Osmium ........ 190.9 
Bi Wismut......... 208.0 P Phosphor ........ 31.0 
Br Brom....... 2... 79.92 Pb _ Blei........ ... 207.10 
C Kohlenstoff ...... 12.00 : Pd Palladium ...... 106.7 
Ca Calcium......... 40.09 Pr Praseodymium 140.6 
Cd Cadmium........ 112.40 Pt Platin .......... 195.0 
Ce Cerium ......... 140.25 Ra Radium......... 226.4 
Cl Chlor ........... 306.46 Rb Rubidium....... 85.45 
Co Kobalt.......... 68.97 Rh Rhodium........ 102.9 
Cr Chrom.......... 52.1 Ru Ruthenium....... 101.7 
Cs Caesium ........ 132.81 S Schwefel ......... 32.07 
Cu Kupfer.......... 63.67 Sb Antimon........ 120.2 
Dy Dysprosium...... 162.5 Sc Scandium....... 44.1 
Er Erbium ......... 167.4 Se Selen........... 79.2 

‘ Eu Europium ....... 152.0 Si Silicium ........ 28.3 
F Fluor ............ 19.0 Sm Samarium....... 150.4 
Fe Eisen ............ 65.85 Sn Zimn..... ze. 119.0 
Ga Gallium....... ..69.9 Sr Strontium... ... 87.62 
Gd Gadolinium...... 157.3 Ta Tantal.......... 181.0 
Ge (Germanium...... 72.5 Tb Terbium ........ 159.2 
H Woasserstoff...... 1.008 | Te Tellur ..... .... 127.5 
He Helium.......... 4.0 Th. "Thor ..ou.4..544 232.42 
Hg Quecksilber...... 200.0 Ti Titan........... 48.1 
In Indium.......... 114.8 Ti Thallıum........ 204.0 
Ir Inmdium . ....... 193.1 Tu Thulium ... .... 168.5 
J 00.2 126.92 U Uran ........... 238.5 
K Kalium.......... 39.10 V Vanadium....... 51.2 
Kr Kıypton......... 81.8 W Wolfram... .... 184.0 
La Lanthan......... 139.0 X Xenon .......... 128 
Li Lithbium......... 7.00 Y Yettrium......... 89.0 
Lu wLutetium........ 174 Yb VYitterbium 
My Magnesium...... 21.32 (Neoytterbium) 172 
Mn Mangan......... 54.93 ZB. "Dinknn.citens 65.37 
Mo Molybdän ....... 96.0 Zr Zirkoninnn. ar IB 


Die Molekeln eines reinen Stoffes sind unter konstanten 
Bedingungen gleichartig und von konstantem Gewicht, dem 
Molekulargewicht des Elementes oder der Verbindung. Das 
Molekulargewicht ist gleich der Summe der Atomgewichte der 
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die Molekel zusammensetzenden Atome. Das Molekulargewicht 
des Sauerstoffs, der unter gewöhnlichen Bedingungen aus zwei- 
atomigen Molekeln O, besteht, wird also = 32,000 gesetzt. Bei 
Anderung der Bedingungen (Druck, Temperatur, Bestrahlung, 
Lösungszustand, verschiedene Formarten, allotrope Zustände, poly- 
morphe Modifikationen) kann auch das Molekulargewicht eines 
Elementes oder einer Verbindung sich ändern. 

Wertigkeit. Elemente werden einwertig genannt, wenn 
sie sich mit anderen einwertigen Eiementen im Verhältnis 1 Atom- 
gewicht :1 Atomgewicht verbinden; zweiwertig, dreiwertig usw., 
wenn sie sich mit einwertigen Elementen im Verhältnis 1:2, 1:3 
usw. Atomgewichten verbinden. Die Wertigkeit oder Valenz der 
Elemente ist nicht immer konstant, sondern von den äußeren Be- 
dingungen und von der Art der übrigen in die Verbindung ein- 
tretenden Elemente abhängig; doch ist der Wechsel der Valenz 
und ihr Maximalwert gewissen Regelmäßigkeiten unterworfen. 

Gewichtseinheiten. Für alle physikalischen oder chemi- 
schen Eigenschaften der Stoffe, die von der Zahl der überhaupt 
oder in der Volumeneinheit anwesenden Molekeln abhängen, ist 
das Molekulargewicht die natürlichste Gewichtseinheit. Ein Gramm- 
Mol.-Gew. oder ein Mol sind so viel Gramm eines Stoffes, als 
sein Mol.-Gew. angibt. Beim Vergleich von n-wertigen Elementen 
oder deren Verbindungen mit einwertigen Elementen oder deren 
Verbindungen wird statt des Mol.-Gew. vielfach auch dessen n-ter 
Teil, das Aquivalent-Gewicht, also statt des Mols das Gramm- 
äquivalentgewicht als Einheit benutzt. Doch ist dieser Be- 
griff nicht immer eindeutig (wechselnde Wertigkeit, Verbindungen 
mehrerer verschiedenwertiger Elemente). Eine Lösung von 1Gramm- 
Aq.-Gew. in 1 l wird als Normallösung = n-Lösung, eine 
solche von 0,1 Gramm-AÄq.-Gew. in 1 1 als Zehntelnormal- 
lösung = 0,1n-Lösung bezeichnet usw. 


Gase. 
Zustandsgleichung idealer Gase. (p—=Druck, v=Vo- 
lumen, 7’ = absolute Temperatur): 
pv = konst. T.. 
Für 1 Mol eines Gases wird: 
pv=RT, 
wo R auf Grund der Avogadroschen Regel eine für alle Gase 
gleiche Naturkonstante, die Gaskonstante ist. Wert von R: 
R = 0,08207 flit.-atm. 7-1], 
— 0,8316 -10% [erg T-1], 
— 8,316 [Joule 71], 
— 1,985 [eal, 7-'] (16°-Gramm-Calorie). 
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1 Mol eines idealen Gases nimmt bei 0°C und 1 atm Druck 
(1033,3 g/qcm) den Raum R. 273 — 22,412 1 ein. 

Molekulargewichtsbestimmung von Gasen. Ist m das 
(Gewicht des Gases, M sein Molekulargewicht, so ist 


m mRT 
M Ks R T N M = pvV . | 
Wenn A die Dichte des Gases, bezogen auf Luft von gleichen 


[4 


Bedingungen, = Pr : = ist ( ,‚ das Litergewicht der Luft, ist bei 


pvr— 


0° und 1 atm = 1,293 8), so wird 


M= 1293: R- 273: A —= 28,979: A. 

Thermodynamik der Gase. Sind c, und c, die spez. 
Wärmen eines Gases vom Mol.-Gew. M bei konstantem Druck 
bzw. konstantem Volumen, M-c»=(C, und M.c,=(C, die ent- 
sprechenden Molekularwärmen, so gilt: 

0,—0C,=R= 1,98 [cal. 7". 

Dehnt sich 1 Mol eines idealen Gases bei konstanter Tempe- 
ratur vom Volumen v, auf das Volumen v, aus, so ist die Ande- 
rung der Gesamtenergie U=0. Die Abnahme der freien Energie 


beträgt: A= RTn?— RT. 
v, Ps 
Zustandsgleichung nicht idealer Gase. Kritische 
Erscheinungen. [—] 
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Dampfspannung und Verdampfungswärme. (l= Ver- 
dampfungswärme für 1 g, p— Dampfspannung, v = spez. Volumen 
des gesättigten Dampfes, v’—= das der Flüssigkeit): 


dp ; 
= Tate) 


Kann man v neben v vernachlässigen und gehorcht der Dampf 
den Gasgesetzen, so wird die molare Verdampfungswärme 


dlnp 
en 2 
M.I\=ı=RT IT" 
Etwas allgemeiner gilt: 


Bi din» p ak 
= RT°® IT ( — 2) (x = kritischer Druck). 


Ist A über das Temperaturintervall 7, bis 7, praktisch kon- 
stant, so wird: 


mMA_b-T 
pP, RT 
23* 
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Siedepunkt einer Flüssigkeit heißt die Temperatur, bei der 
ihre Dampfspannung 1 atm erreicht. Der Siedepunkt reiner Stoffe 
ist konstant. 


Einige Siedepunkte (vgl. auch oben S. 244) 
nach aufsteigenden Werten geordnet. 


Wasserstoff H, — 252,7° Benzol C,H, 80° 
Stickstoff N, — 196° Wasser H,O 100° 
Sauerstoff Ö, — 183° Toluol C,H, 110° 
Stickoxyd NO — 153° Anilin C,H,N 184° 
Ozon 0, —119° Naphthalin C, H, 218° 
Stickoxydul NO — 90° Diphenylamin C,H, N 302° 
Ammoniak N H, — 83° Quecksilber Hg 357° 
Schwefeldioxyd SO — 10° Schwefel S, 445° 
Äther c‚H.0+ 35° Zink Zn 9180 
Schwefelkohlenstoff CS,  -+ 46° Kupfer Cu 21000 


Alkohol ‚Ho + ıe 
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Schmelzpunkt, Gefrierpunkt oder Erstarrungspunkt 
heißt die Temperatur, bei der ein fester Stoff mit seiner- Schmelze im 
Gleichgewicht steht. Der Schmelzpunkt reiner Stoffe ist bei gegebe- 
nem Drucke konstant und ändert sich mit dem Drucke nur wenig. 
Ist v das spez. Volumen der Flüssigkeit, v’ das des erstarrten 
Stoffes, 7, der Schmelzpunkt und r die Schmelzwärme fürig, 


so gilt 


a1, — See), Für Wasser ist aT, —= — 0,0077, 
dp r dp 
; i ., dr 
wenn 9 in atım gemessen wird. Ferner ist gr en Woe 


und c’ die spez. Wärme des Stoffes in flüssigem und festem Zu- 
stande bedeuten. 

Eine Flüssigkeit kann auch unter ihren Schmelzpunkt ab- 
gekühlt werden, ohne zu erstarren, wenn keine Keime der festen 
Phase zugegen sind: Unterkühlung. Ein fester Stoff kann nicht 
über seinen Schmelzpunkt erhitzt werden. 

Die Dampfspannung p’ eines festen Stoffes ist stets kleiner 
als die seiner unterkühlten Schmelze von gleicher Temperatur 9; 
im Schmelzpunkte wird p =». Erreicht p’ unterhalb des Schmelz. 
punktes 1 atm, so spricht man vom Sublimationspunkt. Die 
Beziehungen zwischen Dampfspannung und Sublimationswärme bei 
festen Stoffen sind die gleichen, wie zwischen Dampfspannung und 
Verdampfungswärme bei Flüssigkeiten. Unter entsprechenden Ver- 
nachlässigungen wird daher die molare Sublimationswärme 
dInp’ 


und die molare Schmelzwärme 
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= ar (ur _dlnp), 


aT dI 
und in der Nähe des Schmelzpunktes 7, wird 
LE DER um.H 
= p R TT 


Schmelzpuinkte einiger Elemente 
(meist bei 1 atm Druck) 
aufsteigend geordnet (vgl. oben 9. 243). 


HI — 258,9 (<49 mm) Bi 269° 
F — 223 Cd 321,7 
N — 210,5 (84 um) Pb 326,9 
Ci — 102 Zn 419,0 
Hg — 38,9 Sb 630,6 
Br — 73 Mg 638 
P +4 Al 657,3 
K + 6 Ag 961,5 
Na + 97 Au 1068,9 
S +1193 Cu 10841 
Li +16 Fe 1505 
Sn 232 Pt 1745 ® 


Polymorphie heißt die Fähigkeit mancher reiner Stotie, im 
festen Zustande in mehreren Formarten von gleicher Zusammen- 
setzung, aber verschiedenen Eigenschaften vorzukommen. Zwei 
polymorphe Modifikationen eines Stoffes haben im allgemeinen 
verschiedene Dampfspannung; die Temperatur, bei der die Dampf- 
spannungen gleich werden und die beiden Formen im Gleich- 
gewicht stehen, heißt der Umwandlungspunkt. Bei anderen 
Temperaturen ist die Form mit der kleineren Dampfspannung 
stabil, die andere metastabil, und zwar kommen metastabile 
Formen nicht nur unterhalb des Umwandlungspunktes i im unter- 
kühlten, sondern auch oberhalb, im überhitzten Zustande vor. 

Die Beziehungen zwischen Umwandlungspunkt, Umwand- 
lungswärme, Druck (bzw. Dampfspannung) und Volumen, sind 
die gleichen wie zwischen Schmelzpunkt, Schmelzwärme, Druck 
und Volumen. 

Einige Umwandlungspunkte 
(bei 1 atm Druck) 


Schwefel rhombisch —- 95,5° «— monoklin, 
Zinn grau 10 weiß, 

. & — 160° +—- $, 
Eisen { r — 860° +-y, 
Silberjodid exagonal —> 146° +-— regulär, 
Sibernitrat rhombisch —> 159,8° +«— hexagonal, 


&-rhombisch > 32° ı- = -rhombisch 
Ammoniumnitrat P -rhombisch — 83° exagonal. 
exagonal —> 125° +— regulär 
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Lösungen. 

Gaslösungen (Gasgemische). Der Druck eines (ras- 
gemisches ist gleich der Summe der Teildrucke der einzelnen 
Gase; der Teildruck jedes einzelnen Gases ist gleich dem Druck, 
den es ausüben würde, wenn es in gleicher Menge allein den 
Raum des Gemisches erfüllte. Ist c, die Konzentration (Mol ım 
Liter) eines Einzelgases im Gemische, p, sein Teildruck, so ıst 


p, =4-RT. 


Bei der Vermischung von n, Mol eines (idealen) Gases vom 
Volumen », mit n, Mol eines zweiten Gases vom Volumen v, und 
gleicher Temperatur T zum Gesamtvolumen (r, + r,) iet die Ände- 
rung der Gesamtenergie (die Vermischungswärme) = 0, die Ab- 
nahme der freien Energie beträgt: 


A RT (m, In m +", In „ER, 


Flüssige Lösungen. S Danifekaine einer Lösung ist 

on der nme der Teilspannungen ihrer Bestandteile: die 

eilspannung jedes Bestandteiles ist kleiner als seine Dampf- 
spannung im freien Zustande. 

Der Dampf einer Lösung hat im allgemeinen andere Zu- 
sammensetzung als die flüssige Phase, und zwar derart, daß 
sich durch die Verdampfung die Dampfspannung der Lösung ver- 
ringert. Unter bestimmten, singulären Bedingungen von Tempe- 
ratur und Druck können Lösung und Dampf auch gleiche Zu- 
sammensetzung haben („konstant siedende Lösungen“). 

berwiegt in einer Lösung ein Bestandteil der Menge nach 
die übrigen, so wird er als Lösungsmittel von den gelösten 
Stoffen unterschieden. 


Die Konzentration gelöster Stoffe wird ausgedrückt in: 
g Gelöstes: 100g Lösung („Gewichtsprozente‘), 


g „” m 
En a 100 ccm »  („Volumprozente‘*), 

g in 100g Lösungsmittel, 
Mol a 1000 Lösungsmittel („Raoult-Konz.‘), 
Mol . 1l Lösung („Arrhenius-Konz.“, 

„molare Konz.“), 
g-Äquiv. y 11 »„ („Normalität‘), 
l Lösung: „ a Gelöstes („molare Verdünnung‘), 


l » g-Aqui 5 („äquivalente Verdünnung“), 
Mol Gelöstes: 100° Mol Lösungsmittel („Mol-Prozente‘‘). 


Besonders wichtig sind die 


verdünnten Lösnngen, 
und unter diesen wieder diejenigen solcher Stoffe, deren Dampf- 
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spannung neben der Dampfspannung des Lösungsmittels zu ver- 
nachlässigen ist. 

Halbdurchlässige Wände sind Scheidewände, die nur die 
Diffusion (Osmose) des Lösungsmittels, nicht aber der gelösten 
Stoffe gestatten. 

OÖsmotischer Druck einer Lösung heißt der Druck, der 
sich in der durch eine halbdurchlässige Wand vom reinen Lösungs- 
mittel getrennten Lösung infolge der Osmose einstellt. 

Für (ideale) verdünnte Lösungen ist der osmotische Druck P 
der Konzentration der gelösten Stoffe und der absoluten Tempe- 
ratur proportional, und zwar gilt für eine Lösung von 1 Mol ge- 
löster Stoffe in V Litern: 

PV=R1, 


wo R für alle gelösten Stoffe und alle Lösungsmittel gleich ist 
und denselben Wert hat wie die Gaskonstante. 

Die einfachste Zusammenfassung dieser Erfahrungstatsachen 
ist die Erweiterung der Avogadroschen Regel auf verdünnte 
Lösungen: 

In verdünnten Lösungen von gleichem osmotischem Druck 
sind bei gleicher Temperatur im sleichen Volumen die gleiche 
Anzahl von Molekeln gelöster Stoffe enthalten, und zwar ebenso 
viel als in einem Gasraum von gleichem Gasdruck, Volumen und 
Temperatur. 

Der osmotische Druck einer verdünnten Lösung mehrerer 
Stoffe ist gleich der Summe der osmotischen Teildrucke, die sich 
einstellen würden, wenn die einzelnen Stoffe allein in derselben 
Menge des Lösungsmittel gelöst wären. Sind C,,C, ... die Kon- 
zentrationen (Mol/lit) der einzelnen gelösten Stoffe, so ist 


P=RTO+G+-+-). 


Wird eine (ideale) verdünnte Lösung von 1 Mol vom Volumen 
v, (Konzentration c,, osmotischer Druck P,) auf das Volumen 
dv, (cC,, P,) verdünnt, so ist die Anderung der Gesamtenergie, die 
Verdünnungswärme —=0, die Abnahme der freien Energie 
beträgt: 


A=-RTh®-RIThA-RIhh, 
vd, Ca P, 


Für verdünnte Lösungen solcher Stoffe, die beim Verdampfen 
oder Gefrieren der Lösung nicht mit in die gasförmige oder 
feste Phase übergehen, gelten folgende Gesetze: 

1. Dampfspannung verdünnter Lösungen. Ist bei ge- 
gebener Temperatur » die Dampfspannung des reinen Lösungs- 
mittels, 9° diejenige einer Lösung von n Mol Gelöstes in N Mol 
Lösungsmittel, so gilt: 

v—p 
pr N 
2. Siedepunkt verdünnter Lösungen. Zeigt eine Lösung 
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von n Mol in 1000 g Lösungsmittel gegenüber dem reinen Lösungs- 
mittel die Siedepunktserhöhung A,, so gilt: 


A=Es.n. 


E, ist eine Konstante des Lösungsmittels, seine molare Siede- 
punktserhöhung, sie beträgt: 
R-T? , I,* 
E,= 000,17 9001986 - -° 


(T, = Siedepunkt in absoluter Zählung, != Verdampfungswärme 
für 1 g Lösungsmittel). 

Ist m das Gewicht des in 1000 g Lösungsmittel gelösten 
Stoffes, so ist sein Molekulargewicht 


E,-m 
M= A, | 
(ebullioskopische Molekulargewichtsbestimmung oder 
Molekelzählung). 


Einige Werte von E, 
(molare Siedepunktserhöhung für 1000 g Lösungsmittel): 


Wasser 0,52° Benzol 2,67° 
Alkohol 1,150 Anilin 3,220 
Aceton 1,67° Chloroform 8, ‚66° 
Äther 2 11° Äthylenbromid 6,32°. 


Schwefelkohlenstoff 2, 37° 


3. Gefrierpunkt verdünnter Lösungen. Zeigt eine 
Lösung von n Mol in 1000 g Lösungsmittel gegenüber dem reinen 
Lösungsmittel die Gefrierpunktserniedrigung A,, so gilt: 


A,—E;.n 
E, ist eine Konstante des Lösungsmittels, seine molare Ge- 
frierpunktserniedrigung, sie beträgt: 
R-Ty T,? 
Eon > 0001985 —- 
(T, = Gefrierpunkt in absoluter Zählung, r = Schmelzwärme für 
1 g Lösungsmittel). 
Ist m das Gewicht des in 1000 g Lösungsmittel gelösten 
Stoffes, so ist sein Molekulargewicht 


(kryoskopische Molekulargewichtsbestimmung oder Mo- 
lekelzählung). 


Einige Werte von E, 

(molare Gefrierpunktserniedrigung für 1000 g Lösungsmittel): 
Wasser 1,858° Nitrobenzol 7,0° 
Eisessig 3,9° Äthylenbromid 11 ‚8°, 
Benzol 5,1° 
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Verdünnte Lösungen von Elektrolyten. 


In verdünnten Lösungen von Elektrolyten (besonders Säuren, 
Basen und Salzen in Wasser) ist osmotischer Druck, Dampfdruck- 
verminderung, Siedepunktserhöhung und Gefrierpunktserniedrigung 
größer, imal so groß, als nach der molaren Konzentration zu er- 
warten wäre;. das scheinbare Molekulargewicht berechnet sich 
also zu 1/i von dem nach der Formel des Elektrolyten zu er- 
wartenden Werte #=van’t Hoffscher Faktor). 

Die einfachste Deutung dieser Abweichungen und der Eigen- 
schaft dieser Lösungen, den elektrischen Strom zu leiten, ist die 
Annahme einer Dissoziation eines gewissen Bruchteils der Molekeln 
des Elektrolyten in elektrisch geladene Teilmolekeln, Ionen, die 
auf den osmotischen Druck und die damit zusammenhängenden 
Eigenschaften der Lösung den gleichen Einfluß ausüben wie elek- 
trisch neutrale Molekeln: elektrolytische Dissoziation. 

Ist y der Dissoziationsgrad, der Bruchteil der Molekeln 
des Elektrolyten, der in Ionen zerfallen ist, und n die Anzahl der 
aus jeder Molekel gebildeten Ionen, 30 ist : 


i—1 + (n— 1)y, 
also bei binären, d. h. in 2 Ionen zerfallenden Elektrolyten: 
i=1-+yY. 

y ist für jede Lösung eine Funktion der Temperatur und 

der Konzentration; die Anderung mit der Temperatur ist meist 
gering, die Abhängigkeit von der Konzentration folgt bei kleinem y 
(d. i. bei schwachen Klektrolyten, wie organischen Säuren und 
ln 
Br =) 
(vd = molare Verdünnung, k= Dissoziationskonstante) (Ver- 
dünnungsgesetz). Bei großem y (starken Elektrolyten, wie 
Mineralsäuren, Alkalien, Neutralsalzen) nimmt y ebenfalls mit 
der Verdünnung zu, aber nicht mehr genau nach dem Verdün- 
nungsgesetz. 


Basen) dem Massenwirkungsgesetz (s. weiter unten): 


Elektrisches Leitvermögen verdünnter Lösungen 
von Elektrolyten. 
Spezifisches Leitvermögen « ist der reziproke Wert des 
Widerstandes (in Ohm) eines cm-Würfels der Lösung. 


Werte von # für einige wässerige Lösungen zur Eichung von 
Widerstandsgefäßen: 


Elektrolyt Konzentration x-10*bei 18° x-10? bei 25° 


H,SO, dis — 1,223 7398 8257 
NaCl gesättigt 2160,5 2513 
MgSO dis — 1,190 492,2 680,8 


KÜ ° ıNo/it=74566g 9822 1118.0 
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in Luft gewogen 


Kcl 0,1 Mol/lit 111,9 128,8 
Ka 0,02 Mol/lit 28,97 27,65 
Kl 0,01 Mol/lit 12,25 14,13 


Bei den beiden letzten Lösungen ist das Leitvermögen des 
zur Lösung verwendeten Wassers abgezogen; für vorsichtig destil- 
liertes Wasser ist x,, = 0,5 - 10° bis 1-.10°, für chemisch reines 
Wasser 0,038 - 10°. 

Ist w, der Widerstand eines Gefäßes bei Füllung mit einer 
Lösung vom spez. Leitvermögen «,, so heißt C=x,-w, die Wider- 
standskapazität des Gefäßes. Ist » der Widerstand desselben 
Gefäßes bei Füllung mit einer beliebigen Lösung, so ist deren 


spez. Leitvermögen x = Pr 
Ist n die Konzentration des Elektrolyten in g-Äquiv.,ccm 
(bzw. in Mol/ccm), so heißt *" —4 das Äquivalentleitver- 


mögen (bzw. molare Leitvermögen) der Lösung. 

A nimmt mit wachsender Verdünnung der Lösung zu; der für 
unendliche Verdünnung (= vollkommene elektrolytische Disso- 
ziation des Elektrolyten) extrapolierte Grenzwert wird mit A, be- 
zeichnet. 


Elektrolytischer Dissoziationsgrad und Leitvermögen: y = = . 
2 


x A 
Daher für schwache Elektrolyte: ardın 
Form des Verdünnungsgesetzes). 

Faradaysches Gesetz: Die von 1 Mol eines einwertigen 
Ions oder 1 g-Aquivalent eines mehrwertigen Ions transportierte 
Elektrizitätsmenge ist stets gleich, sie beträgt 96540 Coulombs 
PR): 

Die positiven Ionen werden Kationen, die negativen Anionen 
genannt. Ihre Wertigkeit, d.h. die Anzahl von F\, die sie tragen, 
wird bei den Kationen durch Punkte, bei den Anionen durch 
Striche neben dem chemischen Symbol bezeichnet (K‘, Mg“, CI, 
S07 usw.). 

Gesetz der unabhängigen Wanderung der Ionen: 

A,=htlı 
A= y(h ns AR 
wo /, uni /, der auf Kationen und Anionen entfallende Anteil 


des Leitvermögens, ihre elektrolytische Beweglichkeit ist. 
Beweglichkeit einiger Ionen bei 18° und ihre Temperatur- 


koeffiizienten a = (7 5) 


= k (andere 
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I, 100 a I 100 a 
H- 815 1,54 OH’ 174 1,8 
Li- 33,4 2,65 Fr 46,6 2,38 
Na 48,5 2,44 cr 65,5 2,16 
K: 64,6 2,17 Br’ 67,0 2,15 
NH; 64 2,22 J 66,5 2,13 
Ag 54,3 2,29 SCN’ 66,6 2,21 
l. 100 a I. 100 a 
4Cu- 46 c10,’ 55,0 2,15 
IMg“ 45 2,6 JO,’ 38,9 2,34 
1Zn-- 46 2,5 NO,’ 61,7 2,05 
4Cd- 46 +80,” 68 2,27 
4Ca- 51 400,” (70) (2,7) 
4Sr" 61 
4Ba‘ 55 2,4 
4Pb- 61 2,4 


Für die Konzentrationsänderungen an den Elektroden maß- 
gebend sind die Überführungszahlen. Die Überführungszahl 
des Anions ist: 


die des Kationss 


Die absoluten Beweglichkeiten einwertiger Ionen unter 
dem Potentialgefälle 1 Volt/cm sind für das Kation: 


u 
n— F 96540 


— 1,036 10 "®1,cm/sec, 
für das Anion: 
V= 1,036 : 10=® 1, cm/sec. 


Es ist also: 
=n.y-F-(U+ DV). 


Galvanische Elemente. 


Die elektromotorische Kraft (EMK) eines galvanischen 
Elementes ist gleich der Summe der Potentialdifferenzen an den 
einzelnen Berührungsstellen. | 

Die Potentialdifferenz an der Grenze Metall | Metallsalz- 
lösung ist: 

»p RT 


I m: Volt 


RT 
FTPTurFr”"c 


= pi 
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R die Gaskonstante, F= 96540 Coul., n die Wertigkeit der 

etallionen, p ihr osmotischer Teildruck, c ihre molare Konzen- 
tration, P (oder C) eine Integrationskonstante, die als elektro- 
lytische Lösungstension des Metalls bezeichnet wird). Hierbei 
ist 0,861 .10-*, und beim Übergang zu dekadischen Loga- 
rithmen: 


T c 
e= 1,983 . 10-* ES log C , 
1 
also für T 273° © — 0,05414 : — log Gi 


„Te 180 = 0,05771- n log 5, 


„  T=2730 426 TE 


Für c=1 wird e bei 18° — 0,05771- „log C und heißt dann 


das elektrolytische Potential des Metalls, 

Da absolute Werte für elektrolytische Potentialdifferenzen 
noch nicht mit Sicherheit bekannt sind, so werden die Werte 
auf Vergleichselektroden bezogen. 

Als solche dienen besonders: 

Wasserstoff-Elektrode (platiniertes Platin, z. T. ein- 
tauchend in eine Salzsäure, die an H-Ion normal ist, umspült von 
Wasserstoff von 1 atm Druck). 

Normal-Calomel-Elektrode (Quecksilber, mit Calomel be- 
deckt, unter einer Normallösung von Kaliumchlorid). 

Zehntelnormal Calomel- Elektrode (Quecksilber, mit Ca- 
lomel bedeckt, unter einer Zehntelnormallösung von Kaliumchlorid). 

Positives oder negatives Vorzeichen des Potentials bedeutet 
(neuerdings) den Sinn der Ladung der Elektrode gegenüber der 
Vergleichselektrode. 

Vergleich der Bezugs-Elektroden: 

Dehintelnormal -Calomel-Elektrode: + 0,335 + 0,573 + 0,612 


Normal-Calomel-Elektrode: . + 0,288 + 0,521 + 0,560 

Wasserstoff- Elektrode: 0,0 + 0,238 + 0,277 
nach Palmaer: — 0,238 . 0,0 —+ 0,039 

BDO DU Bunt Ostwall: — 0,277 — 0,089 0,0 


Das auf den Wasserstoffnullpunkt bezogene elektrolytische 
Potential eines Metalles M wird mit z, bezeichnet; es bedeutet 
die EMK eines Elementes 

M \norm.- M--Lsg.|norm.- H'-Lsg., H, (1atm)|Pt, 
wenn man die Potentialdifferenz an der Grenze der beiden Lösungen 
vernachlässigt. 

Unter derselben Vernachlässigung ist die EMK einer Kon- 
zentrationskette 
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M | M:--Lsg. M--Leg.: M 
c C 


bei 18°: E— 0,0677 —_ log % , wobei der positive Strom im Ele- 


ment von der verdünnteren zur konzentrierteren Lösung fließt. 
Diffusionsketten: Die Potentialdifferenz an der Grenze 
zweier Lösungen desselben einwertigen Elektrolyten von den Kon- 
zentrationen c, und c, ist, wenn /, und /, die elektrolytischen Be- 
weglichkeiten von Auion und Kation sind, bei 18°: 


BEER I, 


h 

& = 0,0677 DE | 

Bei Berücksichtigung des Diffusionspotentials wird daher die 
EMK der obigen Konzentrationskette (bei einwertigem Metall): 


2la 
E — 0,0577 =; 
I; + , c 


Die EMK einer Kette vom Daniell-Typus 
M, |M," -Leg.| M,” -Leg.!M, 
c c 


log . 


1 2 
ist, wenn e, und &, die elektrolytischen Potentiale der Metalle M, 
und M, und n, und n, ihre Wertigkeiten sind, unter Vernach- 
lässigung des Flüssigkeitspotentials, bei 18°: 


E=.— e + 0,0677 (- log c, — 2 log c) j 
N, N, 


Elektroden zweiter Art; Gaselektroden; Oxydations- 
und Reduktionselektroden; Legierungselektroden [—|. 

Tabelle elektrolytischer Potentiale [—|]. 

EMK von Normalelementen bei t° C: 
Cadmium-Element: 


E, = 1,0186 — 3,8 - 10"? (t — 20) — 6,5 - 10° (6 — 20)?, 
Clark-Element: 
E,= 1,4328 — 1,19 - 10? (6 — 15) — 7: 10° (t — 15). 
EMKund Wärmetönung. Ist E die EMK des Elementes, 
die Wärmetönung des stromliefernden chemischen Vorganges 
für 1 g-Aquivalent bei vollständiger Umsetzung in Wärme, ge- 
messen in cal, also 4,189 @ dieselbe, gemessen in Joules, demnach 


die Wärmetönung für 1 durchgegangenes Coulomb, so gilt: 
 _piE 
EB 55006 Tar 
Elektrolyse. Polarisation [—]. 


Beziehungen zwischen Eigenschaften und Zusammen- 
setzung. Periodisches System der Elemente [—]. 


. 
23046 
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Chemische Kinetik. 


Reaktionsgeschwindigkeit heißt die Abnahme der in 
Molen ausgedrückten Menge der sich umsetzenden Stoffe mit 
der Zeit. 

Die Reaktionsgeschwindigkeitim homogenen System 
ist bei konstanter Temperatur proportional den jeweiligen Kon- 
zentrationen der sich umsetzenden Stoffe. (Kinetische Form des 
Gesetzes der chemischen Massenwirkung.) 

It A—B eine (praktisch) vollständig verlaufende Reaktion, 
a die molare Anfangskonzentration von A und (a— x) dessen 
Konzentration zur Zeit t, so gilt für konstante Temperatur: 

dx 1 
dt kla— x), . ; In 
(monomolekulare Reaktion, Reaktion erster Ordnung). 

k, die Geschwindigkeitskonstante, hängt noch von der 
Temperatur ab. 

It A+B—>C-+D eine (praktisch) vollständig verlaufende 
Reaktion, so gilt entsprechend: 


a 
a —% 


da _ TEE TER en.) 
a TI Er 
oder, wenn a—=b gewählt ist: 
dx a 1 x 
area Bey 


(bimolekulare Reaktion, Reaktion zweiter Ordnung). 
Allgemein gilt für die Reaktion: mA+-nB-+--:-—.--- 

dx 

dt 

It mnA+nB+.--—DrC+sD+-.- eine umkehrbare, 


d.h. von beiden Seiten aus nur bis zu einem Gleichgewicht ver- 
laufende Reaktion, so gilt: 


—=k(la— ma)” (b— nz)... 


dx 
dt 
Reaktionsgeschwindigkeit im heterogenen System. 
Katal yse heißt die Beschleunigung einer Reaktion durch die 
Anwesenheit eines Stoffes (Katalysators), der während der 
Reaktion seine Menge nicht oder nur sekundär ändert. Die Ka- 
talyse ändert nur den Wert der Geschwindigkeitskonstanten. 
Reaktionsgeschwindigkeit und Temperatur Alle 
chemischen Reaktionen werden durch Temperaturerhöhung außer- 


—=k (a — ma)" (b— nz)". -—k,(c+rn)”(d+ sa) --- 
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ordentlich beschleunigt. In erster Annäherung wächst die Ge- 
schwindigkeitskonstante in geometrischer Reihe, wenn die Tem- 
peratur in arithmetischer Reihe zunimmt, und zwar im homogenen 
System meist für je 10° auf das Zwei- bis Dreifache. 


Chemische Statik. 


Gleichgewicht im homogenen System. Im homogenen 
System (Gasgemisch oder Lösung) kommt bei konstanter Tempe- 
ratur eine umkehrbare Reaktion 


mA+nB+---ZrC+sD-+--- 
zum Stillstand, d.h. es herrscht Gleichgewicht, wenn die molaren 


Konzentrationen der Reaktionsteilnehmer C,, C, usw. der Be- 
ziehung gehorchen: a 
1074 . C, “oo. 


m n 
CT-CH°--- 


(Statische Form des Gesetzes der chemischen Massen- 
wirkung; Gleichung der Reaktionsisotherme). 

-  K, die Gleichgewichtskonstante, hängt noch von der 
Temperatur ab. 

Sind k, und k, die Geschwindigkeitskonstanten der beiden von 
links nach rechts oder umgekehrt verlaufenden Reaktionen, so ist 
Keh. 

, 
. Für das Gleichgewicht in Gasgemischen gilt auch, wenn 
P,, P, usw. die Teildrucke der Einzelgase sind: 


PyDR°--- 
C, usw. oder p, usw. werden auch die aktiven Massen der 


Reaktionsteilnehmer genannt. 

Chemisches Gleichgewicht und Temperatur. Jedes 
chemische Gleichgewicht verschiebt sich bei Steigerung der Tem- 
peratur in dem Sinne, daß Wärme verbraucht wird, und umgekehrt. 

Ist q die bei einer Reaktion für 1 Mol der umgesetzten Stoffe 
bei konstantem Volumen und der absoluten Temperatur 7’ nach 
außen abgegebene Wärmemenge (in cal), K die Gleichgewichts- 
konstante und R die Gaskonstante (= 1,985), so gilt: 

dinK _ q 


aT RT 
(Gleichung der Reaktionsisochore). 
Ist q über das Temperaturintervali 7, bis 7, praktisch kon- 
stant, so wird: 


=K 


=K. 
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Homogene Gleichgewichte im einzelnen. Disso- 
ziation, Hydrolyse usw. [—]. 

Gleichgewicht im heterogenen System. Ein chemisches 
Gleichgewicht im heterogenen System ist unabhängig von den 
Gewichtsmengen der einzelnen Phasen. 

Phasenregel: Sind für ein System von p Phasen n Bestand- 
teile notwendig und hinreichend, um alle Phasen (in beliebigen 
Mengenverhältnissen) aufzubauen, so beträgt im Gleichgewicht 
die Zahl der „Freiheiten“, d. h. der unabhängigen Variabeln: 

n—p-+2 

1. Ist 9 > n, so herrschen mehrere Freiheiten: unvollstän- 
diges heterögenes Gleichgewicht. Bei gegebener Tempe- 
ratur können noch der Druck und die Konzentrationen der Phasen 
variabler Zusammensetzung variieren. Für letztere gilt dann das 
Massenwirkungsgesetz mit der Maßgabe, daß die aktiven Massen 
der am Gleichgewicht teilnehmenden, reinen festen (oder reinen 
flüssigen) Stoffe konstant zu setzen sind. 

2. Ist p=n-+1, so herrscht nur eine Freiheit: vollstän- 
diges heterogenes Gleichgewicht. Zu einer gegebenen 
Temperatur gehört im Gleichgewicht ein bestimmter Druck und 
bestimmte Konzentrationen der Phasen variabler Zusammensetzung. 

3. Itp=n-+2, so hat das System keine Freiheit mehr, 
d.h. es befindet sich nur bei einer bestimmten Temperatur im 
Gleichgewicht: singulärer Punkt. 

4. Ist 9>(n-+2), so kann das System nur durch Verschwinden 
einzelner Phasen zum Gleichgewicht kommen. 

Heterogene Gleichgewichte im einzelnen. Löslich- 
keit, Verteilungssatz. [—] 

Feste Lösungen, Doppelsalze usw. [—]. 

Thermochemie [—]. 


Affinität. 


Affinität heißt die Triebkraft chemischer Reaktionen. Sie 
wird gemessen durch die maximale Arbeit, die das reagierende 
System bei konstantem Volumen, konstanter Temperatur und 
reversibler Leitung des Vorganges durch Umsetzung der Einheit 
der Stoffmenge (in Molen) leisten kann. Diese maximale Arbeit 
oder die Abnahme der freien Energie des Systems ist nur 
abhängig vom Anfangs- und Endzustand, nicht von dem Wege, 
auf dem sich die Reaktion vollzieht. 

Wird die Abnahme der freien Energie mit A, die Abnahme 
der Gesamtenergie (= Wärmetönung bei völlig irreversibler Leitung 
des Vorganges) mit U bezeichnet, so gilt: 


_ 1°7 heißt die latente Wärme der Reaktion. 
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Bei allen von selbst verlaufenden Reaktionen ist A>>0, 
im Gleichgewicht ist A=0. 
Für eine umkehrbare Reaktion im homogenen System 
.. mA+rB+--:-—rC+sD 
mit der Gleichgewichtskonstante K und den Anfangskonzentra- 
tionen a,b, ... ist 


A—RT(nK—In 


a. be. ” 


nn) 


Sind zu Beginn der Reaktion alle Reaktionsteilnehmer in der 
Konzentrationseinheit vorhanden, so ist 


A=RTInK. 


Für eine in einem galvanischen Element stromliefernd 
verlaufende Reaktion ist (E=EMK, n = Wertigkeit der Reaktion, 
F' = 96540 Coul.) 


A=nLfFE Joules = 23046 .nE cal. 
Affinität und Temperatur. Für endotherme Reaktionen 


(U.<0) ist an stets —> 0, die Affinität wächst also mit der Tem- 


peratur. Für exotherme Reaktionen (U>0) kann = positiv 


oder negativ sein, je nachdem A>U oder <U. 
Für T=0 wird A= U=U.. 
Bei anderen Temperaturen ist allgemein: 
A=U,+e71n7+ßT?+yT°+ Const. T, 
wo «&,f,y von den spez. Wärmen der Reaktionsteilnehmer ab- 
hängen und Const. eine thermodynamisch unbestimmte Kon- 
stante ist. 

Mittels des Nernstschen Wärmetheorems, wonach für 
Reaktionen zwischen nur reinen, festen und flüssigen Stoffen 

lim (47) — lim (Gr) eig 

r=0\dT) r=0\dT) 
läßt. sich jedoch jene Konstante für alle Reaktionen aus den 
Dampfdruckkurven der Reaktionsteilnehmer berechnen. 

Damit ist die Berechnung chemischer Affinitäten und 
Gleichgewichte aus rein thermischen Daten: den Dampf- 
druckkurven und spez. Wärmen der Reaktionsteilnehmer und der 
Wärmetönung der Reaktion bei einer beliebigen Temperatur, er- 


möglicht. 
Photochemie [—.. 
Radioaktivität [—]. 


Taschenbuch f. Mathematiker und Physiker. I. Jahrg. 24 


Zeitschriften für Mathematik und Physik. 


Mathematische Zeitschriften. 


Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften, 
Leipzig 20, 22—-25 (1907). | 

Acta Mathematica, Stockholm 31 (1907), 32 (1908). 

American Journal of Mathematics, Baltimore 29 (1907), 30 (1908). 

American Mathematical Monthly, Springfield 14 (1907), 15 (1908). 

Annales scientifiques de l’Ecole Normale. Paris (3) 24 (1907). 

Annals of mathematics.. Cambridge Maß. (2) 10, 11 (1907). 

Annali di matematica pura ed applicata. Milano (3) 14, 15 (1907). 

Archiv für Mathematik und Physik. Leipzig (3) 12 (1907), 13 
(1908). 

Archiv for Mathematik og Naturvisdenskab. Christiania 27 (1907). 

Bibliotheca Mathematica, Leipzig, 3. Serie 8 (1907—8), 9 (1908 —9). 

Il Bollettino di matematiche e di scienze fisiche e naturali. Bologna 
6 (1907). 

Bolletino R Bibliografia e Storia delle Scienze matematiche, Torino 
10 (1907), 11 (1908). 

Bulletin de Math&matiques sp£ciales, Paris 13 (1907—1908). 

Bulletin des Sciences math&matiques, Paris (2) 31 (1907), 32 (1908). 

Bulletin des sciences mathematiques et physiques @l&mentaires. 
Paris 12 (1907). 

L’Enseignement mathematique, Paris et Geneve 9 (1907), 10 (1908). 

Gazeta matematica, Bukarest 12, 13 (1907), 13,. 14 (1908). 

Giornale di Matematiche, Napoli 45 (1907), 46 (1908). 

L’Intermediaire des Mathematiciens, Paris 14 (1907), 15 (1908). 

Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik, Berlin 86 (1907), 
37 (1908). _ 

Journal de l’Ecole Polytechnique, Paris (2) 11 (1908). 

Journal de Mathematiques pures et appliqudes, Paris (6) 3 (1907), 
4 (1908). 

Journal für reine und angewandte Mathematik, Berlin 132 (1907), 
133 (1908). 

Mathematische Annalen, Leipzig 63—64 (1907), 65 (1907—8). 

Mathematisch-Naturwissenschaftliche Blätter, Leipzig 4 (1907), 5 
1908). 

ae een questions and solutions from the „Educational 
Times“. London (2) 11, 12 (1907); 13, 14 (1908). 

Mathematihai es physihai Lapok. Budapest 17 (1908). 

The Mathematical Gazette. London 7 (1908). 

The Mathematical Magazine. London 6 (1908). 

Mathesis, Liege, Paris (3) 7 (1907), (3) 8 (1908). 

The Messenger of Mathematics, London (2) 37 (1907—1908). 


Physikalische Zeitschriften. 371 


Monatshefte für Mathematik und Physik, Wien 18 (1907), 19 (1908). 

Nouvelles Annales de Mathematiques, Paris (4) 7 (1907), 8 (198). 

Nyt Tidskrift for Mathematik, Kjöbenhavn 18 (1907), 19 (1908). 

Periodico di Matematica, Livorno 22 (1907), 23 (1908). 

Il Pitagora. Avelline 14 (19078). 

Praze matematyczno-fizyczne, Warszawa 18 (1907), 19 (1908). 

The Quarterly Journal of Mathematics, London 39 (1907), 40 (1908). 

Revista de Matemäticas, Santiago de Chile. 5, 6 (1908). 

Revista Arimestral de Matemäticas. Zaragoza 8 (1908). 

Revue de Mathematiques (Rivista di Matematica), Torino 17 (1907), 
18 (1908). 

Revue de Mathematiques speciales, Paris 18 (1907—1908). 

La Revue du l’enseignement. Paris (1) 1907; (2) 1908. 

Revue semestrielle des Publications mathematiques, Amsterdam 
15 (1907), 16 (1908). 

Supplemento al Periodico di Matematica. Livorno 11 (1908—2); 
12 (1907—8). 

Unterrichtsblätter für Mathematik und Naturwissenschaften. Berlin 
15 (1908). 

Wiadomosci matematyczne, Warszawa 11 (1907), 12 (1908). 

Zeitschrift für Mathematik und Physik, Leipzig 54 (1906—7), 55 
(1907—8). 

Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen Unter- 
richt, Leipzig 38 (1907—8), 39 (1908 —9). 


Physikalische Zeitschriften 


mit Berücksichtigung der wichtigsten Zeitschriften nahe verwandter 
Fächer. (Die mathematischen Zeitschriften, die ebenfalls vielfach 
Physikalisches enthalten, sind nicht nochmals aufgeführt, wohl aber 
einige Gesellschaftsschriften, die vielleicht hier gesucht werden.) 


American Journal of Science, The (Silliman Journal) Newhaven 
(Amerika), 4. Serie, Bd. 25, 26. 

Annalen der Hydrographie (Seewarte, Hamburg), Berlin, Bd. 36. 

Annalen der Naturphilosophie (Ostwald), Leipzig, Bd. 6. 

Annalen der Physik und Chemie (Wien, Würzburg, und Planck, 
Berlin), Leipzig, Bd. 25, 26, 27. 

Annales de chimie et de physique, Paris, 8. Serie, Bd. 13, 14, 15. 

Annual Report of the board of Regents of the Smithsonian Insti- 
tution, Washington, Jahrgang 1908. 

Archives neerlandaises (Bosscha), Haag, 2. Serie, Bd. 13. 

Archives des Sciences physiques et naturelles, Genf, 4. Serie, 
Bd. 25, 26. 

Arkiv for 'Matematik, Astronomi och Fysik, Stockholm, Bd. 4. 

Astronomische Nachrichten (Kreuz und Kobold), Kiel Bd. 177, 
178, 179, 180. 

Astrophysical Journal, The, Chicago and Newyork, Bd. 27. 


24* 


372 Physikalische Zeitschriften. 


Beiblätter zu den Annalen der Physik (Pockels, Heidelberg), 
Leipzig, Bd. 32. 

Beiträge zur Geophysik (Gerland, Straßburg), Leipzig, Bd. 10. 

Bibliographie der deutschen naturw. Literatur I. Abt. Berlin. 
Bd. 10, 1907; 11, 1908. 

British Journal of Photography, The, London, Bd. 55. 

Bulletin astronomique, Paris, Bd. 25. 

Bulletin of the bureau of Standards, Washington, Bd. 4. 

Centralzeitung für Optik und Mechanik, Berlin, Bd. 29. 

Communications from the physical Laboratory at the University 
of Leiden (Kammerlingh-Onnes), Nr. 103 ff. 

Deutsche Mechaniker-Zeitung, Berlin, Jahrgang 1908. 

Deutsche Zeitschrift für Luftschiffshrt (Illustrierte aeronautische 

. Mitteilungen) (Elias), Berlin, Bd. 12. 

Eclairage 6lectrique, Paris, Bd. 52. 

Electrical World, Newyork, Bd. 50 ff. 

Electrician, The, London, Bd. 61, 62. 

Elektrochemische Zeitschrift, Berlin, Bd. 15. 

KElektrotechnische Zeitschrift, Berlin, Bd. 29. 

Ergebnisse der Arbeiten des Kgl. Preuß. äronautischen Observa- 
toriums bei Lindenberg (AßBmann); Bd. 2. 1907. 

Fortschritte a. d. Gebiete der Röntgenstrahlen, Berlin, Bd. 12. 

Fortschritte der Physik, Die (Berlin), Braunschweig, Jahrg. 1908. 

Jahrbuch der Photographie (kder, Wien), Halle, Bd. 22. 

Jahrbuch der Radioaktivität und Elektronik (Stark in Greifswald), 
Leipzig, Bd. 6. 

Jahrbuch in u Telegraphie u. Telephonie (Simon, Göt- 

tingen), B 

Tousnel de A physicale (Guye, Genf), Genf und Paris, Bd. 6. 

Journal of physical chemistry, Ithaca (Newyork), Bd. 12. 

Journal de Physique, Paris, 4. Serie, Bd. 7. 

Kriegstechnische Zeitschrift, Berlin 12 (1908). 

Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn 
(Leipzig), Bd. 26. 

Mechaniker, Der, Berlin, Bd. 16. 

Memoirs of the Kyoto University, Bd. 2. 

Meteorologische Zeitschrift (Hann, Wien, und Hellmann, Berlin), 
Bd. 25 


Metronomische Beiträge, Berlin... 

Mitteilungen über Gegenstände des Artillerie- und FONDS, 
Wien 39 (1903). 

Monthly weather Review, Newyork, Bd. 36. 

Nature, London und Newyork, Bd. 77, 78. 

Naturwissenschaftliche Rundschau, Braunschweig 23 (1908). 

Nuovo Cimento, Il, Pisa. 5. Serie, Bd. 15, 16. 

Österreichische Centralzeitung für Optik und Mechanik, Wien. 

Philosophical Magazine, The (and Journal of Science), London, 
6. Serie, Bd. 15, 16. 


Gesellschaftsschriften. 373 


Photographic Journal, The, London, Bd. 48. 

Physical Review (Nichols, Merritt and Bedell), Newyork, Bd. 26, 27. 

Physikalische Zeitschrift (Bose in Danzig), Leipzig, Bd. 9. 

Physikalisch-Chemisches Zentralblatt (Rudolphi, Darmstadt, und 
Kreman), Bd. 5. 

Radium, Le, Paris, Bd. 5. 

Revue d’Artillerie, Paris 71, 72, 73 (1908). 

Revue generale des Sciences, Paris, Bd. 19. 

Revue scientifique, Paris (5) 9, 10 (1908). 

Rivista di fisick, matematica e scienze natural®, Pavia 9 (1908). 

Science. Newyork, Bd. 27 £. 

Spaczinskis Bote der Experimentalphysik und elementaren Mathe- 
matik, Odessa (Russisch) 1908. 

Terrestrial Magnetism and atmosphaeric Electricity, Newyork, Bd.13. 

Tidskrift for Fisik etc., Kopenhagen ... 

Tokyo Sug.-Bnt. Kizi-Gaiyö, Bd. 4f. 

Wissenschaftliche Abhandlungen der Physikalisch. technischen 
Reichsanstalt . 

Zeitschrift für Elektrochemie (Abegg, Breslau), Halle, Bd. 14. 

Zeitschrift für Instrumentenkunde (Lindeck), Berlin, Bd. 28. 

Zeitschrift für Kristallographie (Groth in München), Leipzig, Bd. 45. 

Zeitschrift für komprimierte und flüssige Gase, Berlin, Ba. 11. 

Zeitschrift für physikalische Chemie (Ostwald in Leipzig nnd Van’t 
Hoff, Berlin), Leipzig, Bd. 63, 64, 66. 

Zeitschrift für den physikalischen und chemischen Unterricht 
(Poske), Berlin, Bd. 

Zeitschrift für ans swesen, Stuttgart 37 (1908). 

en für wissenschaft iche Mikroskopie (Küster, Halle), Leipzig, 

d. 25 
re für wissenschaftliche Photographie (Schaum), Leipzig, 
d. 6. j 


Gesellschaftsschriften mathematisch-naturwissenschaft- 
licher Richtung. 


Agram. Arbeiten (Rad) d. südslav. Akademie 169; 171 (1907); 
173; 175 (1908). 

Amsterdam. 1) Kon. Akad. van Wetenschappen Verhandelingen 8 
(1907); 9 (1908); Verslagen der Zittingen 16 (1907—1908); 

. 2) Wiskundig Genootschap, Nieuw Archief (2) 7 (1907), 8 (1908). 


Baltimore. John Hopkins University Circulars 1907; 1908. 
Basel. Verhandlungen der naturforsch. Gesellschaft 19 (1907). 
Belgrad. Veröffentlichungen (Glas) derK. Serb. Akademie 73 (1907). 
Berlin. 1) K. Akad. der Wissensch. Abhandlungen 1907; 1908. 
Sitzungsberichte 1907; 1908. 2) Verein zur Förderung des 
math. u. naturw. Unterrichts: Unterrichtsblätter für Mathe- 
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matik u. Naturwiss. 13 (1907); 14 (1908). 3) Deutsche Physi- 
kalische Gesellschaft, Verhandlungen 9 (1907); 10 (1908). 4) Ber- 
liner Mathematische Gesellschaft, Sitzungsberichte 6 (1907); 7 
(1908). 

Bern. Mitteilungen der naturforsch. Gesellschaft 1907; 1908. 

Bologna. R. Accademia delle Scienze dell’ Istituto, Memorie 
(6) 4 (1907); 5 (1908). Rendiconti (2) 12 (1907—1908). 

Bordeaux. Soc. des Sciences physiques et naturelles, M&emoires; 
(6) 2 (1904). Proces verbaux 1907— 1908. 

Boston. American Academy, Proceedings 43 (1907—1908). 

Brünn. Verhandl. des naturforsch. Vereins 45 (1907); 46 (1908). 

Bruxelles. 1) Acad. Roy. des Sciences, des Lettres et des Beaux- 
Arts de Belgique, Bulletin 1907—1908. Memoires en 4° (2) 1 
(1907). Me&moires couronnes et autres Memoires en 8°. 2) So- 
ciete scientifique de Bruxelles. Annales 31 (1907), 32 (1908). 
Revue des questions scientifiques. 61 (1907), 62 (1908). 

Budapest. Math. u. Naturw. Berichte aus Ungarn 21—22; 25 
(1907). 

Bee Anales de la Sociedad cientifica Argentina 63—64 
(1907); 65—66 (1908). 

Caen, Acad. des Sciences, Arts et Belles Lettres, M&moires 1907; 
1908. 

Cambridge (England). Philosophical Society Proceedings 14 
(1907—-1908). Transactions 21 (1908). 

Capetown. South African Philos. Society, Transactions 16—18 
(1907). 

Catania. Accademia Gioenia di Scienze Naturali, Atti 20 (1907); 
21 (1908). Bolletino delle Sedute (2) 92—94 (1907). 

Charkow. Math. Gesellschaft, Mitteilungen (2) 10 (1907). 

Cherbourg. Soc. des Sciences naturelles, M&moires (4) 6 (1907); 
7 (1908). . 

Dijon. es des Sciences, M&moires (4) 12 (1907—1908). 

Dresden. Naturwiss. Gesellschaft Isis, Sitzungsberichte 1907 ; 1908. 

Dublin. 1) Roy. Irisı Academy Proceedings 27 (1907); 28 (1908). 
Transactions 34 (1907). 2) Royal Society, Scientific Proceedings 
(2) 11 (1907). Scientific Transactions (2) 9 (1907). 

Edinburgh. 1) Royal Society Proceedings 27 (1907); 28 (1907 bis 
1908). Transactions 44 (1907). 2) Math. Society Proceedings 
25 (1907); 26 (1908). 3) Physcal Society Procieedings. 

Erlangen. Physik-Medizin. Sozietät, Sitzungsber. 39 (1907— 1908). 

Frankfurt a. M. Physikal. Verein, Jahresberichte 1907—1908, 

Geneve. Societe de Physique et des Sciences naturelles, M&emoires 
35 (1907); 36 (1908). Archives des Sciences physiques et natu- 
relles (4) 23—24 (1907); 25—26 (1908). | 

‚Görlitz. Naturforschende Gesellschaft, Buchhandlungen 25 (1907), 
26 (1908). 

Ädtehsre. K. Vetenskaps och Vitterhets Samhälles Handlingar 
(4) 10 (1907); 11 (1908). 
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Göttingen. K. Gesellsch. der Wissensch. Abhandlungen (2) 5 
(1907). Nachrichten 1907; 1908. 

Graz. Mitteil. des Naturwiss. Vereins für Steiermark. 

Grenoble. Annales de l’Universite 18 (1907); 19 (1908). 


Haarlem. 1) Societe Hollandaise des Sciences, Archives neeerlan- 
daises des Sciences exactes et naturelles (2) 12 (1907); 13 (1908). 
2) Musee Teyler, Archives (2) 11 (1907). 

Halifax. New Scotian Institute, Proceedings and Transactions 
11 (1907). 

Halle. Tecpoldin.-Carolin. Akademie. Nova acta 87 (1907). Leo- 
poldina 45 (1908). 

Hamburg. Math. Gesellschaft, Mitteilungen 4 (1907—1908). 

Helsingfors. Societas Scientiarum Fennica, Acta; Öfversigt af 
Förhandlingar 48 (1907); 49 (1908). 


Innsbruck. Naturwiss. Medizin. Verein, Berichte 31 (1907—1908). 


Jassy. Universite, Annales scientifiques 5 (1907); 6 (1908). 
Juriev. Naturforschergesellschaft, Sitzungsberichte 16 (1907); 17 
(1908). Universität, Acta et Commentationes. 


Kasan. Universität, Nachrichten Physikomathemat. Gesellschaft 
Bulletin (Izvestija) (2) 16 (1907); 17 (1908). 
Kiew. Universität Nachrichten 1907; 1908. 

Kjöbenhavn. Kongelig Danske Videnskabernes Selskab Skrifter 
(7) 5 (1907). Oversigt over de Forhandlinger 1907; 1908. 
Königsberg. Physikal.-Ökonom. Gesellschaft, Schriften 48 (1907); 

49 (1908). | 
Krakau. Akad. der Wissenschaften Denkschriften (Rozprawy) 

41 (1907); 42 (1908). Bulletin international 19 (1907); 20 (1908). 
Kristiania. Videnskabs-Selskab Skrifter. Forbandlinger. 
Kyoto. College of Science and Engineering. Memoirs. 


Lausanne. Societe Vaudoise des Sciences naturelles, Bulletin 
43 (1907); 44 (1908). 

Lawrence. University of Kansas, Science Bulletin 4 (1907); 5 
(1908). | 

Leipzig. 1)K. Sächs. Gesellsch. der Wiss. Berichte 59 (1907); 60 
(1908). Abhandlungen 30 (1907). 2) Jablonowskische Gesell- 
schaft, Preisschriften 15 (1905). 3) Deutsche Mathematiker- 
Vereinigung, Jahresberichte 16 (1907); 17 (1908). 4) Gesell- 
schaft deutscher Naturforscher u. Arzte, Verhandlungen 78 
Dresden (1907); 79 Köln (1908). 5) Astronomische Gesellschaft, 
Vierteljahrsschrift 44 (1908). 

Lemberg. Sevcenkogesellschaft der Wissenschaften Sammelschrift 
(Sbirnik). 

Liege. Societe des Sciences, Memoires (3) 7 (1907); 8 (1908). 

Lille. Universite, Travaux et M&moires. | 

Lisboa. Academia real das Sciencias, Memorias; Jornal de Scien- 
cias mathematicas, physicas e naturaes 
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London. .1) Royal Society, Proceedings 79 (1907); .80 (1908). 
Philos. Transactions 206 (1907); 207 (1908). 2) Mathematical 
Society, Proceedings (2) 4 (1907); 5 (1908). 8) Physical Society, 
Proceedings 26 (1907); 27 (1908). 4) British Association. for 
the Advancement of Science, Reports 77 Meeting of Leicester 
1907). 

a Societe Scientifique de Bruxelles, Annales 31 (1907); 
32 (1908). Revue de questions scientifiques 64 (1908). | 

Lucca. R. Accad. di Scienze Lettere ed Arti, Atti 34 (1908). 

Lund. Universität, Acta (ırskrift) (2) 3 (1907); 4 (1908). 

Luxemburg. Institut Roy. Grendducal, Archives trimestrielles 
1907; 1908. 


Madison. Wisconsin Academy of Sciences, Arts and Letters, 
Transactions 15 (1907). 

Madrid. Real Academia de Ciencias, Memorias, Revista 5 (1907). 

Manchester. Literary and Philosophical Society, Memoirs and 
Proceedings 52 (1907—1908). 

Marburg. Gosellschaft - zur Beförderung der gesamten Natur- 
wissenschaften, Sitzungsberichte 1907; 1908. 

Marseille. Faculte des Sciences, Annales (1908). 

Mejico. Sociedad cientifica „Antonio Alzate‘‘ Memorias y Revista 
24—25 (1907); 26 (1907—1908). 

Melbourne. Royal Society of Victoria, Proceedings. 
Australasian Association for the Advancement of Science, Reports 

Milano. Istituto Lombardo, Rendiconti (2) 40 (1907); 41 (1908). 

Modena. Regia Accad. di Scienze Lettere ed Arti, Memorie (3) 
8 (1908). Ä 

Montpellier. Acad&mie des Sciences, M&moires 

Montreal. Royal Soc. of Canada, Proceedings 

Moskau. 1) Societe Imp. des Naturalistes Bulletin (2) 20 (1907); 
21 (1908). 2) Math. Gesellschaft, Sammelschrift (Sbornik) 25 
(1907); 26 (1908). 

München. K.Bayr. Akad. der Wissensch. Abhandlungen 23—24 
(1907). Saum Aberichte 37 (1907); 38 (1908). 


Nancy. Societ6 des Sciences, Bulletin 

Napoli. 1) Reale Accad. delle Scienze Fisiche e Matematiche, 
Atti 25 (1908); Rendiconti (8) 13 (1907); 14 (1908). 2) Acca- 
demia Pontaniana, Atti (2) 12 (1905). 

Neuchätel. Societe des Sciences naturelles, Bulletin 33 (1907); 
34 (1908). 

New Haven. onnestient Academy of Arts and Sciences, Trans- 
actions 12 (1907). 

New York. American Mathematical Society Bulletin 14 (1907 
bis 1908). Transactions 8 (1907) 9 (1908). 


Odessa. 1) Math. Abteilung der neuruss. Gesellschaft der Natur- 
forscher, Denkschriften. 2) Universität, Nachrichten. 
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Ottawa. Canada Royal Society, Proceedings and 'Transactions 
(2) 13 (1907); 14 (1908). E 


Palermo. Circolo matematico, Rendiconti 23—24 (1907); 25—26 
(1908). 

Paris. AN Acad6mie des Sciences, Comptes rendus hebdomadaires 
des Sciences, 144—145 (1907); 146—147 (1908); Me&moires (2) 
48 (1905). Memoires presentes par divers Savants 82 (1902). 
2) Association pour l’Avancement des Sciences, Comptes 
rendus. Congres de Reims (1907). 3) Societe mathömatique de 
France, Bulletin 35 (1907); 86 (1908). 4) Societe philomathe- 
matique, Bulletin (9) 10 (1907—1908). | 

Pavia. Societä cattolica italiana per gli studi scientifici, Rivista 
di Fisica, Matematica e Scienze naturali 8 (1907); 9 (1908). 

Petersburg. 1) K.K. Akademie der Wissenschaften Bulletin (6) 1 
(1907); 2 (1908); Me&moires (8) 19-20 (1907); 21—22 (1908). 
Denkschriften (8) 19 (1908). 2) Physicochemische Gesellschaft, 
Journal 39 (1907); 40 (1908). 

Philadelphia. 1) American Philosophical Society, Proceedings 46 
(1907); 47 (1908). 2) Transactions 21 (1907). Franklin Institute, 
Journal 166 (1908). | 

Pisa. Reale Scaola Normale. Sc. fis. e mat. 9 (1904). 

Porto. Academia polytechnica, Annaes 2 (1907); 3 (1908). 

Prag. 1) Böhm. Gesellsch. der Wissenschaften Sitzungsberichte 
1907; 1908. 2) Tschechische Akademie der Wissenschaften 
Sitzungsberichte (Vestnik) 1907; 1908. Abhandlungen (Rozpravy) 
1907, 1908. 3) Gesellschaft böhm. Mathematiker, Zeitschrift 
(Casopis) 86 (1907); 37 (1908). Sammelschrift (Sbornik). 


Rennes. Universit6, Travaux scientifiques 6 (1907); 7 (1908). 

Riga. Naturforscherverein, Korrespondenzblatt 50 (1907); 51 (1908). 

Roma. 1) Reale Accademia dei Lincei, Memorie; Rendiconti (5) 16 
(1907); 17 (1908). 2) Accademia Pontificia de’ Nuovi Lincei, 
Atti 60 (1907); 61 (1908) Memorie 26 (1908). 38) Societä Ita- 
liana detta dei XL. Memorie (3) 14 (1907). 


St. Louis. Academy of Science, Transactions 17 (1907); 18 (1908). 
Salem. American Association for the Advancement of Science. 
San Francisco. California Academy of Natural Sciences, Pro- 


ceedings 
Stockholm. 1)Kongl. Svenska Vetenskaps Akademie, Handlingar 
41—42 (1907). Öfversigt af Förhandlingar. 2) Arkif för 


Matematik, Astronomi och Fysik 3 (1907) 4 (1908). 8) Mede- 
landen frän Nobel Institut 1 (1907). 
Stuttgart. Math. Naturw. Verein, Math. Naturw. Mitteilungen 
(2) 9 (1907); 10 (1908). | 
Sydney. Royal Society of New South Wales, Proceedings 


Tokyo. College of Science, Journal 22 (1907—1908). Mathe- 
matico-Physical Society, Proceedings (Kizi-Gaiyö) 4 (1907). 
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Torino. Reale Accademia delle Scienze, Atti 42 (1907); 43 (1908. 
Memorie (2) 57 (1907); 58 (1908). 

Toronto. Canadian Institute, Proceedings; Transactions. 

Toulouse. Acad&mie des Sciences, Memoires 75 (1907) Faculte 
des Sciences, Annales (2) 9 (1907); 10 (1908). 

Upsala. Regia, Societas Scientiarum, Nova acta (4) 1 (1907). 
Universität, Arskrift 1908. 

Venezia. Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, Atti 
67 = (8) 10 (1907—1908). Memorie. 

Warschau. Universität, Nachrichten. 

Washington. National Academy, Memoirs. Philosophical Society, 
Bulletin 15 (1907-1908). 

Wellington. New Zealand Institute, Transactions and Procee- 
dings 40 (1907); 41 (1908). 

Wien. K.K. Akademie der Wissenschaften, Anzeiger 1907; 1908. 
Sitzungsberichte d. math.-naturw. Klasse 116 (1907); 117 (1908). 
Denkschriften 80 (1907); 81 (1908). 

Würzburg. Physikalisch-Medizinische Gesellsch., Sitzungsbe- 
richte 1907; 1908. Verhandlungen (2) 39 (1907); 40 (1908). 


Zürich. 1) Allg. Schweizerische Gesellsch. für die gesamten Natur- 
wissenschaften, Neue Denkschriften 42 (1907—1908). 2) Natur- 
forsch. Gesellschaft, Vierteljahrschrift 52 (1907); 5% (1908). 
3) Physikalische Gesellschaft, Mitteilungen 1907—1908. 


Neu erschienene mathematische Bücher. 


Adams, C.L. Notes on descriptive geometry. I. Boston 1907. 
7,50 M. 

d’Adhemar, R. Les equations aux derivees partielles & characte- 
ristiques reelles. Paris 1907. 2 fr. 

d’Adhe&emar, R. Exercices et lecons d’analyse. Paris 1908. 6 fr. 

Adler, A. Theorie der geometrischen Konstruktionen. Leipzig 
1906. 9 M& 

Ahrens. W. Mathematische Spiele. Leipzig 1907. 1,25 M. 

Akkens, W. Briefwechsel zwischen C. G. J. Jacobi und M. H. 
Jacobi. Leipzig 1907. 7,50 M. 

Amtmann, H. Neue mathematische Theorieen der Witwenver- 
sicherung. Jena 1908. 2,50 AM. 

Andrews, W.S. Magic squares and cubes. Chicago 1908. 1,5 $. 

Arnoux, G. Arithmetique graphique. Paris 1906 5 fr. 

Bachmann, P. Grundlehren der neueren Zahlentheorie. Leipzig 
1907. 6,50 M. 

Baire, R. Lexons sur les theories generales de l’analyse, I—I. 
Paris 1907—1908. 20 fr. 

Baker, H. J. Introduction to the theory of the multiply periodic 
functions. Cambridge 1907. 12,5 s. 
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Ball, W. Rouse. Histoire des Mathematiques. Trad. d. L. Freund. 
Paris II. 1907. 8 fr. 

Ball, W. Rouse. Recreations mathematiques et problömes des 
temps anciens et modernes. Trad. p. J. Fitz-Patrick. 2e ed. 1. 
1907. 5 fr 

Ben P. La geometrie non euclidienne. 2e ed. Paris 1907. 
2 ir. 

Bassi, A. Risoluzione dei triangoli piani. Torino 1907. 4L. 

Behrendsen, O. und Götting, E. Lehrbuch der Mathematik 
-nach modernen Grundsätzen. Leipzig 1908. 2,80 M. 

Bertini, E. Introduzione alla geometria proiettiva degli iper- 
spazi. Pisa 1906. 15 L. 

Blaschke, E. Vorlesungen über math. Statistik. Leipzig 1906. 
7,50 AM. 

Böcher, M. Introduction to higher algebra. New York 1908. 1,9 £. 

Boehm, K. Elliptische Funktionen. I. Leipzig 1908. 8,60 #M. 

Bolza, O. Vorlesungen über Variationsrechnung. I. Leipzig 1908. 
8 NM. 

Bonola, R. Ja geometria noneuclidea. Bologna 1906. 5 L. 

Bonola, R. Die nichteuklidische Geometrie. Deutsch von Lieb- 
mann. Leipzig 1908. 5 4. 

Borel, E. Die Elemente der Math. Deutsch von Stäckel. I. 
Leipzig 1908. 8,60 AM. 

Boutroux, P. Lecons sur les fonctions definies par les equations 
differentielles du 1. ordre. Paris 1908. 6,5 fr. 

Brioschi, F. ÖOpere. IV. Milano 1906. 

Bromwich, T. J. TA. Introduction to the theory of infinite series. 
Neuyork 1908. 4,5 8. 

Bruns, H. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaßlehre. 
Leipzig 1906. 8,40 M. 

Burkhardt, H. Vorlesungen über die Elemente der Differential- 
und Integralrechnung. Leipzig 1907. 6 AM. 

Burkhardt, H. Einführung in die Theorie der analytischen 
Funktionen einer komplexen Veränderlichen. 3. Aufl. Leipzig 
1908. 7 AM. 

Burrau, C. Tafeln der Funktionen Cosinus und Sinus (Kreis- u. 
Hyperbelfunktionen). Berlin 1907. 4 #. 

Byerly, W. Harmonic functions. New York 1906. 1 &. 


Campbell, D. F. A short course on differential equations. New 
York 1906. 0,9 8. 

Cantor, M. Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. IV. 
Leipzig 1908. 32 M. 

Cappilleri, A. Einführung in die Ausgleichungsrechnung. Wien 

1907. 4 M. 

Carlslaw, H. S. Introduction into the theory of Fourier'’s series 
and integrals. New York 1907. 4,5 %&. 

Carus, P. 'The foundation of mathematics. Chicago 1908. 0,75 $. 
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Cauchy, A. L. Oeuvres complötes. II. Paris 1908. 25 fr. 

Chandler, G. H. Elements of the infinitesimal calculus.. New 
York 1907. 

Chini, M. Lezioni di Algebra ad uso dei Licei. I. I. Livorno 
1908. 6,60 £. | 

Cohen, A. Differential equations. Boston 1907. 2 £. 

Couturat, L. Die philosophischen Prinzipien der Math. Deutsch 
von Siegel. Leipzig 1908. 8,5 A. 
Crefcoeur, A. J. M. Cours d’analyse’ infinitesimale. III. Anvers 
1908. 4 fr. . 
Czuber, E. Einführung in die höhere Mathematik. Leipzig 1909. 
12 M. 

Czuber, E. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 2. Aufl. I. Leipzig 
1908. 12 4. 

Daniels, F. Essai de geome6trie spherique en coordonnees projec- 
tives, Fribourg 1907. 8 fr. 

v Dantscher. Vorlesungen über die Weierstraßsche Theorie der 
irretionalen Zahlen. Leipzig 1908. 2,80 .K. | 

Del Re, A. Lezioni sulle forme fondamentali dello spazio rigato. 
Napoli 1906. 3,5 L. 

Del Re, A. Lezioni di algebra della logica. Napoli 1907. 3,5 L. 

Descartes, R. Oeuvres. X. Paris 1908. 25 fr. 

Dini, H. Lezioni di analisi infinitesimale. 1. Pisa 1907. 22 L. 

Doehlemann, K. Geometrische Transformationen. II. Leipzig 
1908. 10 M. 

Dure&ge, H. Theorie der elliptischen Funktionen. 5. Aufl. von. 
L. Maurer. Leipzig 1908. 11 M. 


Ebner, F. Leitfaden der technisch wichtigsten Kurven. Leipzig 
1906. 4 AM. 

Egerer, H. Repetitorium der höheren Math. München 1908. 6 .K 

Enriques,F. Fragen d. Elementargeometrie. II. Leipzig 1907. 9 


Fabry, F. Traite de mathematiques generales. Paris 1909. 9 fr. 

Fair, A. Asteel square ascalculating machine. New York 1906. 0,5 $. 

Falk, M. Über die Haupteigenschaften derjenigen analytischen 
Funktionen eines Arguments, welche Additionstheorum besitzen. 
Upsala 1907. 5 AM. 

Faßbinder, C. Theorie et pratique des approximations numeri- 
ques. Paris 1906. 3 fr. 

Fazzari, G. Breve storia della matematica, dai tempi antichi al 
medio evs. Milano 1907. 4 L. ae 

Fedo, H. Application de la methode vectorielle de Grasmann ä la 
g6ometrie infinitesimale. Geneve 1907. 

Festschrift zur Feier des 200. Geburtstages Leonhard Eulers. 
Beiträge von G. Valentin, A. Kneser, F. Müller, E. Lampe. 
Leipzig 1907. 5 M. 

Fields, J. C. Theory of the algebraic functions of a complex 
variable. Berlin 1906. 12 AM. 
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Filon, L.N.G. Introduction to projective geometry. London 1908. 
7,5 'sh. 

Fischer, V. Grundbegriffe und Grundgleichungen der math. 
Naturwissenschaft. Leipzig 1906. 4,5 dl. 

Forsyth, A. R. Theory of differential equations. IV. Cam- 
bridge 1906. 24 sh. | 

Fubini, G. Introduzione alla teoria dei gruppi discontinui e 
delle funzioni automorfi. Pisa 1908. 15 L. 

Fuchs, L. Gesammelte math. Werke. II. Berlin 1906. 30 #. 


Galois, E. Manuscrits. Paris 1908. 2,75 fr. 

Garbieri, G. Geometria analitica. I. II. Torino 1908. 8 L. 

Geigenmüller, R. Leitfaden und Aufgabensammlung zur 
höheren Mathematik. 

Geyger, E. Lehrbuch der darstellenden Geometrie. I. Leipzig 
1906. 8 M 

Günther, S. und v. Braunmühl, A. Geschichte der Math. I. 
Leipzig 1908. 9,60 M. 

Guillemin, A. Tableaux logarithmiques. Paris 1906. 4 fr. 

Gunther, C. A. Integration by Arizonometric and imaginary 
substitution. London 1908. 5 M. 


Haas, A. Der binomische und polynomische Lehrsatz. Bremer- 
haven 1906. 8 .u 

Hagen, J.G. Synopsis der höheren Math. II. Differential- und 
ntegralrechnung. Berlin 1906. 35 M. 

Hammer, E. Der logarithmische Rechenschieber und sein Ge- 
brauch. Stuttgart 1908. 1 M. 

Hardy, G.H. A course of pure mathematics.. Cambridge 1908. 
12 sh. 

Heger, R. Analytische Geometrie auf der Kugel. Leipzig 1908. 
4,40 M 

Helmert, F. A. Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate. 2. Aufl. Leipzig 1907. 16 

Hempel, J. Schattenkonstruktionen. Leipzig 1906. 5 AM. 

Hensel, K. Theorie der algebraischen Zahlen. I. Leipzig 1908. 
14 M. 

Hermardinquer, C. Notions de mathematiques sup6rieures. 
Paris 1907. 3 fr. 

Hermite, C. Oeuvres. II. Paris 1908. 18,5 fr. 

Hilbert, D. Grundlagen der Geometrie. 3. verm. Aufl. Leipzig 
1909. 6 .K. 

Hilton, H. Introduction to the theory of groups of finite order. 
Oxford 1908. 14 sh. | 

Hinton, C. H. The 4. dimension. London 1906. 4,5 sh. 

Hobson, E. W. The theory of functions of a real variable and 
the theory of Fouriers series. Cambridge 1907. 21 sh. 


Jessop, C.M. A treatise on the line complex. Cambridge 1903. 
10 sh. 
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Johnson, W. W. Treatise on the integral calculus. New York 
1907. 3 8. 

Jouffret, E. Melanges de geomttrie a 4 dimensions. Paris 
1906. 7,5 fr. 


Klein, F. Vorträge über den mathematischen Unterricht an den 
höheren Schulen, 1]. Leipzig 197. 5 #. 

Klein, F. Elementarmathemutik vom höheren Standpunkt aus. I. 
Arithmetik, Algebra, Analysis. Leipzig 1908. 7,50 M. 

Kohlrausch, F.L. Einführung in die Differential- und Integral- 
rechnung. Berlin 1907. 6,80 AM. 

Kowalewsky, G. Grundzüge der Ditferential- und Integralrech- 
nung. Leipzig 1909. 12 4. 

Kozäk, J. Grundprobleme der Ausgleichungsrechnung nach der 
Methode d. kleinsten Quadrate. I—II, 1. Wien 1906—1908. 27 MH. 

Kruse, M. G. Schnellrechner. Leipzig 1908. 1,20 A. 


Laisant, C. Initiation mathematique. Basel 1906. 2,5 fr. 
J. A. da G. Lazzeri. 1908. 2 L. 

Lanner, A. Neuere Darstellungen der Grundprobleme der reinen 
Math. im Bereiche der Mittelschulen. Berlin 1907. 3 M. 

de Laplanche, L. Etudes sur les angles imaginaires. Paris 
1908. 3 fr. 

Laurent, H. La geomktrie analytique generale. Paris 1906. 6 fr. 

Lebesgue, H. Lecons sur les series trigonometriques. Paris 
1906. 83,5 fr. 

Lesser, O. Graphische Darstellungen im Mathematikunterricht 
der höheren Schulen. Leipzig 1908. 5 M. 

v. Lilienthal. Vorlesungen über Differentialgeometrie. I. Leipzig, 
1908. 12 4 

Loria, (%. Vorlesungen über darstellende Geometrie. Deutsch v. 
Schütte. I. Leipzig 1907. 6,80 M. 


Mac Coll, H. Symbolic logie. London 1906. 4,5 sh. 

Maillet, E. Introduction & la theorie des nombres transscen- 
dants. Paris 1906. 10 fr. 

Mandl, J. Kurzgefaßtes Lehrbuch der Math. für Ingenieure. 
1906. 10,50 M. 

Manning, H.P. Irrational numbers. New York 1907. 1,35 8. 

Massau, J. Memoire sur l’integration graphique. Gand 1906. 20 fr. 

Mathews, G. B. Algebraic equations. Cambridge 1907. 

Mauderli, S. Die Interpolation. Solothurn 1906. 3,60 M. 

Mellor, J. W. Höhere Mathematik. Berlin 1906. 8 .#. 

Minkowski,H. Diophantische Approximationen. Leipzig 1907. 8 M. 

de Montessus, R. Lecons el&mentaires sur le calcul des proba- 
bilites. Paris 1908. 7 fr. 

Müller, E. Lehrbuch der darstellenden Geometrie für techn. 
Hochschulen. I. Leipzig 1908. 12 A. 

Müller, F. Führer durch die math. Literatur. Leipzig 1908. 7 .M. 
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Murray, D. A. Differential and integral caleulus. London 1908. 
7,5 sh. 


Netto, E. Gruppen- u. Substitutionentheorie. Leipzig 1908. 5,20 AM 

Neuberg, J. Corr. de geometrie analytique. Paris 1908. 9,5 fr. 

Nielsen, N. Handbuch der Theorie der Gammafunktionen. Leipzig 
1906. 12 M. 

Nielsen, N. Theorie des Integrallogarithmus Leipzig 1906. 3,60 KH. 

Nielsen, N. Lehrbuch d. unendlichen Reihen. Leipzig 1908. 11 .#. 


d’Ocagne, M. Calcul graphique et nomographie. Paris 1907. 5 fr. 

v. Öttingen, A. Die perspektivischen Kreisbilder der Kegel- 
schnitte. Leipzig 1906. 5 #. 

Osgood,F.W. Lehrbuch der Funktionentheorie. I. Leipzig 1906 — 
1907. 15,60 M. 

Osgood, F.W. First course in diff. and integral calculus. London 
1907. 10,5 sh. 


Pagliero, G. Applicazioni del calcolo infinitesimale. Torino 
1907. 7 L. 

Palmieri, F. S. Elementi di aritmetica e algebra per le scuole 
medic di secondo quadro. I. Messina 1908. 3 L. 

Pasch, M. Grundlagen der Analysis. Leipzig 1908. 3,6 M. 

Perry, J. Practical mathematics.. London 1907. 

Perry, J. Angewandte Mathematik. Deutsch v. Schick. Leipzig 
1908. 18 M. 

Petit Bois, G. Tafeln unbestimmter Integrale. Leipzig 1906. 

Picard, E. et Simart, G. Theorie des fonctions algebriques de 
2 fonctions independantes. II. Paris 1906. 18 fr. | 

Pierpont, S. Lectures on the theory of functions of real variables. 
I. Boston 1906. 5 £. 

. Pincherle, S. Lezioni di algebıa complementare. II. Bologna 
1908. 10 L. 

Prang, C. Determinanten. Berlin 1908. 2 M. 


Ricci, O. Cristallografia geometrica. Jesi 1906. 3 L. 

Riollot, J. Les carrdes magiques. Paris 1907. 5 fr. 

Roze, P. Theorie et usage de la regle ä calcul. Paris 1907. 

Itadio, F. Urkunden zur Geschichte der Mathematik im Alter- 
tume. 1. Heft. Simplicius. Leipzig 1909. 4,80 M. 

Runge, C. Analytische Geometrie der Ebene. Leipzig 1908. 6 M. 

Sachs, J. Tafeln zum math. Unterricht. Leipzig 1908. 6 #. 

Salmon-Fiedler. Analytische Geometrie der Kegelschnitte. 
7. Aufl. I. Leipzig 1907. 10 #. 

Schafheitlin, P. S okielläche Geometrie der Kegelschnitte. 
Leipzig 1907. 1,8 #. 

Schafheitlin, P. Die Theorie der Bessel’schen Funktionen. 
Leipzig 1908. 2,80 M. 

Scheibner, W. Beiträge zur Theorie der linearen Transforma- 
tionen. Leipzig 1907. 10 .#. 
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Schick, J. Isomorphopolzentrik. München 1908. 3 #. 

Schlesinger, L. Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen. 
Leipzig 1908. 4 M. 

Schoenflies, A. Einführung in die Hauptgesetze der zeichne- 
rischen Darstellungsmethoden. Leipzig 1908. 2,20 4. Geb. 
2,80 4. Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannig- 
keiten. II. Leipzig 1908. 12 M. 

Schubert, H. Math. Mußestunden. I. Leipzig 1907. 4 M. 

Schultze, A. Graphic algebra. London 1908. 4,5 sh. 

Schwering, K. Handbuch der Elementarmathematik für Lehrer. 
Leipzig 1907. 8 u 

Seaver, E. P. Math. handbook. New York 1907. 2,5 $. 

Severi, F. Complementi di geometria proiettiva. Bologna 1906. 10 L. 

Severi, F. Lezioni di geometris sopra una curva; superficie di 
Riemann; integrali abeliani. Padova 1908. 6 L. 

Shaw, J.P. Synopsis of linear associate algebra. Washington 1907. 

Shearman, A.T. Development of nbohielogie. London 1906. 5 sh. 

Simon,M. "Methodik der elementaren Arithmetik mit algebraischer 
Analysis. Leswzig 1906. 3,20 M. 

Simon, M. Über die Entwicklung der Elementargeometrie im 
19. Jahrhundert. Leipzig 1906. 8 M. 

Smith, O.E. History of modern mathematics. IV. ed. enlarged. 
New York 1906. 

Sommer, J. Vorlesungen über Zahlentheorie. Leipzig 1907. 11 .#. 

Sommerfeldt, E. Geometrische Krystallographie. Leipzig 1906. 
TM 

Stäckel, P. und Ahrens, W. Der Briefwechsel zwischen 
C. G J. Jacobi und P. H. von Fuß. Leipzig 1908. 8 M. 

Steckelberg, H. Die Elemente der Differential- und Integral- 
rechnung. Leipzig 1906. 0,80 #M. 

Stoker, G. G. Memoirs and scientific correspondence. Selected 
by J. Larmor. Cambridge 1907. I. I. 24 sh. 

Sturm, R. Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften. 
I—D. Leipzig 1908. 34 M. 

Stuyvaert, M. Les nombres positifs. Expose des theories mo- 
dernes de l’arithmetique el&ementaire.. Gand 1906. 3 fr. 

Sylvester, J. J. The Collected math. papers. II. Cambridge 
1908. 18 sh. 


Tannery,J. Lecons d’algebre et d’analyse. II. Paris 1906. 12 fr. 

Tchebychef, P.L. (Evres. II. St. Petersbourg 1907. 17,50 M 

Teixeira, F. G. Trait&e des courbes speciales remarquables pla- 
nes et gauches. I. Paris 1908. 20 fr. 

Teixeira, F. G. Obras sobre mathematica. IV. Coimbra 1908. 

Tesar, L. Elemente d. Differential- u. Integralrechnung. Leipzig 
1906. 2,20 A. 

Thomae, J. Grundriß einer analytischen Geometrie der Ebene. 
Leipzig 1906. 3,60 M. 
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Thomae, J. Vorlesungen über bestimmte Integrale und die 
Fourierschen Reihen. Leipzig 1908. 7,80 .# 

Thornton, A. G. Math. drawing instruments. London 1906. 5 sh. 

Timerding, H. E. Geometrie der Kräfte. Leipzig 1908. 16 M. 

Tschebyschew, P. L. Oeuvres. II. Petersburg 1907. 17,50 

Valentiner, S. Vektoranalysis. Leipzig 1907. 0,80 .M 

Veblen, O. and Lennes, N. J. Introduction to infinitesimal ana- 
lysis. New York 1907. 2 £. 

Vecchietti, E. L’infinito. Milano 1908. 4 L. 

Vessiot, E. Lecons de g&eometrie superieure. Paris 1906. 12 fr. 

Vivanti, G. Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen. 
Deutsch v. Gutzmer. Leipzig 1906. 12 M. 

Vivanti, G. Elementi della teoria delle funzioni poliedriche 6 
modulari. Milano 1906. 8 L. 

Vogt, H. Elements des math. superieures. Paris 1906. 

Volk, K. G. Die Elemente der neueren Geometrie. Leipzig 
1907. 2 M. 

Volterra, V. Lecons sur l’intögration des equations diff. aux 
derivees partielles. Upsala 1906. 8,5 Kronen. 

Voß, A. Über das Wesen der Mathematik. Rede. Leipzig 1908. 
3,60 M. 

Wangerin, A. Franz. Neumann und sein Wirken als Forscher 
und Lehrer. Braunschweig 1907. 5,50 M. 

Warrain, F. L/’espace. Modalites universelles de la quantite. 
Paris 1908. 10 fr. 

Weber, H. Lehrbuch der Algebra. 2. Aufl. III. Elliptische Funk- 
tionen und algebraische Zahlen. Braunschweig 1908. 20 A. 

Weber, H. und Wellstein, J. Enzyklopädie der Elementar- 
mathematik. I. III. Leipzig 1906—1907. 23,60 #. I. 2. Aufl. 
1907. 12 M. 

Weitzenboeck, R. Komplexsymbolik. Leipzig 1908. 4,80 M. 

Whitehead, A. N. The axioms of projective geometry. Cam- 
bridge 1906. 

Whitehead, A. N. The axioms of descriptive geometry. Cam- 
bridge 1907. 2,5 sh. 

Wieleitner, A. Spezielle ebene Kurven. Leipzig 1908. 12 M#. 

Wiener, H. Abhandlungen zur Sammlung math. Modelle. I. 
Leipzig 1907. | 

Wilezynski, E. J. Projective diff. geometry of curves and ruled 

| surfaces. Leipzig 1906. 10 M. 

. Young, W. H. and G. C. The theory of sets of points. Cam- 

bridge 1906. 12 sh. 
Zindler, K. Liniengeometrie. II. Leipzig 1906. 8 #. 


Encyklopädie der math. Wissenschaften. Leipzig. Band II, Heft 6; 
{1 2 Heft 8; IV2ı Heft 8; Vi Heft8; VI1A Heft1 (1906); 
II ı Heft 1-2; IV 2ır Heft 1-2; Vı Heft 4; V2 Heft 2; 
VI1A Heft2 (1907); IV11 Heft 4; IV 21 Heft 4; VI1BHeft1; 
V12 Heft 2. 


Taschenbuch f. Mathematiker und Physiker. I. Jahrg. 25 
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Neu erschienene physikalische Bücher. 


Abraham. Theorie der Elektrizität. 1. Band: Einführung in 
die Maxwellsche Theorie. 3. Aufl., Leipzig 1907. 12 M. 

Alt, Heinrich. Physik der Kälte. Leipzig 1908. 

Amaduzzi, L. La ionizzatione e la convezione elettrica nei gas. 
Bologna 1907. 5 L. 

Arrhenius, Sv. Theorien der Chemie, übers. von Finkelstein. 
Leipzig 1906. 

Arrhenius, Sv. Das Werden der Welten, deutsch von Bam- 
berger. Leipzig 1908. 5 M. 

— Untersuchungen über die galv. Leitfähigkeit der Elektrolyte. 
ÖOstwalds Klassiker, Nr. 160. Leipzig 1907. 2,50 M. 

Aspirations-Psychrometer-Tfln, hg. vom preuß. met. Institut, Brng 
08. 6.1. 

Aßmann, R. Ergebnisse der Arbeiten des kgl. preußischen aero- 
nautischen Observatoriums bei Lindenberg i. J. 1906, 2. Bd. 
Braunschweig 1907. | 

Auerbach, F., s. Winkelmann, Handbuch der Physik. 

— Die Grundbegriffe der modernen Naturlehre, 2. Aufl. Leipzig 
1906. 1,25 M. 

— Das Zeißwerk und die Carl-Zeiß-Stiftung in Jena, 3. Aufl. Jena 
1907. 2,40 M. 


Bahrdt, W. Physikalische Messungsmethoden. Leipzig 1907. 
80 Pf. 

Baly, E. C. Spektroskopie, hrg. von Wachsmuth. Berlin 1908. 
12 M 


Barkhausen, H. Das Problem der Schwingungserzeugung mit 
bes. Berücksichtigung schneller elektrischer Schwingungen. 
Leipzig 1907. 8 A. 

Barnwater, F. Laerebog i Fysik, 4 Bände, Kopenhagen 1906. 

Baur, E. Kurzer Abriß der Spektroskopie und Kolorimetrie. 
Leipzig 1907. 

Benischke, G. Die wissenschaftlichen Grundlagen der Elektro- 
technik. Berlin 1907. 

Becher, Erich. Philosophische Voraussetzungen der exakten 
Naturwissenschaften. Leipzig 1907. 6,50 M. 

Permbach, W. Der elektrische Strom und seine wichtigsten An- 
wendungen. Gemeinverst. Darstellung. Leipzig 1906. 12 #. 

Berndt, G.W. und C. Boldt. Physikalisches Praktikum. 2. Teil. 
Elektrische Messungen. Halle 1906. 3 MH. 

Biegon, W., von Czudnochowski. Das elektrische Bogen- 
licht, seine Entwickelung und seine physik. Grundlagen. Leip- 
zig 1906. 

Blochmann. Luft, Wasser, Licht und Wärme. 3. Aufl. Leipzig 
1907. 1,25 A. 

— Grundlagen der Elektrotechnik. Leipzig 1907. 1,25 KM. 


Physikalische Bücher. 387 


Boerner, H. Physik. Unterrichtswerk fr. höh. Lehranstalten usw. 
Ausgaben f.Gymn. u.f.Realanstalten. Berlin 1907. 4,80 bzw. 6.4. 

Börnstein, R. Die Lehre von der Wärme. Leipzig 1907. 1,25M. 

Bouasse, H. Bases physiques de la Musique. Paris 1906. 

Brunner, E. Die kathodische und anodische Stromspannungs- 
kurve bei der Elektrolyse von Jod-Jodkaliumlösungen. Stutt- 
art 1907. 

Bians, J. Die Telegraphie in ihrer Entwickelung. Leipzig 1907. 
1 ‚25 M 

Bryan, G.H. Thermodynamics, an introductory treatise, Leipzig 
1907. 7 M. 

Bucherer, A.H. Elemente der Vektor-Analysis, mit Beispielen 
aus der theoretischen Physik. Leipzig 1905. 2. Aufl. 2,40 M. 

Buchholz, H. Das mechanische Potential (nach Vorlesungen 
von Boltzmann) und die Theorie der Figur der Erde. Leipzig 
1908. 15 M 

Burkhardt, H. Entwickelung nach oszillierenden Funktionen. 
Leipzig 1908. 


Campbell, N. R. Modern electrical Theory. Cambridge 1907. 

Chappuis und Berget. Lecons de Physique, Tome I. 2. Aufl. 
Paris 1907. 

Congr&s international pour l’etude de la radiologie et de l’ionisa- 
tion; Comptes rendus. Liege. Paris 1906. 17,50 Fr. 

Chwolson, OÖ. Lehrbuch der Physik. Bd. IV, 1. Teil. Deutsch 
von Pflaum. Braunschweig 1908. Bd. III 1902—1907. 

Cotton, A., et Mouton, H. Les Ultramicroscopes et les Objets 
ultramicroscopiques. Paris 1906 


Darmstaddter, L. Handb. zur Geschichte der Naturwissen- 
schaften u. d. Technik, 2. Aufl., Berl. 1898. 16 M. 

Darwin, Sir G. H. Scientific Papers, vol. I: Oceanic tides and 
lunar disturbances of gravity. Cambridge 1907. 15 sh. 

Dennert. Das physikalische Praktikum. 2. Aufl. Leipzig 1907. 

Deventer, C.M.van. Physikalische Chemie für Anfänger. 3. Aufl., 
besorgt von E. Cohen. Leipzig und Amsterdam 1906. 

Descoudres, Th., s. Winkelmann, Handbuch. _ | 

Donat. Lehrbuch der Elektromechanik, 1. Band: Magnetismus. 
Jena 1908. 

Donle, W. Lehrbuch der Experimentalphysik. 4. Aufl. Stuttgart 
1907. 350 M. 

Doppler, Christian. Abhandlungen, hrg. von Lorentz. Leipzig 
1907. (Ostwalds Klassiker Nr. 161. 3,60 #.) 

Drude, P., s. Winkelmann, Handbuch. 

Duhem, P. Recherches sur l’Elasticite. Paris 1906. | 

— La Theorie physique; son objet et sa structure. Paris 1906. 
6 Fr. 

— Ziel u. Struktur d. phys. Theorien, üb. von Adler. Leipzig 
1908. 8 M. 
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Elbs, Karl. Die Akkumulatoren. 4. Aufl. Leipzig 1907. 1 #. 

Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften. II, H. 1—2. 
IV, 3, Heft 3. IV, 4, Heft 1. V, 1, Heft 3u. 4. V,2, Heft 2. 
1906—7. (Bd. IV: Mechanik; Bd. V: Math. Physik.) 

Eversheim, P. Die Elektrizität als Licht- und Kraft-Quelle. 
Leipzig 1907. 


Feddersen, W. Entladungen d. Leidener Flasche. Hrg. von Des 
Coudres. Ostw. Kl. Nr. 166. 

Felgenträger, W. Theorie, Konstruktion und Gebrauch der 
feineren Hebelwage. Leipzig 1907. 8 AM. 

Fischer, O. Theorie der Mechanik lebender Körper usw. Leipzig 
1906. 

Fleming, J. A. Elektrische Wellen-Telegraphie. Deutsch von 
Aschkinass. Leipzig 1906. 5 M. 

Föppl,A. Die wichtigsten Lehren der höheren Elastizitätstheorie 
Leipzig 1907. 

Fournier d’Albe, E. E. Die Elektronentheorie. Deutsch von 
Herweg. Leipzig 1908. 4,80 M. 

Fricke, H. Was ist Elektrizität? Wolfenbüttel 1906. 

Fröhlich, J. Experimentelle Erforschung und theoretische Deu- 
tung der allgemeinen Gesetzmäßigkeiten der Polarisation des 
von an gebeugten Lichtes. Leipzig 1907. 18 M. j 

Frommel, W.. Radioaktivität. Leipzig 1907. 80 2. | 

Fürstenau, R. Das Wesen der Elektrizität. Populär. Berlin 
1909. 2 M. 

Fuß und Hensold. Lehrbuch der Physik f. d. Schul- und Selbst- 
unterricht. 7. Aufl. Freiburg 1906. 4 M. 


Gaedicke, J. Der Gummidruck. 3. Aufl. Berlin 1905. 2,50 AM. 

Garbasso. Vorlesungen über theoretische Spektroskopie. Leipzig 
1906. 7 M 

Gerard, E. Mesures e@lectriques. 8. Aufl. Paris 1908. 12 Fr. 

Gibbs, J. n The scientific Papers, 2 vol. London 1906. 24 
u. 18 Sh. 

Gleichen, A. Leitfaden der praktischen Optik. Leipzig 1906. 

Gockel, A. Die Luftelektrizität. Leipzig 1908. 6 #. 

Grätz, L., s. Winkelmann, Handbuch. 

Greinacher, H. Radium. Leipzig 1907. 1 A. 

Grimsehl, E. a Potentialtheorie in elementarer Be- 
handlung. Bd. Leipzig 1905. 6 M. 

— Beneripentelle Einführung der elektromagnetischen Einheiten. 
1907. 1,60 M. 

Grotthuß, Th. v. Abhandlungen über Elektrizität und Licht. 
Leipzig 1906. 3 M. 


Hahn,H. Physikalische Freihandversuche. 2. Teil. Berlin 1907. 5.#. 

Hallock, W., und H. T. Wade. Outlines of the evolution of 
weights and measures and the metric System. New York 1906. 
9,50 M. 


Physikalische Bücher. 389 


Handbuch der Physik. Hrg. von Winkelmann, s. das. | 

Hartwig, Th. Das Stereoskop und seine Anwendungen. Leipzig 
1907. 1,25 M. | 

Harrwitz, F. Adreßbuch der deutschen Präzisionsmechanik und 
Optik. 3. Aufl. Bd. 1. Berlin 1906. 8 #. 

Helmert, F.R. Die Ausgleichsrechnung n. d. Meth. d. kleinsten 
Quadrate, m. Anwendungen a. Physik usw. 2. Aufl. Leipzig 
1907. 16 #. 

Helmholtz, H.v. Vorlesungen über theoretische Physik. Bd. 4: 
Elektrodynamik u. Theorie d. Magnetismus. Hrg. von Krigar- 
Menzel und Laue. Leipzig 1907. 17,50 M. 

Henry, A. J. Climatology of the United Stades. Washington 
1906. 42 M 

Herzog. Elektromechanische Anwendungen. Leipzig 1908. 

Heussi, J. Lehrbuch der Physik für Schulen. 7. Aufl., bearb. 
von E. Göttung. Berlin 1907. 5 | 

Holzmüller, G. Die neueren Wandlungen der elektrischen 
Theorien. Berlin 1906. Ä 


Kalähne, A. Die neueren Forschungen a. d. Gebiete der Elek- 
trizität, gem.-verst. dargestellt. Leipzig 1908. 4,40 M. 

Kauffmann, H. Die Beziehungen zwischen Fluoreszenz und 
chemischer Konstitution. Stuttgart 1906. 

Kayser, H. Lehrbuch der Physik 4. Aufl. Stuttgart 1908. 
10 M. 

— Handbuch der Spektroskopie. 4. Bd. Leipzig 1908. 72 M. 

Kielhauser, E. A. Die Stimmgabel, ihre Gesetze und Anwen- 
dungen in der Physik. Leipzig 1907. 5 M. 
König, E., und Vogel, H. W. Photochemie und Beschreibung 
der photographischen Chemikalien. 5. Aufl. Berlin 1906. 
Kohlrausch, F. Kleiner Leitfaden der praktischen Physik. 
2. Aufl. Leipzig 1907. 4 M. 

Korn, A. Elektrische Fernphotographie und ähnliches. 2. Aufl. 
Leipzig 1907. 

Krarup, H. Physikalisch-ophtalmologische Grenzprobleme. Leip- 
zig 1906. 

Kuenen, J. P. Theorie der Verdampfung und Verflüssigung von 
Gemischen u. d. fraktionierten Destillation. Leipzig 1906. 

— Die Zustandsgleichung der Gase und Flüssigkeiten und die 
Kontinuitätstheorie. ae, 1907. 6,50 M. 


Lamb, H. Lehrbuch der Hydrodynamik, nach der 3. Aufl. deutsch 
von J. Friedel. Leipzig 1907. 20 M. 

Leblanc, M. Lehrbuch der Elektrochemie. 4. Aufl. Leipzig 
1906. 6 M. 

Lehmann, H. Beiträge zur Theorie und Praxis der direkten 
Farbenphotographie mittelst stehender Wellen nach Lippmann- 
scher Methode. Freiburg 1906. 
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Lehmann, O0. Flüssige Kristalle und die Theorien des Lebens. 
Leipzig 1906. 1,20 M. 

— Die scheinbar lebenden Kristalle. Eßlingen 1907. 

— Frickes physikalische Technik. 7. Aufl. Braunschweig 1907. 
20 M. 

— Die wichtigsten Begriffe und Gesetze der Physik und der Maß- 
einheiten. Berlin 1907. 1 MH. 

Lenard, P. Über Kathodenstrahlen. Leipzig 1906. 1,20 .M. 

Liebenthal, E. Praktrische Photometrie. Braunschweig 1907. 

Lodge, 0. Elektronen, oder die Natur und die Eigenschaften der 
negativen Elektrizität. Üb. von G. Siebert. Leipzig 1907. 6 #. 

Lomwel, E. Lehrbuch der Experimentalpbysik. Hrg. von W. 
König. 14. bis 16. Aufl. Leipzig 1908. 7,50 M. 

Lorentz, H. A. Abhandlungen über theoretische Physik. 2 Bde. 
Leipzig 1907/8. 

— Lehrbuch der Physik. Nach der 4. Aufl. übersetzt von G. Siebert. 
Leipzig 1906/77. 18 M. 

Love, A. E. H. Lehrbuch der Elastizität. Üb. von A. Timpe. 
Leipzig 1907. 16 M. 

Lummer, O., s. Pfaundler, Lehrbuch. 


Mach, E. Erkenntnis und Irrtum. 2. Aufl. Leipzig 1906. 

Mahler,G. Physikalische Formelsammlung, 3. Aufl. Leipzig 1906. 
80 Pf. 

Mamlock, L. Stereochemie. Leipzig 1907. 
Marx, E. "Grenzen in der Natur und in der Wahrnehmung vom 
Standpunkte der Elektronentheorie. Leipzig 1908. 1 AM. 
Meißner, O. Die meteorologischen Elemente und ihre Beobachtung 
usw. Leipzig 1906. 2,60 .#. 

Michelson, W. A. Kleine Sammlung wissenschaftlicher Wetter- 
regeln. Braunschweig 1906. 

Mie, G. Moleküle, Atome, Weltäther. 2. Aufl. Leipzig 1907. 
1,25 M. 

‘ Millikan, R. A. u. H. G. Gale. A first course of Physics. New- 
york 1906. 5', 8. 

Möller, M. Die Witterung des Jahres 1907. Leipzig 1906. 1 .#. 

ex Exakte Beweise f. d. Erdrotation. Wien 1908. 1 M. 

Monasch, B. Elektrische Beleuchtung. Hannover 1906. 6,20 #. 

Mooser, J. Theoretische Kosmogenie des Sonnensystems. St. Gallen 
1906. 4 M.. 

Müller, A. Elementare Theorie der Entstehung der Gezeiten. 
Leipzig 1906. 

Müller, Joh. Wärmelehre. Leipzig 1908. 4 M. 

Müller- Erzbhach, W. Physikalische Aufgaben für die en 
Klassen höherer Lehranstalten usw. 3. Aufl. Berlin 1906. 
2,40 M. 


Neesen, F. Die Physik » gemeinfaßlicher Darstellung. 2. Aufl. 
Braunschweig 1906. 4 M. 
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Neesen, F., Kathoden- u. Röntgenstrahlen. Wien 1908. 4 M. 
Nernst, W. Theoretische Chemie. 5. Aufl. Stuttgart 1906/07. 
18,60 M. | 


Ostwald, W. Die Energie (Wissen u. Können, Bd. 1). Leipzig 
1908. 4,40 M. 


Palladino, P. Sur l’unite des forces et de la matiere. Turin 1906. 

Pernter, M. Meteorologische Optik. Wien u. Leipzig 1906/07. 

Peters, W. J. The Ziegler polar expedition 1903/05; scientific 
results. Washington 1907. 

Petrowitsch, M. La mecanique des phenomenes fondee sur les 
analogies. Paris 1906. 

Pfaundler, L., Lehrbuch der Physik. 10. Aufl., 2. Bd.: Die Lehre 
v. d. strahlenden Energie, von Lummer, Braunschweig 1907/08. 
15 M. 

— Physikalische Wandtafeln, 1. Serie. Braunschweig 1908. 12.4, 

Pockels, F. Lehrbuch der Kristalloptik. Leipzig 1906. 16 #. 

— s. Winkelmann, Handbuch. 

Poggendorff, J. C. Biographisch-literarisches Handwörterbuch, 
herausg. v. A. v. Oettingen. 4. Bd. (1884—1907). Leipzig 1908. 
72 M. 

Poincare, H. Wissenschaft und Hypothese, deutsch v. F. und 
L. Lindemann. 2. Aufl. Leipzig 1906. 4,80 .K. 

— Der Wert der Wissenschaft, deutsch v. E. u. H. Weber. Leipzig 
1906. 3,60. 


Ramsay,W. Die Gase der Atmosphäre u. d. Geschichte ihrer Ent- 
deckung. 3. Aufl., deutsch von W. Huth. Halle 1907. 5 #. 

Richarz, F. Anfangsgründe der Maxwellschen Theorie verknüpft 
mit der Elektronentheorie. Leipzig 1908. 

Riemenschneider, K. Experimentierbuch der drahtlosen Tele- 
graphie usw. Leipzig 1908. 3 M. 

Righi, A. La moderna teoria dei fenomeni fisici. 3. Aufl. 
Bologna 1906. 5 L. 

— Die moderne Theorie der physikalischen Erscheinungen, deutsch 
von Dessau. 2. Aufl. Leipzig 1908. 4,80 M. 

— Die Bewegung der Ionen bei der elektrischen Entladung, 
deutsch von M. Ikle. Leipzig 1907. 2 .K. | 

— Neuere Anschauungen über die Struktur der Materie, deutsch 
von Fraenckel. Leipzig 1908. 1,40 M. 

— und B. Dessau. Die Telegraphie ohne Draht. 2. Aufl. Braun- 
schweig 1907. 

Rohr, M. v. Die binokulären Instrumente. Berlin 1907. 6 M#. 

Roth, W. A. Physikalisch-chemische Übungen. Hamburg 1907. 
5 MM. 

Rudolph, H. Erdmagnetismus u. Luftelektrizität. Koblenz 1906. 

Rüdenberg, R. Energie der Wirbelströme in elektrischen Ma- 
schinen usw. Stuttgart 1906. 1,20 M. 
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Ruhmer, E. Neuere elektrophysikalische Erscheinungen. 2. Aufl. 
Berlin 1907. 

Rutherford, E. Die Radioaktivität, deutsch von E. Aschkinaß. 
Berlin 1907. 16 M. 

— Radioaktive Umwandlungen, übertr. von Levin. Braunschweig 
1907. 8 M. 

Rydberg, J. R. Elektron, der erste Grundstoff. Lund 1906. 


Sahulka, J. Erklärung der Gravitation usw. aus mechanischer 
Ursache usw. Wien 1907. | 

Scheiner, J. Pop. Astrophysik. Leipzig 1908. 12 AM. 

Schmidt, G. C. Die Kathodenstrahlen. 2. Aufl. Braunschweig 
1907. 8 M. 

Schuster, A. Einführung in die theoretische Optik, deutsch 
von H. Konen. Leipzig 1907. 12 M. 

Siemens, W. v. Die elektrische Telegraphie. 2. Aufl., herausg. 
von L. Graetz. Berlin 1906. 1,20 A. 

Slaby, A. Otto von Guericke. Berlin 1907. 

Snyder, D. Das Weltbild der modernen Naturwissenschaft nach 
den Ergebnissen der neuesten Forschung, herausg. von Klein- 
peter. Leipzig 1907. 6 M. 

Sterneck, R. v. Der Sehraum auf Grund der Erfahrung. Leip- 
zig 1907. | 

Stokes, G. G. Memoir and scientific correspondence, ed. by 
Larmor, 2 vol. Cambridge 1907. 24 sh. 


Thiene, H. Temperatur und Zustand des Erdinneren. Jena 1907. 
2,50 M. 

Thompson, S. P. Die dynamoelektrischen Maschinen. 7. Aufl., 
deutsch von Strecker und Vesper. Halle 1906. 

Thomson, J. J. Conduction of electrieity through gases. 2. ed. 
Cambr. 1906. 15 sh. 

Toepler, A. Beobachtungen nach e. n. optischen Methode — 
Schlierenmethode, berausg. von A. Witting. Leipzig 1906. 
1,50 u. 3 M. 


Vater, R. Die neueren Wärmekraftmaschinen. 2. Aufl. Leipzig 
1908. 1,25 M. 

Vogel, E. Taschenbuch der praktischen Photographie. 15. Aufl. 
Berlin 1906. 2,50 .#. | 

Voigt, W. Magneto- u. Elektro-Optik. Leipzig 1908. 14 M. 

Vorländer, D. Krystallinisch-flüssige Substanzen. Stuttgart 1908. 
2 M. | 


Waals, J. D. van der. Lehrbuch der Thermodynamik in ihrer 
Anwendung auf Phasensysteme, herausg. von Kohnstamm. 
Leipzig 1908. 12 AM. 

Waitz, s. Winkelmann, Handbuch. 

Wangerin, A. Franz Neumann und sein Wirken als Forscher 
und als Lehrer. Braunschweig 1907. 5,50 M. 


Physikalische Bücher. 393 


Weber, R. H. Abschnitte aus der theoretischen Physik in ele- 
mentarer Darstellung. Leipzig 1906. 

Wehner, H. Das Innere der Erde. Freiberg 1908. 2,50 M. 

Weinstein, B. Die philosophischen Grundlagen der Wissen- 
schaften. Leipzig 1906. 9 M. 

— ers und Kinetik. 3 Bde. Braunschweig 1905 
is 1908. 

Weyrauch, J. J. Grundriß der Wärmetheorie. 2. Bd. Stutt- 
gart 1907. 16 M. 

Wießner, V. Die mech. Energie, d. Prinzip der Mechanik. 
Dresden 1908. 4 M. 

Winkelmann, A. Handbuch der Physik. Bd. 1 u. 3 bis 6. 
Leipzig 1901—1908. 

Winkelmann, W. Transformatoren und Asynchronmotoren. 
Hannover 1907. 4,80 M. 

Wood, R. W. Physical Optics. New York 1905. 

Wüllner, A. Lehrbuch der Experimentalphysik. Bd. I (Allg. 
Physik u. Akustik, unter Mitw. von A. Hagenbach). 6. Aufl. 
Leipzig 1907. 16 AM. 


Zehnder, L. Grundriß der Physik. Tübingen 1907. 
Zsigmondy, R. Zur Erkenntnis der Kolloide. Über irreversible 
Hydrosole u. Ultramikroskopie. Jena 1905. 


Totenliste. 


(Es wurde dieses erstemal teilweise über das Jahr 1908 hinaus 
zurückgegangen.) 


Verstorbene Mathematiker. 


Aschieri, Ferdinando, geb. 3. 12. 1844 in Modena, 1867 
Dr. math., 1876 Professor Un. Pavia; + 14. 4. 1907. — Projekti- 
vische und darstellende Geometrie 

Bauer, Gustav, geb. 18. 11. 1820 in Augsburg, 1842 Dr. phil., 
1869—1905 Professor Un. München; + 3. 4. 1906 in München. — 
Potentialtheorie, Geometrie und höhere Algebra. 

Besso, Davide, geb. 1845, 1880 Professor Ist. tecn. Roma, 
dann Un. Modena; + 1906 in Frascati. — Differentialgleichungen, 
Begründer des Periodico di Matematica. 

Braunmühl, Anton, Edler v., geb. 22. 12. 1853 in Tiflis, 
1877 Gymnasialassistent in München, 1878 Dr. phil., 1879 Real- 
lehrer, 1884 Privatdozent der techn. Hochschule, 1885—88 Studien- 
lehrer, 1888 außerord. Prof. der techn. Hochschule, 1892 ord. Prof.; 
+ 9. 3. 1908 in München. — Geschichte der Math., insbesondere 
der Trigonometrie. 

Cesäro, Ernesto, geb. 12. 5. 1859 in Napoli, Prof. Un. Napoli; 
7 12. 9. 1906 in Torre Annunziata. — Begründer der natürlichen 
Geometrie. 

Dillner, Göran, geb. 26. 4. 1832 in Oviken, 1861 Dr. phil., 
Privatdozent Un. Upsala, 1877 außerord. Prof.; + 28. 3. 1906 in 
Upsala. — Analysis, Mechanik, Begründer der Tidskrift för Mathe- 
matik och Fysik. 

Fuhrmann, Arwed, geb. 6. 12. 1840 zu Dresden; gest. 
23. 4. 1907 das.; Prof. d. Mathematik a. d. Techn. Hochsch. das. 
— Angew. höhere Mathematik, Mechanik. 

Hertzer, Heinrich, geb. 28. 9. 1822 zu Nornburg b. Halber- 
stadt; Prof. a. d. Techn. Hochschule zu Charlottenburg; gest. 
10. 11. 1908 das. — Darstellende Geometrie. 

Hinton, Charles, geb. 1844, am Patentamt Washington; 
+ 30. 4. 1907. — Einführung vierdimensionaler Begriffe in die. 
math. Physik. 

Hultsch, Friedrich, geb. 22. 7. 1833 in Dresden, 1855 
Dr. phil., 1868—1889 Rektor der Kreuzschule in Dresden; 7 6. 4. 
1906 in Dresden. — Geschichte der Mathematik (Griechen und 
Agypter). 

Joly, Henri, +} 1908, 48 J. alt. Prof. der Geometrie Un. 
Lausanne. 
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Jürgens, Erno, geb. 80. 3. 1849 in Oberstein, 1873 Dr. rer. 
nat., seit 1883 Prof. de: techn. Hochschule Aachen; + 5. 1. 1907. 
— n-dimensionale Geometrie, Determinanten, Difterentialglei- 
chungen. 

orkin, Alexander, geb. 3. 3. 1837 zu Totma, Wolgda. 
Prof. Un. St. Petersburg; 7 1. 4. 1908 das. — Zahlentheoret. 
Formen, Differentialgleichungen. 

Laurent, Hermann, geb. 2. 9. 1841 in Echternach, 18683 
Genieoffizier, r&petiteur Ecole polyt., 1865 Dr-&s-sc. Nancy, exami- 
nateur ä l’&cole polyt.; } 19. 2. 1908 in Paris. — Analysis, Gruppen- 
theorie, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Lindelöf, Lorenz Leonard, geb. zu Karvia, Oberdirektor des 
Schulwesens in Finnland; + 2. 3. 1908 zu Helsingfors. 

Longcehamps, Gohierre, de, geb. 1. 3. 1842 in Alencon, seit 
1900 Examinateur an der Militärschule St. Cyr; + 9. 7. 1906 in 
Paris. — Kurven, Verallgemeinerung der Bernoullischen Funktionen, 
1876—1897 Herausgeber des Journal de Math. el&m. et speciäles. 
Mannheim, Amedee, geb. 17. 7. 1831 in Paris, 1864—1901 
- Prof. Ecole Polyt. Paris; F 11. 12. 1906 in Paris. — Darstell. 
Geometrie u. Kinematik. 

Maschke, Heinrich, geb. 24. 10. 1858 in Breslau, 1879 bis 
86 und 1887—89 Oberlehrer am Gymnasium Berlin, 1880 Dr. phil. 
in Göttingen, 1892 assistant professor Un. Chicago; + 1. 3. 1908 
in Chicago. — Gruppen- und Flächentheorie. 

Matthiessen, Ludwig, geb. 22. 9. 1830 in Fissau bei Eutin, 
1857 Dr. phil, Privatdozent Un. Kiel, 1859—1878 im Schuldienst, 
1874—1905 Prof. Un. Rostock; } 14. 11. 1906. — Algebra, Diop- 
trik, physiolog. Optik, Gleichgewicht rotierender Flüssigkeiten. 

Mayer, Adolt, geb. 15. 2. 1839 in Leipzig, 1861 Dr. phil. in 
Heidelberg, 1864 Privatdozent Un. Leipzig, 1872 außerord. Prof., 
1881 Honorarprof., 1890 ord. Prof.; + 11. 4. 1908 in Gries bei 
Bozen. — Differenzialgleichungen, Variationsrechnung, Mechanik. 

Oltramare, Gabriel, geb. 18. 7. 1816 in Geneve, 1840 lic. 
es sc. math., seit 1848 Prof. Un. Geneve; + 14. 4. 1906 in Geneve. 
— Zahlentheorie, Integralrechnung, Erfinder des „Verallgemeine- 
rungskalküls‘. 

Peirce, James, Mills, geb. 1. 5. 1834 in Cambridge Mass,., 
seit 1869 Prof. Harvard Un.; + 25. 5. 1906 in Cambridge Mass. 
— Math. Tafeln, Quaternionen. 

Pelz, Karl, geb. 2. 10. 1845 zu Belec bei Pürglitz in Böhmen. 
Prof. der darst. @eometrie a. d. böhm. Techn. Hochsch. in Prag; 
+ 16. 6. 1908 das. 

Pund, Otto, geb. 2. 5. 1867 zu Müggenhall in Vorpommern; 
+ 2. 4. 1908 in Charlottenburg als Oberlehrer. — Geometrie. 
„Algebra“. 

Reif, Richard, geb. 26. 5. 1855 in Tübingen, 1878 Dr. rer. 
nat. Tübingen, 1882 Privatdozent Un. Tübingen, 1889 außerord. 
Prof., Prof. Gymn. Heilbronn, 1897 Rektor Realprogymn. Böblingen, 
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1900 Oberstudienrat in Stuttgart; F 10. 7. 1908 in Stuttgart. — 
Reihen, Hydrodynamik und math. Physik. 

Routh, Edward John, geb. 20. 1. 1831 in Quebec (Canada); 
Fellow of Peters College, Cambridge; Exam. Univ. London u. Cam- 
bridge; 7 7. 6. 1907 das. — Theor. Mechanik. 

Scheibner, Wilhelm, geb. 8. 1. 1826 in Gotha, 1848 Dr. phil. 
Leipzig, 1848—1853 Astronom in Gotha, 1853 Privatdozent Un. 
Leipzig, 1856 außerord. Prof., 1868 ord. Prof., Geh. Hofrat; + 9. 4. 
1908 in Leipzig. — Astronomie, Analysis, Eliptische Funktionen. 

Siacci, Francesco, geb. 20. 4. 1839 in Rom; Prof. Univ. 
Neapel; + 30. 5. 1907 das. — Theor. Mechanik. 

Sidler, Georg, geb. 81. 8. 1831 in Zug, 1854 Dr. phil., Privat- 
dozent in Zürich, 1856 in Bern, 1880 Prof.; + 9. 11. 1907 in Bern. 
— Astronomie, Geometrie. 

Steinschneider, Moritz, geb. 20. 3. 1816 in Proßnitz, Rab- 
biner, 1845 Lehrer in Berlin, 1851 Dr. phil., 1894 Prof.; + 24. 1. 
1907 in Berlin. — Geschichte der Math. bei Juden und Arabern. 

Sucharda, Anton, geb. 3. 10. 1853 in Mriöna, seit 1880 im . 
Schuldienst, 1900 Prof. der techn. Hochschule Brünn; + 20. 2. 1907 
in Brünn. .— Flächentheorie und darstellende Geometrie. 

Tilly, de, Joseph, geb. 16. 8. 1837 in Ypres, 1879—1889 
Arsenaldirektor in Antwerpen, General; } 4. 8. 1906 in Schaerbeck. 
— Ballistik, nichteuklidische Geometrie. 

Wedekind, Ludwig, 1875 Dr. phil. in Erlangen, 1876 Privat- 
dozent der techn. Hochschule Karlsruhe, Prof.; + 8. 2. 1908 in 
Karlsruhe. — Invarianten. 

Wolfskehl, Paul, geb. 80. 6. 1866 in Darmstadt, 1880 Dr. phil., 
Privatdozent an der techn. Hochschule Darmstadt, dann Privat- 
gelehrter; 7 13. 9. 1906 in Darmstadt. — Zahlentheorie; setzte 
testamentarisch einen Preis von 100000 Mark für den Beweis des 
letzten Fermatschen Satzes aus. 


Verstorbene Physiker. 


Abbe, Ernst, 23. 1. 1840—14. 1. 1905, geb. in Eisenach, 
Dr. 1861 Göttingen, Priv.-Doz. 1863 Jena, Prof. 1870, seit 1875 
Teilhaber, seit 1888 Inhaber der optischen Werkstätte von Carl 
Zeiß in Jena, die er 1896 ebenso wie seinen Anteil an der Glas- 
hütte von Schott & Gen. einer Stiftung überlies. Bahnbrechende 
Abhandlungen in der Optik, besonders in der Lehre vom Mikroskop. 
Soziale Leistungen. „Ges. Abhandlungen‘, Jena 1904—06. 

Abendroth, William, 1838—1908, geb. Pirna, Prof. d. Phys. 
Kreuzschule Dresden. 

Ayrton, W. E., 1847—1908, geb. in London, Prof. d. Phys. u. 
Elektrot., City u. Guilds techn. School. — Bes. hervorragend durch 
die Konstruktion von Meßapparaten. 
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Bakhuis-Roozeboom, Hendrik, 1854—1907, geb. in Alkmaar, 
Dr. 1884 Leiden, Prof. 1896 Amsterdam. Hervorragende Arbeiten 
auf dem Gebiete der physikalischen Chemie. 

Becquerel, Henri, 1856-—25. 8. 1908, geb. in Paris, Prof. d. 
Physik und ständiger Sekretär der Academie des Sciences, Paris. 
Arbeiten aus der Optik u. Elektrik; Becquerelstrahlen, Radio- 
aktivität u. a. 

Behn, Ulrich, 28. 5. 1868—2. 5. 1908, geb. in Hamburg, 
Dozent am phys. Verein, Frankfurt u. a.d. Un. Berlin. Arbeiten 
über Wärme, Diffusion u. a. | 

Berthelot, Marcelin, 1827—1906, Dr. 1854, Sekretär der 
Academie des Sciences, Paris 1889. Für die Physik von Be- 
deutung namentlich durch seine thermochemischen Arbeiten. 

Bezold, Wilhelm, v. 1837—1907, geb. in München, Prof. 
1866 München, 1885 Berlin, Direktor des meteorologischen In- 
stituts. Außer meteorologischen auch wichtige physikalische Ar- 
beiten aus verschiedenen Gebieten. „Ges. Abhandlungen‘. 

Boltzmann, Ludwig (20. 2. 1844—6. 9, 1906), geb. in Wien, 
1876 Prof. Graz, 1889 Prof. der theoret. Physik München, 1894 
Wien, 1900 Leipzig, 1902 wieder in Wien. Hervorragende Ar- 
beiten, besonders in der Thermodynamik, Kinetik der Gase, elasti- 
schen Nachwirkung, Feldtheorie der Elektrizität. „Vorlesungen - 
über die Prinzipe der Mechanik“, über „Gastheorie". „Ges. popu- 
läre Schriften“. 

Cassie, W. R., 1861—22. 6. 1908 in London, Prof. am Hollo- 
way College und Sekretär d. Lond, phys. Society. 

Curie, Pierre, ca. 1860—1907, Lektor an der Sorbonne, Paris. 
Entdecker der Piezoelektrizität, Arbeiten über Radioaktivität. 

(zapski, Siegfried, 1861—1907, geb. in Obra (Posen), 1884 
Dr. Berlin, seit 1885 in Jena als Mitarbeiter von Abbe, seit dessen 
Tode Leiter des Zeißwerkes.. Optische Arbeiten. Herausgeber 
bzw. Verfasser der „Theorie der optischen Instrumente“ und der 
„Ges. Abhandlungen‘ Abbes. 

Drude, Paul, 12. 7. 1863—5. 7. 1906, geb. in Braunschweig, 
1887 Dr. Göttingen, 1894 Prof. Leipzig, 1900 Gießen, 1906 Berlin, 
1900—1906 Herausgeber der Annalen der Physik. Hervorragende 
Arbeiten in der Feldtheorie der Elektrizität, in der Optik, sowie. 


auf andern Gebieten; als Theoretiker wie als Experimentator be- . . 


deutend. „Physik des Athers‘“, „Lehrbuch der Optik“. 

Ferrini, Rinaldo, 6. 7. 1831—1908, geb. in Mailand, Prof. 
am Polytechnikum daselbst. Elektrotechnik, Lehr- u. Handbücher. 

Hospitalier, E., 1853—1907, Prof. Acad. industrielle, Paris: 
und Redakteur von Zeitschriften. Elektrotechnik. 

Joly, Ch. J., 1857—1907, geb. in Kildare (Irland), Prof. 
Dublin. Physikalische Arbeiten verschiedenen Inhalts. 

Kahlbaum, Georg W., 1853—1905, geb. in Berlin, 1884. 
Dr. Basel, Fabrikleiter Berlin, 1887 Priv.-Doz. Basel, 1893 Prof. 
Arbeiten über Luftpumpe, Gase und verschiedenes. 
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Kelvin, Lord (ursprünglich William Thomson, dann Sir 
W. Th., zuletzt, seit 1892, Lord Kelvin), 26. 6. 1824—17. 12. 1907, 
geb. in Belfast, seit 1846 Prof. in Glasgow. Gleich hervorragend 
als Theoretiker, Experimentator und Erfinder, und zwar auf allen 
Gebieten der Physik, besonders aber in der Hydrodynamik, Ther- 
modynamik, Elektrostatik, Elektrodynamik und magnetischen In- 
duktion. Er ersann die Wirbelatomtheorie, gab die exakte Defi- 
nition der absoluten Temperatur, konstruierte das Quadrantelektro- 
meter, Galvanometer, magnetische Wagen, den Heberschreiber usw. 
— „A Treatise on natural Philosophy“ (mit Tait). „Collected 
Papers.“ „Lectures and Adresses“. „Elasticity and Heat“ (Enc. 
Brit... Mitherausgeber des Phil. Magazine. 

Konowalow, Dmitrij, 1856—1907, geb. in Jekaterinoslaw, 
1881 Dr. in Straßburg, 1886 Prof. in St. Petersburg, dann in Kiew. 
Thermodynamik und physikalische Chemie. 

La Cour, Paul, 13. 4. 1846—24. 4. 1908, geb. in Skjersö 
(Jütland). — Phonisches Rad, Windmühle u. a. 

Ladenburg, Erich, 15. 10. 1878—14. 6. 1908, geb. in Kiel, 
Privatdozent Un. Berlin. 

Langley, Samuel P., 1834—1907, geb. in Boston, 1867 an 
der Sternwarte Alleghany, 1887 Sekretär am Smithsonian-Inst. in 
Washington. Astronomische, spektroskopische und meteorologische 
Arbeiten. Bolometer, Aeroplan usw. 

Liebenow, Karl, 1853—1907, geb. in Spandau, 1879 Lehrer, 
1880 Oberingenieur der Akkum.-Werke. Elektr. Arbeiten. 

Lorberg, Hermann, 1831—1906, geb. in Biebrich, Lehrer, 
1890 Prof. in Bonn. Theor. Arbeiten über Elektrizität. 

Mascart, Elie, 20. 2. 1837—26. 8. 1908, geb. in Quarouble 
(Dep. Nord), Prof. der Physik am College de France, Direktor 
des meteor. Zentr.-Inst. (Paris). Gest. in Poissy. — Wichtige 
Arbeiten, bes. über Elektrizität und Licht. Lehrbücher der 
Elektrostatik, Elektrizität und Magnetismus, Optik, Erdmagnetis- 
mus. 
Matthiessen, Ludwig, s. o. bei Mathematikern. 

Moser, James, 11.3. 1852—23. 9. 1908, geb. in Berlin, Privat- 
dozent a. d. Un. Wien. Gest. auf dem Semmering. 

Muettrich, G. Anton, 1833—1907, geb. in Königsberg, 1873 
Prof. in Eberswalde. Meteorologie. 

Paalzow, Adolf, 5. 8. 1823—2. 1. 1908, geb. in Rathenow, 
Prof. 1873 in Charlottenburg. Verschiedene Gebiete der Physik. 

Pape, Karl, 1836—1906, geb. in Hannover, 1858 Dr. in Heidel- 
berg, 1878 Prof. in Königsberg. 

Potier, Alfred, 1840—1905, geb. in Paris, Prof. Ecole Poly- 
technique. Arbeiten über Elektrizität. 

Reiff, s. o. bei Math. 

Rühlmann, Mor. Rich., 1846—1908, geb. in Dresden, Rektor 
in Döbeln. Barometr. Höhenmessung, mech. Wärmetheorie, Gesch. 
d. Bogeninstrumente (nach Ms. s. Vaters) u. a. 
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Strachey, Richard, 1817—1908, Generalleutnant. Meteoro- 

Be und Wetterdienst. 

penborn, Friedrich, 1859—1907, geb. in Hannover, Elek- 
u niker und Redakteur, zuletzt Stadtrat in München. Kalender 
für Elektrotechniker. 

Vogel, Hermann Karl, 3. 4. 1841—13. 8. 1907, geb. 
Leipzig, 1870 Dr. in Jena, 1882 Direktor der Sternwarte Pokadanı. 
Astrophysik. 

‚ Weilenmann, August, 1843—1906, geb. in Knonau bei Zürich, 
Lehrer, 1885 an der Industrieschule, 1901 Prof. am Polytechnikum. 
Elementare Physik. 

Wüllner, Adolf, 13. 5. 1835—6. 10. 1908, geb. in Düssel- 
dorf, 1868 an der Gew. -Schule Aachen, 1865 Doz. in Poppelsdorf, 
1870 Prof. d. Physik in Aachen. Arb. a. versch. Geb. — Lehrb. 
d. Experimentalphysik. 

Zeuner, Gustav, 30. 11. 1828—18. 10. 1907, geb. in Chem- 
nitz, 1873 Prof. d. Mech. in Dresden. Thermodynamik. „Grundz. 
der mech. Wärmetheorie.“ 


Zöppritz, Karl, } 1908. Observator am Inst. f. luftelektr. 
Forschungen, Göttingen. 


Verzeichnis der Hochschullehrer 


der Physik (P), theoretischen Physik (7P), angewandten Physik (AP), Mathe- 
matik (M), Mechanik (Me), Astronomie (4), Geophysik (GP), physikalischen Chemie 


(C) und Elektrotechnik (Z) an Hochschulen deutscher Zun 


ge. — Universitäten 


(ohne Zusatz), Technische Hochschulen (74), Spezial-Hochschulen. 


Abegg, Richard, Breslau (C). 
Abel, Emil, Wien (C), (TA). 
Abraham, Max, Berlin (T’P). 
Adler, August, Wien (M), (TH). 
Adler, Friedrich, Zürich (P). 
Ambronn, Hermann, Jena (Mikr). 
Ambronn, Leop., Göttingen (A). 
Arndt, Kurt,. Berlin (C), (TH). 
Arnold, E., Karlaruhe (%), (TA). 
Aschkinaß, Emil, Berlin (P). 
Askenasy, Paul, Karlsruhe (C), 
T 


(TH. 
Auerbach, Felix, Jena (TP). 
Bach, Karl v., Stuttgart (Me), 


(TH). 
Baedeker, Karl, Jena (P). 
Battermann, Hans, Königsberg 


Bauer, Emil, Braunschweig (C'), 
(ZH). 

Bauschinger, J., Straßburg (A). 

Becker, August, Heidelberg (P). 

Becker, Ernst, Straßburg (4A). 

Beckmann, Erich, Hannover (£), 
(TB). W 
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. Tollinger, Johann, Innsbruck (P). 


(TA) i 
Sommerfeld, Arnold, München 


(TP). 
Spieß, Otto, Basel (M). 
Spitaler, Rudolf, Prag (Gp). 
Stäckel, Paul, Karlsrube (M), 
(TH). 
Stahl, Hermann v., Tübingen 


Stark, Johannes 

Starke, Hermann, Greifswald(?). 

Staude, Otto, Rostock (M). 

Steinitz, Ernst, Berlin (M), 
(TH). 


Trabert, Wilhelm, Innsbruck 
(ap). 

Traube, Isidor, Berlin (C), (TH). 

Tuma, Josef, Prag (P), (TH). 

Tumlirz, Oskar, Innsbruck (T'P). 


Uller, Karl, Gießen (P). 

Vahlen, Theodor, Greifswald(M). 
Valentiner, Siegfried, Berlin (P). 
Valentiner, Wilhelm, Heidelberg 


(A). 
Vater, Richard, Berlin (Me), 
(Bg. A). 
Veesenmeyer, Erich, Stuttgart 
(E), (TH). 


Stern, William, Breslau (Psych.). , Veillon, Henri, Basel (P). 
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Voigt, 
(TP 
Voit, 
. (TH). 
Volkmann, 
. (TP). 
Voller, August, Hamburg (P), 


Woldemar, Göttingen 


3: 
Ernst, München (AP), 


Paul, Königsberg 


ab.). 
Vondermühll, Karl, Basel (TP). 
Voß, Aurel, München (M). 


Wachsmuth, Richard, Frankfurt 


(P). 
wish, Emil, Brünn (M\, (ZH). 
Waetzmann, Erich, Breslau (P). 
Waitz, Karl, Tübingen (TP). 
Wallenberg, Georg, Berlin (M). 


(TH). 
Walther, 

(P) . 
Wangerin, Albert, Halle (M), 
Warburg, Emil, Berlin (P). 
Wartenberg, Joh. v., Berlin (C). 
Wassmuth, Anton, Graz (T_P). 
Weber, Eduard v., Würzburg 

(M). 
Weber, Heinrich, Braunschweig 


Bernhard, Hamburg 


(P). 
Weber, Heinrich, Straßburg (M). 
Weber, Heinrich Friedrich, Zü- 
rich (P, AP), (TH 


Weber, Leonhard, Kiel (’Pu. 


GP.). 
Weber, Moritz, Hannover (Me). 
Weber, Rudolf, Rostock (Me), 
Wedekind, Edgar, Tübingen (C). 
Wegscheider, Rudolf, Wien (C). 
Wehnelt, Arthur, Berlin (P). 
Weiler, Adolf, Zürich (M). 
Weinek, Ladislaus, Prag (A). 
Weingarten, Julius, Freiburg 
(M). 
Weinmeister, P., Tarandt (M), 
(Bergak,). 


| 


Hochschullehrer. 


Weinnoldt, Ernst, Kiel (M)). 

Weinstein, Bernhard, Berlin 
(1P). 

Weiß, Peter, Zürich (P), (7). 

Wellstein, Josef, Straßburg (MM). 

Wernicke, Alex., Braunschweig 


(Me). | 
Weyrauch, Jakob v., Stuttgart 
(Me). 
Wiechert, Emil, Göttingen (Gp). 
Wiedemann, Eilhard, Erlangen 


(P). 
Wieghardt, Karl, Hannover( Me), 
(PH). 
Wien, Max, Danzig (P), (7 7). 
Wien, willy, Würzburg (P). 
Wiener, Hermann, Darmstadt 


(M), (TH). 


‚Wiener, Otto, Leipzig (M). 


Winkelmann, Adolf, Jena (P). 

Wirtinger, Wilhelm, Wien (M). 

Wirtz, Karl, Darmstadt (E), 
(TH ). 

Wirtz, Wilhelm, Straßburg (A). 

Wölffing, Ernst, Stuttgart (M), 
(TH). 


‚Wolf, Max, Heidelberg (A). 


Wolter, Adolf, Zürich (A). 
Wüllner, Adolf, Aachen (P). 
Wyßling, W. Zürich (E), (TH). 


Zehnder, Ludwig, München (P), 
Berlin. 


‚ Zeißig, Konrad, Darmstadt (P), 


HM). 
Zenneck, Jonathan, 
schweig (P). 
Zermelo, Birch, Göttingen (M). 
Zickler, Karl, Brünn (E), (TH). 
Zindler, Konrad, Innsbruck (AM). 
Zsigmondy, Karl, Wien (M), 
(TA). 
Zsigmondy, Richard, Göttingen 
(0). 


Braun- 


Lehrer der Mathematik und Physik. 
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Wissenschaftlich arbeitende Lehrer der Mathematik 
und Physik im Deutschen Reiche. 


Abkürzungen: Rs = Bürgerschule. 


Gi! = Gymnasiallehrer. Z — Lehrer. 
seminar. 


Mädchenschule. 01! == Oberlehrer. 


Lns = Lehrerinnenseminar. 
Ls = Landwirtschaftsschule. Z2/s = Lateinschule. 
Or = Öberrealschule. 


Di = Direktor. 6 —= Gymnasium. 
Lrs = Lehrer- 
I.y = Lyzeum. Ms = 


Ori = Oberreallehrer. 


Pg = Progymnasium. Pr — Professor. Ry = Realgymnasium. Ak = Rektor. Ri= 


Reallehrer. 


Abendroth, W., Studienrat, Kon- 
rektor. Kreuzsch. Dresden. 
Achsel, A., Dr., Ol, Bismarckg. 

Wilmersdorf. 
Adam, T., Ol, Rg. Güstrow. 
Adami, F., Pr, @. Hof. 
Ahlborn, F., Dr., Pr, Johanneum. 


. Hamburg. 

Ahlborn, H. Pr, Johanneum. 
Hamburg. 

Ahrens, W.,Dr , Pr, Masch.-B.-S. 
Magdeburg. 


Amhof, R., Pr, Or, Koburg. 

Amthor, A., Dr., Ol a. D. Han- 
nover. | 

Anders, W., Pr, Lessingg. Berlin. 

v. Ankum, F.W., Pr, Ls. Schie- 
velbein. _ 

Apel, O., Ol, Or. Halle a. S. 

Arendt, @., Pr a. D., Friedenau. 

Arendt R., Dr., Pr a. D., Leipzig 

Arndt, E., Pr 4. städt. Rs. 
Berlin. 

Atmanspacher, O., Dr., Ol, S. 
Annaberg. 


Bach, H., Ol S. Mettmann. 
Bacharach, J., Dr., Pr, Ind. S., 
Nürnberg. 
Baer, K., Dr., Dt, Rs. Kiel. 
Baer, O.,Dr., Pr, franz. @. Berlin 
Baerthlein, J., Dr., Pr alt. @G. 
Regensburg. 
Baessler, L., Ol, Or. Bitterfeld. 
Baldauf, G., Pr, @. Freiberg. 
Ballauff, G., Pr, Rs b. St. Johann. 
Straubing. 


Rpg = Realprogymnasium. 
Seminarlehrer. 


Rs = Realschule. S= Seminar. SI= 


Sch = Schule. 


Ballauf, L., Dr, Schulrat. Varel. 

Balser, L, Pr, Or, Dam- 
stadt. 

Bamler, K., Dr., Pr, Rg. Essen. 

Bandke, P., Pr, G.. Hildburg- 
hausen. 

Banning, R., Dr., Ol, Johanneum. 
Hamburg. 

Barth, G.K.,Dr., Ol, Lns. Dresden. 

Baseler, G., Pr, @. Elbing. 

Bauch, F., Rl, Bilbers Rs. Ham- 
burg. 

Bauer, K. L., Dr., Pr, @. Pforz- 
heim. 

Baumert, P., Dr., Pr, @. Brieg. 

v. Baumgarten, M., Studienrat, 
Konrektor, @. Dresden-Neu- 
stadt. | 

Baur, L., Dr., Di, Rs. Heppen- 
heim. 

Bayberger, F., Dr., Rl, Gisela- 
kreisrs. München. 

Bedu, O., Dr, Pr, @. Sorau. 

Bechstein, A., Pr, Klostersch. 
Roßleben. - 

Beck, H., Dr., Ol, 2. Or. Han- 
nover-Linden. 

Becker, H., Dr., Pr, Friedr.-Kol- 
legium. Königsberg. 

Beez, R., Dr., Konrektor a. D. 
Plauen. ne 

Behrendsen, O., Pr, @. Göttingen. 

Behrle, J. P., Pr, @. Offenburg. 

Bellermann, G., Dr., Pr, König- 
städt Rg. Berlin. 

Benoit, P., Pr, Dorotheenst. Rg. 
Berlin. . 
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Bensemann, H, Dr., Pr, Lud- 
wigsg. Coethen. 

Berbig, M., $l, Ernstseminar. 
Gotha. 

Bergold, E., Pr, Bertholdg. Frei- 
burg. 

Berkenbusch, C., Dr., Ol, 2. Rs. 
Hannover. 

Bermbach, W., Dr., Pr, G an 
Marzellen. Köln. 
Bertheau, F., Ol, Rs vor dem 
Lübecker Tor. Hamburg. 
Bertram, H., L, höh. Knaben- u. 

Töchtersch. Gollnow. 
Bertram, T., Pr, G@. Bielefeld. 
Beschorner, O., Pr, @. Oppeln. 
Beseke,M., Rl, Rs. Wolffenbüttel. 
Besser, R., Dr., Pr, Wetliner @. 

Dresden. 

Beucke, H., Dr., Pr, Königstädt. 
@G. Berlin. 
Beyer, O., Ol, Luisenstädt. @. 

Berlin. 

Beyer, P., Dr. Pr, @ zu St. Eli- 
sabeth. Breslau. 
Biedermann, P. F., Dr., Pr, 

Annensch. Dresden. 

Biel, B., Dr., Pr, G. Bensheim. 
Bilfinger, H., Pr a. D. Stuttgart. 
Bindel, K., Dr., Pr, neues @. 

Bamberg. 

Blank, F., Ol, @. Gera. 
Blankenburg, F., Pr, @. Burg- 
steinfurt. 

Blasel, C., Pr, @. Glogau. 
Blasendorff, M., Pr, 8. Rs. Berlin. 
Blencke, F., Dr., Di, Rs. Hamm. 
Blind, A., Dr., Pr, Handelssch. 
Köln. 

Bloch, M.,Dr., Pr, Or. Straßburg. 
Block, C., Di, Rs. Köpenick. 
Blümel, A., Pr, Königstädt. Rg. 

Berlin. 

Blümke, A.,Dr., Pr, Rg. Augsburg. 

Blum, R., Pr, Wilhelmrs. Stutt- 
gart. 

Blumberger, F., Dr., Stadtschul- 
rat, Di, höh. Ms. Köln. 


Lehrer der Mathematik und Physik. 


Bochow, K., Dr., Pr, @. Zeitz. 

Bock, A.. Dr., Pr, Kreisrs. Re- 
gensburg. 

Bockwoldt, G., Dr., Pr, @. Neu- 
stadt i. Westpr. 

Bode, P., Di, Klingerrs. Frank- 
furt a. M. 

Bodenstedt, H., Ol, Wilhelmg. 
Braunschweig. 

Boedige, N., Dr., Ol, G. Osna- 
brück. 

Boeger, H., Dr., Pr, Johanneun. 
Hamburg. 

Boehm, E., Pr, Andreasrg. Berlin. 

Böhmer, W., Dr., Pr, G. War- 
burg. 

Bökeler, A., Pr, @. Ravensburg. 

Börner, H.,Dr., Di, Rg. Elberfeld. 

Böttcher, E., Dr., Oberstudien- 
rat, Rk, Rg. Leipzig. 

Bohle, G., Di, städt. Rs. Krefeld. 

Bohnert, F. F., Dr., Di, Rs in 
St. Georg. Hamburg. 

Bolke, G., Dr., Ol, Rg. Char- 
lottenburg. 

Bolte, F., Ol, Navigationssch. 
Hamburg. 

Borchardt, P., Ol, Rg. Essen. 

Borchert, E. J., Pr, @. Lyck. 

Borck, R., Dr., Ol, Wilhelmsch. 
Liegnitz. 

Borgmeyer, J.,Dr., Ol, @. Meppen. 

Borgwardt, H., Pr, Hedwigsg. 
Neustettin. 

Bork, H., Dr., Pr a. D. Friedenau. 
Bornemann, G., Dr., Pr, techn. 
Staatslehranst. Chemnitz. 
Borth, E. F., Pr, Or. Elbing. 

Both, J., Pr, G. Oldenburg. 

Bott, P., Pr, Leibnizg. Berlin. 

Braasch, J. H., Dr., Pr, Rs v. 
d. Lübecker Tor. Hamburg. 

Bradhering, F., Ol, Wilhelmg. 
Magdeburg. | 

Bräuer, P., Dr., Pr, 1. Rg. Han- 
nover. 

Brasack, F., Dr., Pr, @. Aschers- 
leben. 


Lehrer der Mathematik und Physik. 


Braun, F., Mittel: chull. Stuttgart. 

Braun, J., Ol, Friedr. Wilhelmg. 
Trier. 

Braun, W., Rk, Rg. Augsburg. 

Brauns, S., Pr, @. Schwerin. 

Bremer, F., Dr., Ol, Friedr. 
Werderor. Berlin. 

Bremiker, H., Dr., Pr, Wilhelmy. 
Berlin. 

Bresina, W., Dr., Prorektor, 
Archig. Soest. 

Bretschneider, W., Dr., Pr, 
Friedr. Eugenrs. Stuttgart. 

Bricke, F., Pr, Friedr. Wilhelmg. 
Breslau. 

Brinckmann, O., Dr., Schulrat, 
Di, höh. Ms. Erfurt. 

Brockmann, F. J., Ola. D. Cleve. 

Brömel, A. A., Ol, Dreikönigrg. 
Dresden-Neustadt. 

Bruchmann, H. C. G., Dr., Pr, 
Rs. Gotha. 

Brückner, M.,Dr., Pr, @. Bautzen. 

Brügmann, W., Ol, Or. Ham- 
burg-Eimsbüttel. 

Brüsch, W.,Dr., Ol, Rg. Lübeck 

Brunn, E., Di. Rs. Sonderburg. 

Buchkremer, L., Dr., Di, Rs. 
Neuß. 

Buchrucker,B., Pr, Rs. Elberfeld 

Buckendahl, A., Dr., Pr, höh. Bs. 
Osnabrück. 


Budde, W., Ol, Pg. Hattingen 
&. Ruhr. 

Büchel, K., Dr., Pr, Rs. Eilbeck- 
Hamburg. 


Büchel, W., Dr., Ol, Rs. Eppen- 
dorf-Hamburg. 
Bücheler, J., Pr, @. Wiesbaden. 
Bücking, F., Dr., Pr, G. Zabern. 
Bühring, F., Pr, G. Wernigerode. 
Bürklen, O., Pr, Rg. Gmünd. 
Büttner, F., Pr, Rg. Danzig. 
Bugge, H., Pr, Rg. Landeshut. 
Bungers, E., Dr., Ol, @. Strehlen 
i. Schles. 
Bunkofer, W., Pr, G. Wertheim. 
Burger, R., Pr, Or. Freiburg. 


f 


4ll 


Busch, F., Pr, Laurentianum. 
Arnsberg. 

Busch, J., Dr, Pr, @. Mühl- 
heim a. Ruhr. 

Busche, E., Dr, Orl, Or. Ham- 
burg-Eimsbüttel. 
Busemann, L., Sl, S. Northeim. 
Buske, K., Pr, Lessingg. Berlin. 
Bußler, F., Pr, Sophieng. Berlin. 
Buttel, P., Ola. D. Segeberg. 


Caesar, H., Pr, Rs. Havelberg. 

de la Chaux, A., Pr, @. Stade. 

Chemnitzer, B., Ol,@. Chemnitz. 

Christ, H., Dr., Ol, Or, i. d. 
Kölner Str. Kassel. 

Clasen, R., Ol, Or. Flensburg. 

Claus, R., Di, Rs. Olsnitz. 

Claussen, F., Dr., Di, Handelssch. 
Dessau. 

Compter, G., Dr., Hofrat, Di, Rs. 
Apolda. 

Cramer, H.. Pr, Rg. Karlsruhe. 

Crantz, P., Pr, askan. @. Berlin. 

Cranz, H., Pr, Eberhardludwigsg. 
Stuttgart. 

Crueger, P., Pr, Or. Stolp. 


Dahmen, A., Dr., Pr, Or. Köln. 

Danckwortt, OÖ. Dr, Pr, Rg. 
Magdeburg. 

Dannemann, F., Di, Rs. Barmen. 

Danzebrink, H.,Dr., Pr,@. Prüm. 

Danzig, E., Dr., Pr, Rs. Rochlitz. 

Dauber, A., Dr., Di, Wilhelmg. 
Braunschweig. 

Degel, Assistent, alt.@. Bayreuth. 

Degenhardt, G, Pr, Kaiser Frie- 
drichg. Frankfurt a. M. 

Dehn, A., Ol, Rg. Schwerin. 

Deinzer, H., Rl, 1. Kreisrs. Nürn- 
berg. I 

Dekker, P., Ol, Gelchrtensch. 
Ratzeburg. 

Demuth, W.,01,G. Blankenburg. 

Dennert, E., Dr., L, Pädagogium. 
Godesberg. 

Depene, R., Dr., Pr, Johannesg. 
Breslau. 
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Dersch, O., Dr., Schulrat, Di, 
Or. Darmstadt. 

Detels, F., Dr., Ol, Rs. Ham- 
burg-Eilbeck. 

' Detlefsen, E., Dr., Pr, Große 
‚Stadtsch. Wismar. 

Dette, W., Pr, Rg. Elberfeld. 

Dickmann, A., Dr., Pr, Friedr. 
Wilhelmg. Köln. 

Dicknether, J., Pr, Wilhelmsg. 
München. 

Diekmann, J., Rk.a. D. Viersen. 

Diem, G., Dr., Pr, @. Weiden. 

Diesing, M., Dr., Pr, Or. Halle. 

Dietsch, C., Oberstudienrat, Rk, 
Rg. München. 

Diez, M., Pr, Friedr.- Eugenrs. 
Stuttgart. 

Diez, R., Rk, Realanstalt. Heil- 
bronn. 

Dippe, A., Dr., Pr, Archig. Soest. 

Dischner, H, Ol, Rs. Erfurt. 

Dittmann, O0. C. H., Dr., Pr, Rg. 
Schwerin. 

Dittmer, O., Dr., Pr, Rg. Gießen. 

Doehler, M., Di, Rpg. Lank- 
witz. 

Doerge, Dr., Ol, Hansasch. Berge- 
dorf. 

Dörholt, K., Dr., Pr, @. Rheine. 

Doermer, L., Ol, Or, v. d. Holsten- 
tor. Hamburg. 

Dörr, V., Pr, Or. Metz. 

Dörrie, H., Dr., Pr, Rpg. Biede- 
kopf. 

Dolega, H., Pr, @. Allenstein. 

Domsch, P., Dr., Pr, Gewerbe- 
akademie. Chemnitz. 

Donadt, A., Dr., Pr, Thomassch. 
Leipzig. 

Donle, W., Pr, Militärbildungs- 
anstalt. München. 

Dornheim, F., Ol, @. Minden. 

Dränert, Dr., Di, Stiftungssch. 
Hamburg. 

Drecker, J., Dr., Pr, Or. Aachen. 

Dreßler, H., O!, 8. Dresden- 
Plauen. 


Lehrer der Mathematik und. Physik. 


Droll, K., Ol, Handelslehranstalt. 
Frankfurt @.M. 


Droßbach, M., Rl, Rs. Rothen- 
burg a. T. 

Dudensing, W., Dr., Ol, G. Frei- 
berg. 


Dunker, C., Pr, @. Rendsburg. 


' Eberhard, V.,Dr., Pr, Wilhelmg. 


Kassel. 
EbeuJle, J. F., Dr., Pr, alt. @. 
Nürnberg. 
Eccardt, B.O., Ol,@. Rawitsch. 
Eck, J. B., Dr., Ol, Kaiser Wil- 
helmsg. Köln. 
Eckerlein, A., Dr., Pr, Stevhang. 
Augsburg. 
Edler, F., Dr., Pr, Or. Halle. 
Eger, G.,Dr., Pr, Ludwig-Georgg. 
Darmstadt. 
Ehlert, A., Pr, Rg. Frankfurt. a.0. 
Eichhorn, A.,Dr., Pr, Johanneum. 
Lüneburg. 
Eichler, K., Dr., Pr, Christia- 
neum. Altona. 
Eilker, G., Di, Rs. Geestemünde. 
Eitz, C., Volksschullehrer. Eis- 
leben. 
Ellemann,F., L,Landess. Cöthen. 
Elsässer, W., Dr., Pr, Rg. Char- 
lottenburg. 
Elster,J.,Dr.,Pr, @.Wolfenbüttel. 
Emmerich, A.,Dr., Pr, G. Mühl- 
heim a. Ruhr. 
End, W., Dr., Rk, Rs. Hof. 
Engelbrecht, E., Dr., Ol, 2. Rs. 
Berlin. 
Engels, K.H.,Dr., Pr, Rg. Aachen. 
Epstein, T.,Dr., Pr, Rs, Philan- 
thropin. Frankfurt a. M. 
Erb, R., Dr., Pr, R. Gießen. 
Erekmann, G., Ol, Rs. Bingen. 
Erhart, P., Augustinerpater, Pr, 
G. Minnerstadt. 
Ernst, C., Dr., Pr, @. Amberg. 
Ernst, C., Dr., Pr, Friedrich 
Wilhelmg. Neuruppin. 
Estel, V., Dr., Pr, @. Chemnitz. 


Lehrer der Mathematik und Physik. 


Ewers, H., Pr, Or. Danzig. 
Exner, G., Dr., Pr, @. Glogau. 


Faber, F., L., Baugewerkesch. 
Eckernförde. 

Faerber, C.. Dr., Pr, Luisen- 
städt. Or. Berlin. 

Fauser, C., Pr, Rg. Stuttgart. 

Fauser,W., Pr, König Wilhelimg. 
Stettin. 

Fauth, P, L, Lrs. 
i. Pfalz. 

Fehrs, F., Dr., 


Landstuhl 
» 


Di, @. Wetzlar. 
Feist, A., Dr., Ol, Martino-Ca- 
tharineum. Braunschweig. 
Fenkner, H., Dr., Pr, Or. Braun- 

schweig. 
Fennel, L., Dr., Pr, Or i. d. 
Köln. Straße. Kassel. 
Fernbach, L., Dr., L, jüd. Lehrer- 
bildungsanstalt. Berlin. 
Fest, B., Dr., Pr. Rpg. Northeim. 
Fieberg, E., Dr., Pr, Friedrich 
Werderor. Berlin. 
Fiedler A., Dr., Literat, Rs. 


Neidenburg. 
Finger, F., Dr., Pr, Ly. Metz. 
Fink, E., "Dr., Pr, isr. Rsch. 


Frankfurt a. M. 
Finsterbusch, J., Pr, @. Zwickau. 
Fischer, F., Dt, 3. Rs. Leipzig. 
Fischer, K., Ol, Lessing. Frank- 

furt a. M. 

Fischer, O.,Dr., Ol, Rg. Leipzig. 
Fischer, P., Pr, S. Blaubeuren. 
Fischer, P., Pr, Rs. Culm. 
Fitting, F., Dr., Ol, Os. München- 

Gladbach. 


Fleck, H., Dr., Pr, Christiansg. 


Eisenberg. 

Fleischer, C. R., Dr., Pr, Ro. 
Döbeln. 

Flöckher, A., Pr, Andreasrg. 
Hildesheim. 


Focke,K., Pr, Dumg. Magdeburg. 

Focke, M.,Dr., Pra. D. Münster. 

Fomm, L. ‚Dr., RI. TER, 
München. 
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Fordemann, A., Dr., Pr, Bıis- 
marckg. Wilmersdorf. 

Frank, H., Pr, Friedrich Wil- 
helmg. Berlin. 

Franke, C., Pr, @. Waldenburg. 

Franke, E., Ol, @. Hirschberg. 

Franke, H., Dr., Pr, @. Schleu- 
singen. 

Franke, K. F. H., Dr., 
drichsg. Altenburg. 

Frankenbach, F., Dr., Di, 
helmsrs. Liegnitz. 

Frantz, R., Dr., Pr, Pädagogium. 
Magdeburg. 

Franz, K., Dr., 
Berlin. 

Franzky, H., Pr, @. Spandau. 

Frech, F., Pr, @. Deutsch Crone. 

Freese, H., Ol, Rs. Pankow. 

Freitag, P.H., Pr, @. Schneeberg. 

Freitag, W.,Dr., Pr,@. Arnsberg. 

Frenzel, C., Pr, Pg. Lauenburg. 

Frerichs, J., H., Ola. D. Norden. 

Freund, H., L, Rs. Erfurt. 

Freytag, F., Pr, techn. Staats- 
lehranst. Chemnitz. 

Fricke, W, Pr, Rg. Osnabrück. 

Friedrich, @. A, Pr, @. Tilsit. 

Friedrich O., Pr, @. Solingen. 

Fries, J., Ol, Rpy. Lüdenscheid. 

Fritsch, H.,Dr., Pr, Rg. Königs- 
berg. 

Fritz, H., Pr, Ludwig Georgg. 
Darmstadt. 

Frömter, A., Vorstand, ‚Präpa- 
randenanst. Massow. 

Fry, C., Dr., Pr, @. Strehlen. 

Fuchs, R., Ol, Bismarckgy. Wil- 
mersdorf. 

Füchtbauer, @, Oberstudienrat 
a. D. München. 

Fürle, H., Dr., Pr, 9. Rs. Berlin. 

Fürstenau, E., Dia. D., Schul- 
rat a. D., Berlin. 

Funcke, H.,Dr., Pr, Rs. Potsdam. 

Fuß, K., Di, protest. S. Altdorf. 


Pr, Frie- 
Wil- 


Ol, Friedrichsg. 


| Gallien, K., W., Di, Rg. Neiße. 
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Gantzer, R.,Dr., Pr, Pädugogium. 
Magdeburg. 

Garthe, E., Pr, Friedrich Wil- 
helmsch. Eschwege i. Hessen- 
Nassau. 

Gauger,F.,Dr ,Pr, Ry. Stralsund. 

Gauß, F., Pra. D. Bunzlau. 

Gauß, F. G., Wirkl. Geh. Ober- 
finanzrat. Berlin. 

Gebensleben, F. F.C.H., Ol, 
Klostersch. Ilfeld. 

Geck, E., Dr., Pr, Rs. Reutlingen. 

Geerling, L, I. höh. Ms. Köln. 

Geffroy, E., Pr, Rg. Königsberg. 

Geiger, J. W., Di, $. Bensheim. 

Geißler, K., Ol a. D. Luzern. 
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WISSENSCHAFT 
UND HYPOTHESE. 


Sammlung von Einzeldarstellungen aus dem 
Gesamtgebiet der Wissenschaften mit besonderer Berücksichtigung 
ihrer Grundlagen und Methoden, ihrer Endziele und Anwendungen. 


I. Band: Wissenschaft und Hypothese. Von Henri Poincare, 
membre de l’Institut, in Paris. Deutsch von L. und F. Lindemann. 
2. Aufl. 1906. Geb.n. M. 4.80. 


Dies Buch behandelt: Zahl und Größe, den Raum, die Kraft, die Natur, die. 


Mathematik, Geometrie, Mechanik und einige Kapitel der Physik. Zahlreiche 
Anmerkungen des Herausgebers kommen dem allgemeinen Verständnis entgegen 
und geben wertvolle literarische Angaben zu weiterem Studium. 


II. Band: Der Wert der Wissenschaft. Von Henri Poincare, 
membre de lP’Institut, in Paris. MitGenehmigung des Verfassers ins Deutsche 
übertragen von E.Weber. Mit Anmerkungen und Zusätzen von Prof. 
H.Weber. Mit einem Bildnis des ‚Verfassers. 1906. Geb.n. .#. 3.60. 

"Der geistvolle Verfasser gibt einen Überblick über den heutigen Standpunkt 
der Wissenschaft und über ihre allmähliche Entwicklung, wie sie sowohl bis jetzt 
vor 'sich gegangen ist, als wie er sich ihre zukünftigen Fortschritte denkt. Das 
Werk ist für den Gelehrten wie auch für jeden modernen Gebildeten zweifellos 
von größtem Interesse. 


III. Band: Mythenbildung und Erkenntnis. Eine Abhandlung über 
die Grundlagen der Philosophie. Von G. F. Lipps in Leipzig. 1907. 
Geb. n. .(, 5.— 

Der Verfasser zeigt, daß erst durch die Widersprüche, die mit dem naiven, 
zur Mythenbildung führenden Verhalten unvermeidlich verknüpft sind, der Mensch 
auf die Tatsache aufmerksam wird, daß sein Denken die Quelle der Erkenntnis ist 
— er wird kritisch und gelangt zu der kritischen Weltbetrachtung. Die Entwicklung 
der kritischen Weltbetrachtung stellt die Geschichte der Philosophie dar. 


IV. Band: Die nichteuklidische Geometrie. Historisch-kritische 
Darstellung ihrer Entwicklung. Von R. Bonola in Pavia. Deutsch 
von H. Liebmann. 1908. Geb. n. M 5.— 

In der erweiterten deutschen Ausgabe wird wohluicht nur den Mathematikern 
ein Gefallen erwiesen, sondern vor allem auch den vielen, welche mit elementaren 
mathematischen Vorkenntnissen ausgestattet, Ziele und Methoden der nichteukli- 
dischen Geometrie kennen lernen wollen. Man wird in der elementar gehaltenen 
und flüssigen Darstellung die Antwort auf viele Fragen finden, wo andere nur dem 
_ gründlich vorgebildeten Mathematiker zugängliche Quellen versagten. 


V. Band: Ebbe und Flut sowie verwandte Erscheinungen im 
Sonnensystem. Von G. H. Darwin in Cambridge. Deutsch von 
A. Pockels. Mit einem Einführungswort von G. v. Neumayer. 
43 Illustrationen. 1902. Geb. n. M. 6.80. 


Nach einer Übersicht über die Erscheinungen der Ebbe und Flut, der See- 
schwankungen usw. sowie der Beobachtungsmethoden werden in sehr anschaulicher, 
durch Figuren erläuterter Weise die fluterzeugenden Kräfte, die Theorien der Gezeiten 
usf, erklärt. Die folgenden Kapitel sind geophysikalischen u. astronomischen Fragen, die 
mit der Einwirkung der Gezeitenkräfte aufdie Weltkörper zusammenhängen, gewidmet. 
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VI. Band: Das Prinzip der Erhaltung der Energie. Von 
M. Planck in Berlin. 2. Auflage. 8. 1908. Geb. n. M 6.— 

In drei Abschnitten wird behandelt: die historische Entwicklung des Prinzips 
von seinen Uranfängen bis zu seiner allgemeinen Durchführung in den Arbeiten 
von Mayer, Joule, Helmholtz, Clausius, Thomson; die allgemeine Definition des 
ie Sail die Formulierung des Erhaltungsprinzips nebst einer Übersicht und 
Kritik über die versuchten Beweise; schließlich die Darlegung, wie man durch 
Anwendung des Prinzips unabhängig von jeglichen Hypothesen über das Wesen 
der Naturkräfte zu einer einheitlichen Übersicht über die Gesetze der gesamten 
Erscheinungswelt gelangen kann. 


VH. Band: Grundlagen der Geometrie. Von D. Hilbert in 


Göttingen. 3. Auflage. 8. 1909. Geh. n. M. 6.— 

Diese Untersuchung ist ein Versuch, für die Geometrie ein vollständiges 
und möglichst einfaches we von Axiomen aufzustellen und aus demselben 
die wichtigsten geometrischen Sätze in der Weise abzuleiten, daß dabei die Be- 
deutung der verschiedenen Axiomgruppen und die Tragweite der aus den einzelnen 

. Axiomen zu ziehenden Folgerungen klar zutage tritt. i 


Unter der Presse: _ 
Das Wissen unserer Zeit in Mathematik und Naturwissenschaft. Von 
Picard-Paris. Deutsch von F. und L. Lindemann - München. 

Wissenschaft und Religion. Von Boutroux, membre de l’Institut-Paris. 
Deutsch von E. Weber-Straßburg. 

Erkenntnistheoretische Grundzüge der Naturwissenschaften und ihre Be- 
ziehungen zum Geistesleben der Gegenwart. Allgemein wissenschaftliche 
Vorträge. Von P. Volkmann-Königsberg i. Pr. 


In Vorbereitung (genaue Fassung des Titels bleibt vorbehalten): 

Anthropologie und Rassenkunde. Von E. v. Baelz-Stuttgart. 

Prinzipien der vergleichenden Anatomie. Von H. Braus- Heidelberg. 

Die Erde als Wohnsitz des Menschen. Von K. Dove-Berlin. 

Probleme der Wissenschaft. Von F. Enriques-Bologna.. Deutsch von 
K. Grelling- Göttingen. 

Das Gesellschafts- und Staatenleben im Tierreich. Von K. Escherich- 

Erdbeben und Gebirgsbau. Von Fr. Frech- Breslau. (Tharandt. 

Grundlagen der Natur- und Geisteswissenschaften. Von M. Frischeisen- 
Köhler-Berlin, 

Die Berger hischen Wandlungen der deutschen Landschaft. Von 

Hausrath- Isruhe, 

Reizerscheinungen der Pflanzen. Von L. Jost-Bonn-Poppelsdorf. 

Geschichte der Psychologie. Von O. Klemm-Leipzig. 

Die Materie im Kolloidalzustand. Von V.Kohlschütter-Straßburg i. E. 

Vorfahren und die Vererbung. Von F. Le Dantec-Paris. Deutsch von 
H. Kniep-Freiburg i. Br. 

Die wichtigsten Problemed. Mineralogieu. Petrographie. VonG.Linck-Jena. 

Die Erkenntnis dlagen der Mathematik und der mathematischen Natur- 
wissenschaft. Von P. Natorp-Marburg. 

Die Grammatik exakter Wissenschaft. Von K. Pearson-London. Deutsch 
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Wissenschaft und Methode. Von H. Poincar&-Paris. Deutsch von L. und 
F. Lindemann-München, 

Botanische Beweismittel für die Abstammungslehre. Von H.Potonie&-Berlin. 

Physiologie der Einzelligen. Von S.v. Prowazek-Hamburg. 

Mensch und Mikroorganismen unter besonderer Berücksichtigung des 
Immunitätsproblems. Von H. Sachs-Frankfurt a. M. 

Grundfragen der Astronomie, der Mechanik und Physik der Himmels- 
körper. Von H.v. Seeliger-Wien. 

Meteorologische Zeit- u. Streitfragen. Von R. Süring-Berlin. 

Die Sammlung wird fortgesetzt. _ 
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Zirkel, komplett wie oben, ff., 50 cm lang, 
Birnbaumholz M. 8.75, Buchenholz M. 7.75. 
Besteller; Universitäten, höhere Schulen, Mittelschulen usw. 


Trigonometrischer Demonstrations- Apparat 
nach Dr. Lampart. Vollkommenste Art. 
Preis M. 42.— 

Prospekte auf Verlangen. 


HANS HILGERS, "tr BONN. 


Das ZAHLENMYSTERIUM können Sie nicht 
besser ergründen 
ä undbeherrschen als 
mit unseren neuen 
konkurrenziosen 
Rechenmaschbinen 
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Verlag von R. Friedländer & Sohn, Berlin NW. 6 | 


The Internat. Catalogue of Scientifie Literature. 
Herausgegeben von der Royal Society of London seit 1901. 
Section A. Mathematik, jährl. 4 15.—. B. Mechanik, jährl. 
A 10.50. C. Physik, 1901 M. 36.—, 1902 usf. je M. 24.—. 
E.Astronomie,jährl. # 21.—. F. Meteor ologie,jährl.M15 — 
Catalogue of Seientifie Papers 1800— 1900. 12 vols. 
4°. Gebunden (statt M. 265.—) M. 210.— 


Subject Index. vol.I. Pure Mathematics. Gebunden M. 21.— 
Gerberti (Papae Silvestri I) Opera Mathematica ed. Dr. 
A.Bubnow. 1899. 739 pag. mit 4 Tafeln M. 24. — 
Gauchy, Vorlesungen über Differential-, Integral- und Infini- 
tesimalrechnung. 3 Bände. Ermäßigter Preis & M 4.— 


J. W. Strauch, Theorie des Variationscaleüls. 2 Bände. 
1854. (Statt M. 30.—) ermäßigter Preis M. 8.— 


Großes Lager von Werken der exakten Wissenschaften 


Ankauf von Bibliotheken und einzelnen Werken :: 


“ 


FürWissenschaft 

und Sport sind 
unsere farben- 
empfindlichen 


Perutz- 
Platten 


entwickelt mit 
unserm neuen 
Perutz-Perinal- 
Entwickler 
unentbehrlich und 
nieversagend.Ein 
einziger Versuch 
wird Sie 
überzeugen 


Otto Perutz 


Trockenplattenfabrik 
München. 


Verlangen Sie 
unseren Gratis- 
Katalog über 
Platten und 
Entwickler 


ou 


MAX KOHL A.-G, Chemnitz | 
Werkstätten für Präzisionsmechanik und Elektrotechnik i 


Größtes Unternehmen auf diesem Gebiet 
liefert als langjährige Spezialität: 


Vollständige Einrichtungen von physikal. und chem. 
Hörsälen in gediegener, zweckmäfiiger Ausführung. 
Eigene Dampftischlerei, Klempnerei, Lackiererei, Schlosserei usw. 


Physikalische u. chem. Apparate 
Experimentier-Schalttafeln D.R.6.M. 


zum Anschluß der elektrischen Apparate an ein Lioht- oder Kraftnetz von 
110, 160 oder 220 Volt für feine und grobe Regulierung im a eig und 
Nebenschluß zum Apparate. Sämtliche Demon- 


. strationsapparate 

% nach Prof. Weinhold, 
‚: Prof. Friedr. C.G.Müller, 
= Prof. Grimsehl, Prof. 
Hartl, Prof. Rebenstorff, 
OÜberlehrer B. Kolbe, 
Reallehrer Joh. Kleiber 
undanderen,sowieviele 
eigene Konstruktionen. 


Neue rotierende 
Quecksilber- 
Hochvakuumpumpe 
System Kohl, 
D.R.P. angem. 
Mit dieser Pumpe 
lassen sich die — 
höchsten Verdin-ZE 
nungen erzielen, 


Ölluftpumpe.  “ 
Neu! Hochvakuumaa 


Ölpumpen System Kohl # 
D. R. P. 186078.. Diese: F 
Pumpen geben die höch- # 
P sten, mit Ölluftpumpen # 
j 10 srreiehbaren Verlünsun: Ei 
7} gen,verspritzen während 
des Pumpens keinÖlund. 
eignen sich vorzüglich‘ | 
für den Unterricht. 
Man verl, Spezial-Prospekt. 
a x 4 Listen m. ausführlichen I 
VollkommensterApparat Köstenanschlägen, Be-. 
der Gegenwart. 1 X . schreibungen, Referen- | 
Man verlange Sonderliste. Hl ee zen usw.gratisu.franko. # 
K1. 5069, 5111, 5110. Quecksilber a VielehöehsteAuszeichnungen 
h sd 


Experimentier-Schalttafel 


Kohls neues Mega- 
diaskop, D.R.G.M. 


Universal - Projektions- 4 
apparatfür auffallendes &# 
u. durchfallendes Licht, & 

für Mikroprojektion, © 
mikroskopische Präpa-tp 
rate, Spektralanalyse, 
Polarisation,Interferenz 
und Beugung” des Lichts, 
mit Bogenlampen für 
25, 30 oder 50 Ampere. 
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Frankfurter Phylikaliihe Werkitätten 
Frankfurt a.M., Königitr. 66. Tel. 2610 


Vollkommen neuarfige 
Konifrukfionen 
Projektions - Eipparate 


-für net. und undurchfichtige 
nn orizontal undver- 
a 


Metallographiiche Pro- 
| jektions - Mikroikope. 

Opfiidıe Bänke 1praktikum 
Photometer. Kathefo- 
meter, Hbleiefernrohre. 
-Univerial - kinienhalter. 
Kapillar - Elektrometer 


für Projektion und Praktikum. 
Galvanometer. 


Elekfriidie Meßbrücken |% 


für Vorfefung und Laboratorium mit I 
fiheren Gleit-Kontakten, Ü 


influenz-Maicdinen. 
| Rheoitate und Regulier- 


= | Wideritände. 

| Bolometer fäftte: Smofinatic- 
; Frankfurter  ;; 
hyiikaliicte Werkitäften 


Preisliften und Offerten gratis. _ EP 
R KASSE 


SLILLLLLLIESSSSSALLLSLKLSSES 


Im Pin 1m m 
EEE SEE ES SESE SEE EEE 


Um Be 
) 
[ 


KO 


e 


a a er el vr Ska) MEN rd ed el a 
TECH TECH TIP HECK EHEN 


rules. wii Mi 06 Br nn 


Ein praktisches Geschenk 


%“ die elektrische 
Remustaschenlaterne 


ist und bleibt ein Talisman für spät Zuhausekommende. 


r dient zur schnellen Be- 
Die Remuslaterne leuchtung von Wohn- 
und Schlafzimmern, Hausfluren, Treppen, Böden, 
Keller- und Lagerräumen, Stallungen, Scheunen etc. 


r ist für Militär, Gen- 
Die Remuslaterne darmerie, Polizei, Zöll- 
ner, Förster etc., für jedermann, ob zu Wasser oder 


zu Lande, als Orientierungsinstrument ein unbedingt 
notwendiger Bedarfsartikel geworden. 


r ist direkt. ab Halle 
Die Remuslaterne von 3 M. an in allen 
Preislagen und Größen unter Garantie zu beziehen. 
Vor 1907 gelieferte Laternen werden, weil unvoll- 
kommen, umgetauscht. In jeder Stadt nur einer 
Firma der Vertrieb übertragen. Lizenzgebühr nicht 
beansprucht. Nachahmungen gerichtlich verfolgt. 


Die Remuslaterne als Lebensretter. 


Mr. Nathan Arnold, der Führer des amerikanischen 
Ballons „St. Louis‘ gab die Erklärung ab, er schreibe 
seine und die Rettung seiner Begleiter nur dem 
glücklichen Umstande zu, daß er seine elektrische 
Taschenlaterne retten und mit ihr Lichtsignale im 
dichten Nebel abgeben konnte. „Wir wären sonst 
Opfer des Ertrinkungstodes geworden.“ 


GUSTAV REMUS, HALLE A.S. 


:: Konstrukteur der Taschenlaterne :: 
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S 


INSTRUMENTE 


Optische Meßinstrumente für 


‚wissenschaftliche, technische. 


:: und Unterrichtszwecke. :: 
Mikroskope und mikroskopi- 
sche Hilfsapparate. Parabo- 
loidkondensor. Projektions- 
apparate. :: Astronomische 
und terrestrische Fernrohre 

: für Schulen. :: :: :: 


ZEISS-FELDSTECHER 
» PALMOS-KAMERAS: 


f. alle Zwecke d. Amateurphotographen. 


Prospekte, für jede Gruppe gesondert, unter 
Bezugnahme auf dieses Buch gratis. 


CARL ZEISS - JENA 


Berlin Frankfurt a..M. Hamburg 
London St. Petersburg Wien 


17 
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Lambrechts 
Original-Instrumente 


das Ergebnis langjähriger Versuche und Erfahrungen 

bieten nach dem heutigen Stande der Wissenschaft 

das denkbar Vollkommenste. Sie kommen für Meteo- 

rologische Stationen, Physikalische Institute, Labora- 
torien usw. zur Verwendung und 


finden allerorts höchste Anerkennung, was 
zahlreiche ERSIRTERRIER Gutachten beweisen. 


WILH. LAMBRECHT 


Inhaber des Ordens für Kunst und Wissenschaft, der großen goldenen und veı 
schiedener anderer Staatsmedaillen. Ehrendiplom , Gioldene Fortschritts-Medaille 
Wien 1906. Prämiiert 1907: Berlin, Dresden, Zürich. 


Gegründet 1859 GOTTINGEN (Georgia Augusta) 
Fabrik für meteorologische Instrumente 


und solcher für — und Industrie Mi 


| Instrun enie zur Wettervor: \usbestimmung auf streng \ 

Meteor olog g wissenschaftlicher Basis, dem Laien verständlich. Be 
H ie IE: Inst He mente zur Messung u. Registrierung des F euchtigkeitsgehaltes 1 
y g I ıWohn-u.Schlafräumen, Kr ank enh: iusern, Schulzimmern usw. 


ra cs Instrumente Ü Messung und Registrierung des Feuchfigkeilsnä 
Industri Ic. gehaltes der Luft in allen technischen Betrieben, wie Spinnereien, F 


Webereien, Mälzereien, Tabak- und vr renfabriken usw. 
Spezi: ıl-Fabı ik: 11on Von Apparaten wie: = 3 
Original Lambrechts Polymeler, W etierlelegra ph, Normal-Quecksilber- „Barca | 
Taupunktzeiger, Aspiralions-Psychrometer, rmot TE Windfahnen, Höhen- | 
messer, Anemomeler, Kompasse, rg By - und Thermographen usw.  # 
Man verlange fratige Drucksache Nr. 307. BE 


Generalvertrieb für die Schweiz, Italien und die österreichi- 1 
schen Alpenländer durch: C. A. Ülbrich & Co., A.-G., Zürich. 
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Verlag von B.G. Teubner in Leipzig und Berlin 


Eneyklopädie der Mathematischen Wissenschaften 
mit Einschluß ihrer Anwendungen. 


Herausgegeben im Auftrage der 
Akademien der Wissenschaften zu Göttingen, Leipzig, München 
und Wien sowie unter Mitwirkung zahlreicher Fachgenossen. 
Ä In 7 Bänden. 
I. Arithmetik und Algebra, 2 Teile, V.Physik, 3 Teile, redigiert von 


redigiert von W. Fr. Meyer. ” le a 

. Analvsi il iviert .1. Geodäsie und Geophysik. eil- 

re rien von | "Bande, redigiert von Ph. Burt- 

E = wängler und E. Wiechert. 

III. Geometrie, 3 Teile, redigiert von 2. Astronomie, redigiert. von K. 
W.Fr. Meyer. Schwarzschild. 

IV. Mechanik, 4 Teilbände, redigiert VII. Geschichte, Philosophie, Didaktik. 
von F. Klein und C.H. Müller. | (In Vorbereitung.) 


Aufgabe der Encyklopädie ist es, in knapper, zu rascher Orientierung ge- 
eigneter Form, aber mit möglichster Vollständigkeit eine Gesamtdarstellung der 
mathematischen Wissenschaften nach ihrem gegenwärtigen Inhalt an gesicherten 
Resultaten zu geben und zugleich durch sorgfältige Literaturangaben die ge- 
schichtliche Entwicklung der mathematischen Methoden seit dem Beginn des 
19. Jahrhunderts nachzuweisen. Sie beschränkt sich dabei nicht auf die so- 
genannte reine Mathematik, sondern berücksichtigt auch ausgiebig die An- 
wendungen auf Mechanik und Physik, Astronomie und Geodäsie, die ver- 
schiedenen Zweige der Technik und andere Gebiete, und zwar in dem Sinne, 
daß sie einerseits den Mathematiker darüber orientiert, welche Fragen die 
Anwendungen an ihn stellen, andererseits den Astronomen, Physiker, Techniker 
darüber, welche Antwort die Mathematik auf diese Fragen gibt. In sieben 
Bänden zu je etwa 640 Druckseiten sollen die einzelnen Gebiete in einer Reihe 
sachlich geordneter Artikel behandelt werden ; derletzte Band sollein ausführliches 
alphabetisches Register enthalten. Auf die Ausführung von Beweisen der mit- 
geteilten Sätze muß natürlich verzichtet werden. 

Die Ansprüche an die Vorkenntnisse der l.eser sind so gehalten, daß das 
Werk auch demjenigen nützlich sein kann, der nur über ein bestimmtes Gebiet 
Orientierung sucht. 


Edition francaise 
redigee et publice d’apres l’Edition allemande sous la 
direction de Jules Molk, professeur ä l’universite de Nancy. 


En sept tomes. gr. 8. 


Durch die günstige Aufnahme veranlaßt, welche die deutsche Ausgabe 
dieses monumentalen Werkes in Fachkreisen gefunden hat, und auf vielfache 
Anregungen hat sich die Verlagsbuchhandlung entschlossen, die Encyklopädie 
der Mathematischen Wissenschaften in Gemeinschaft mit der Firma Gauthier- 
Villars in Paris auch in französischer Sprache erscheinen zu lassen. Das 
Werk wird seitens der deutschen Bearbeiter viele Änderungen und Zusätze 
erfahren, und auch die französischen Mitarbeiter, sämtlich Autoritäten auf ihren 
Gebieten, haben eine gründliche Umarbeitung vorgenommen. Zum ersten Male 
dürfte somit wohl hier der Fall eingetreten sein, daß sich bei einem so großen 
Werke die ersten deutschen und französischen Fachgelehrien zu gemeinsamer 
Arbeit verbunden haben. 


Ausführliche Prospekte sowohl über die deutsche wie auch 
über die französische Ausgabe umsonst und postfrei vom Verlag. 
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Verlag von B. G.TEUBNER in Leipzig und Berlin 


Encyklopädie 
der Elementar-Mathematik 


Ein Handbuch für Lehrer und Studierende von 
Dr. Heinrich Weber una Dr. Joseph Wellstein 


Professoren an der Universität Straßburg i.E. 


In drei Bänden. gr. 8. In Leinwand geb. 


I. Elementare Algebra und Analysis. Bearbeitet von H. Weber. 
2. Auflage. Mit 38 Textfiguren. [X VIIlu.539S.] 1906. n.4. 9.60. 


ll. Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein 
und W. Jacobsthal. 2. Auflage. Mit 251 Textfiguren. [XU 
u. 596 S.] 1907. n. 4. 12.— 


Ill. Angewandte Elementar-Mathematik. Bearbeitet von H. Weber, 
J. Wellstein und R. H. Weber (Rostock). Mit 358 Textfiguren. 
[XII u. 666 S.] 1907. n. 4. 14.— 


Das vorliegende Werk wendet sich iu erster Linie an die gegenwärtigen 
und künftigen Lehrer an höheren Schulen, an die Studierenden der Mathe- 
matik unserer Hochschulen. Es beansprucht nicht, wie die große Encyklo- 
pädie der mathematischen Wissenschaften, das Material allseitig zu erschöpfen, 
nach der historischen und literarischen Seite hin vollständigen Aufschluß zu 
geben. Es will eine Verbindung herstellen zwischen der höheren Mathematik 
und der Mathematik der Schule, indem es einerseits dem Studierenden ein 
Führer ist, wo er der Auffrischung und Ergänzung früher erworbener Kennt- 
nisse bedarf, andererseits dem Lehrer ein Wegweiser, um das im Studium 
der höheren Mathematik Erworbene der Vertiefung und Bereicherung des 
Unterrichts nutzbar zu machen. Besonderes Gewicht ist auf die wissenschaft- 
liche Ausgestaltung der allgemeinen Grundlagen gelegt. 


Der erste Band, der bereits in zweiter Auflage vorliegt, umfaßt die 
Arithmetik, Algebra und Analysis. Es sind hier ohne wesentliche Vermehrung 
der Schwierigkeiten manche Fragen, besonders der Algebra, die ungeachtet 
ihrer elementaren Natur bisher nicht zu den Elementen gerechnet wurden, 
hereingezogen worden. 


Der zweite Band, der ebenfalls in zweiter Auflage vorliegt, enthält die 
Geometrie. Nach einer gründlichen Erörterung der logischen Grundlagen 
der Geometrie enthält er die Euklidische Planimetrie und Stereometrie, die 
ebene und sphärische Trigonometrie, die Elemente der synthetischen und 
analytischen Geometrie der Ebene und des Raumes und schließt mit einem 
Abschnitt über Maxima und Minima. 


Der dritte Band hat wesentlich den Zweck, aus Nachbarwissenschaften 
Anwendungen zu den arithmetischen und geometrischen Grundlagen zu liefern, 
die die beiden ersten Bände geschaffen haben. Als solche sind gewählt: die 


Mechanik; die elektrischen und magnetischen Kraftlinien; Maxima und 
Miuima; Wahrscheinlichkeitsrechnung; Graphik. 


Verlag von B.G. Teubner in Leipzig und Berlin 


- E. Pascals 
Repertorium der höheren Mathematik 


In 2 Teilen. 2. neubearb. Aufl. gr.8. In Leinw. geb. 
| [. Teil: Die Analysis 


Unter Mitwirkung von E. Pascal sowie Ph. Furtwängler, 

A. Guldberg, H. Hahn, E. Jahnke, H. Jung, A. Loewy, 

H.E. Timerding herausgegeben von Dr. P. Epstein, Professor 
an der Universität Straßburg i.E. 


[ca. 800 S.] ca. n. M. 12.-. [Erscheint Mai 1909.] 
Il. Teil: Die Geometrie 


Unter Mitwirkung vonE.PascalsowieL.Berzolari,R.Bonola, 

E.Ciani,M.Dehn, Fr. Dingeldey,F.Enriques,G.Giraud, 

H.Grassmann, G.Guareschi, L.Heffter, W.Jacobsthal, 

H. Liebmann, J. Mollerup, J. Neuberg, U. Perazzo, 

O.Staude, E.Steinitz, H.Wieleitner und K. Zindler her- 

ausgegeben von Dr. H. E. Timerding, Professor an der Uhi- 
versität Straßburg i.E. 


[ca. 800 S.] can. 4. 14.-—. [Erscheint Sommer 1909.] 


Bei der Bearbeitung der zweiten Auflage werden die Heraus- 
geber in erster Linie bestrebt sein, dem Buche seine Vorzüge 
zu erhalten. Daneben aber erfährt es formell und inhaltlich 
so durchgreifende Änderungen, daß es in vieler Beziehung als 
ein neues Werk gelten kann. 

Zunächstmußimersten Teile (herausgegeben vonP.Epstein) 
den in den letzten Jahren erzielten Fortschritten Rechnung ge- 
tragen werden, neue Methoden (z.B. in der Variationsrechnung) 
und neu eröffnete Gebiete wie die Integralgleichungen, die 
moderne Funktionentheorie, die algebraischen Zahlen fordern 
eine nicht unbeträchtliche Erweiterung des Stoffes, ganz be- 
sonders aber haben es die Bearbeiter nach Möglichkeit ver- 
mieden, eine große Menge von Einzelheiten lose aneinander 
zu reihen, sondern haben vielmehr auf eine zusammenhängende 
und in sich geschlossene Darstellung Wert gelegt. 

Dieselben Grundsätze werden dann auch im zweiten Teile 
(herausgegeben von H. E. Timerding) befolgt werden. Es 
soll nicht bloß eine Übersicht über das weite Gebiet der Geo- 
metrie im einzelnen, sondern auch eine Darlegung ihrer all- 
gemeinen Prinzipien und Methoden gegeben und von dem gegen- 
wärtigen Stand der Auffassungen Rechenschaft erteilt werden. 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 
M. Cantor: 
Vorlesungen über Geschichte der Mathematik 


In 4 Bänden. Mit zahlreichen Fig. gr. 8. Geh. u. in Halbfranz geb. 


I. Baud: Von den ältesten Zeiten bis zum Jahre 1200 n. Chr. 3. Aufl. [VI u, 
941 S.] 1907. -n. M. 24.—, geb. n. AM. 26.— 

II. Band: Vom Jahre 1200 bis zum Jahre 1668. 2. Auflage. In 2 Abteilungen. 
[XU u. 943 S.] 1900. n. M. 26.—, geb. n. MM. 28.— 

II. Band: Vom Jahre 1668 bis zum Jahre 1758. 2. Auflage, In 3 Abteilungen. 
[X u. 923 $.] ı901.n0. M. 23.—, geb. n. M. 27 

IV. Band: Vom Jahre 1759 bis zum er e 1799. Unter Mitarbeit von V. Bobynin, 
A. v. Braunmühl, F. Cajori, S. Günther, V. Kommerell, @. Loria, E. Netto, @. Vivanti, 
C.R. Wallner, herausg. von M.Cantor. [VI u.ı113 S.) 1908. n. A. 32.—, geb. n.M. 35.— 


„Ungeahnt ist die Geschichtsforschung der mathematischen Wissenschaft in dem 
letzten Jahrzehnt gewachsen. Wo einst M. Cantor die Samen der neuen Wissen- 
schaft legte, ein einsamer Arbeiter auf brachem, aber jungfräulich-fruchtbarem 
Boden, da glänzt jetzt üppige Saat. Dem Meister ist es beschieden, sich seiner 
Ernte zu freuen. Ein großer Kreis von Helfern ist ihm entstanden, so groß, daß 
die geleistete Arbeit insgesamt zu übersehen schon anfängt Schwierigkeiten zu machen. 
Mit Eifer hat Cantor die neuen Fortschritte nach Möglichkeit beobachtet, sie nach 
Möglichkeit benutzt. Und kommen Kritiker und weisen diese oder jene weitere 
Verbesserungsfähigkeit nach, so ist es ihr Amt; aber sie trüben nicht den gewaltigen 
Eindruck des großen Werkes, das das feste Fundament unserer Forschung bildet.“ . 

(Archiv der Mathematik und Physik.) 


Geschichte der Mathematik 


im 16. und 17. Jahrhundert 
von H. G. Zeuthen 


Deutsch von Raphael Meyer 
[VIII u. 434 S.] gr. 8. ‚in Leinw. geb.n. H# 17.— 


Ähnliche Zwecke wie in seiner früher erschienenen Geschichte der Mathematik 
im Altertum und Mittelalter verfolgend, ist der Verfasser besonders bestrebt ge- 
wesen, die reiche innere Entwicklung der Mathematik selbst hervorzuheben, die in 
den behandelten Jahrhunderten statthatte und einen gewissen Abschluß fand. 

In ihnen ward das Gebiet der Algebra, und zwar vorzüglich durch Vietas 
Tätigkeit, derart erweitert, daß sie allmählich die Stufe der Entwicklung erreichte, 
auf der wir sie in der analytischen Geometrie Descartes’ stehen sehen. In ihnen 
wurden die aus dem Altertum ererbten und wieder aufgenommenen Infinitesimal- 
untersuchungen mit den Hilfsmitteln bereichert, welche Kepler, Galilei und 
Huygens für den Bedarf ihrer astronomischen und physikalischen Untersuchungen 
einführten, und erreichten nach und nach eine solche Blüte, daß sie einerseits in 
Leibnizens Differential- und Integralrechnung die noch heute gültige äußere Ge- 
stalt annahmen, andererseits ganz unabhängig von dieser Gestalt die Grundlage der 
Princißpia Newtons bilden konnten. Ferner zeigte im 2. dieser Jahrhunderte 
Fermat bei der Behandlung der verschiedenartigsten mathematischen Themata, 
daß der große Mathematiker keine entwickelte mathematische Technik nötig hat, 
um die schwierigsten Verhältnisse klar zu durchschauen; Desargues und Pascal 
schlugen in der Geometrie neue Bahnen ein, die erst anderthalb Jahrhundert später 
fortgesetzt wurlen, während Nepers Logarithmen gleich sowohl praktische An- 
wendung als Einfluß auf die übrige Mathematik erhielten. 

Um in der übrigen Darstellung immer die mathematische Entwicklung verfolgen 
zu können, hat der Verfasser einen ausführlichen historischen und biographischen 
Überblick vorausgeschickt. 
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Verlag von B.G. Teubner in Leipzig und Berlin 


Dr. W. Ahrens: 


Scherz und Ernst in der Mathematik. 
Geflügelte und ungeflügelte Worte. 


[X u. 522 S.] gr.8. 1904. In Leinwand geb. n. # 8.— 


Das Buch ist eine Sammlung von Zitaten der Weltliteratur; es enthält geflügelie 
wie ungeflügelte Worte, die sich ihrem Inhalte nach auf Mathematik, Mathematiker 
und Verwandtes beziehen. Neben den größten Mathematikern, einem Gauß, Newton, 
Lagrange, Jacobi, Abel, Leibniz, d’Alembert usw., kommen viele der sonstigen 
Geistesheroen der Menschheit zu Wort, wie Goethe, Plato, Alexander von Humboldt, 
Kant, Melanchthon, Friedrich Il., Voltaire, Napoleon, Spinoza, Mommsen usw.: da- 
neben finden sich sehr viele Stellen aus zeitgenössischen, vorwiegend mathematischen 
Autoren. Alle Zitate sind in der Originalsprache angegeben und, soweit sie der 
deutschen, französischen, englischen, italienischen oder lateinischen Sprache ange- 
hören, nur in dieser; den übrigen, zum Beispiel den griechischen Zitaten, folgen 
Übersetzungen. Die Anordnung der Zitate erfolgt nicht nach einer steifen Systematik, 
sondern ist von dem Grundsatze: ‚‚Variatio delectat‘‘ beherrscht. Eine Wissenschaft, 
die so exklusiv ist wie die Mathematik und die — trotz ihrer zahlreichen An- 
wendungen — auf den Kreis der eigentlichen Fachleute sich beschränkt, muß bei 
ihren Jüngern ein besonders reges Interesse nicht nur für die Anschauungen, 
sondern auch für die Lebensverhältnisse, Gewohnheiten usw. der führenden Geister 
ausbilden: in dem vorliegenden Buch zeigt sich daher der mathematische Forscher 
bald im Palmenfrack des Akademikers oder im Talar des Professors, bald im All- 
tagskleide des Bürgers oder doch auf einer unakademischen Rostra. 


Mathematische Unterhaltungen und Spiele. 


Mit 1 Tafel und vielen Figuren. [X u. 428 5.] gr. 8. 1901. 
In 2 Hälften geh. je n. 4 5.— In Originalband mit Zeichnung 
von P.Bürck. n. A 10.— [2. Aufl. in Vorb.] i 


Kleine Ausgabe: Mathematische Spiele. 170. Bändchen „Aus Natur und Geistes- 
„ welt‘. Sons wissenschaftlich-gemeinverständlicher Darstellungen. Mit einem 

Titelbild und 69 Figuren. [VI u. 118 S.] 8. 1907. Geh. n. 41.—, in Leinwand 
geb. n. 4.1.25. 


Das vorliegende Buch gibt eine Gesamtdarstellung der von Bachet sogenannten 
„Probl&mes plaisants et delectables‘', die bei einem im allgemeinen ganz elemen- 
taren Charakter zahlreiche Beziehungen zu Fragen der reinen Mathematik, ins- 
besondere der elementaren Zahlentheorie, Gruppentheorie, Kombinatorik und Analysis 
situs besitzen und daher zu allen Zeiten das besondere Interesse der Mathematiker 
gefesselt haben. Es enthält außer den sonst in ähnlichen Werken gewöhnlich 
behandelten Problemen zahlreiches weiteres, in der Literatur zerstreutes Material 
sowie eigene Untersuchungen des Verfassers. Beigegeben ist dem Buche ein 
sehr umfangreicher Literaturindex sowie Namen- und Sachregister. Die Darstellung 
bemüht sich, neben klarer, wenn auch kurzer Hervorhebung der mathematischen 
Gesichtspunkte auch dem mathematisch weniger gebildeten Leser in den Haupt- 
partien verständlich zu sein. | 
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Emile Borel, 


Professor an der Sorbonne zu Paris: 


Die Elemente der Mathematik. 


Deutsche Ausgabe besorgt von 
Paul Stäckel, 


Professor an der Technischen Hochschule in Karlsruhe i.B. 


In 2 Bänden. Mit zahlreichen Figuren. gr. 8. In Leinwand geb. 
I. Band: Arithmetik und Algebra. [XVIu.4318.] 1908. n. 4 8.60. 
H. — Geometrie. [ca. 350 S.] 1909. [Unter der Presse.] 


Die Vorschläge zu einer Reform des Unterrichts in den Elementen 
der Mathematik, die neuerdings seitens der Unterrichtskommission 
der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Ärzte gemacht worden 
sind, hatten in Frankreich bereits seit 1900 in den offiziellen Lehr- 
plänen Verwirklichung gefunden. Auf dieser modernen Grundlage 
hat E. Borel seine vortrefflichen Lehrbücher aufgebaut, die in 
Frankreich weite Verbreitung gefunden haben. Es erschien daher 
angebracht, diese Elemente der Mathematik in einer den 
deutschen Verhältnissen angepaßten Bearbeitung dem deutschen 
Publikum zugänglich zu machen. 


Jules Tannery, 


Professor an der Universität Paris 
Subdirektor der Ecole normale sup6rieure: 


Elemente der Mathematik. 


Mit einem geschichtlichen Anhang von Paul Tannery. 


Autorisierte deutsche Ausgabe von 


Dr. P. Klaess, 
Gymnasiallehrer in Echternach (Luxemburg). 
Mit einem Einführungswort von F. Klein. Mit 184 Figuren. [XII u. 
564 S.] gr. 8. 1909. Geh. n. 4 7.—, in Leinwand geb. n. #. 8.— 


Das vorliegende Buch entspricht den neueren französischen Lehr- 
plänen von 1902 und behandelt das mathematische Pensum der 
Philosophie-Klasse. Aus dem reichen Inhalte des Werkes seien 
einige der bemerkenswertesten Kapitel hervorgehoben: algebraische 
Geometrie, Koordinaten, empirische Kurven, graphische Darstellung 
der Funktionen (graphische Fahrpläne) graphische Methoden zur 
Auflösung der Gleichungen, Elemente der Ditferential- und Integral- 
rechnung, Grenzwerte, Reihen. — In ebenso klassischer Form be- 
handelt am Schlusse der Bruder des Verfassers, P. Tannery, einige 
wichtige Kapitel der (reschichte der Mathematik; sie beziehen sich 
meistens auf die im Buche selbst behandelten Fragen. 
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Grundlehren der Mathematik 


für Studierende und Lehrer. 
I. Die Grundlehren der ll. Die Grundlehren der 


Arithmetik und Algebra. Geometrie. 
Bearbeitet von Bearbeitet von 
E. Netto und C. Färber. W. Fr. Meyer und H. Thieme. 


Bisher erschien Il. Teil, I. Band: 


Die Elemente der Geometrie. 


Bearbeitet von Dr. H.Thieme, Prof. a. d. Berger-Oberrealschule in Posen. 
Mit 323 Fig. [XIIu.395 S.] gr.8. 1909. In Leinw.geb.n. H. 9.— 


Die „Gründlehren der Mathematik“ sind als ein dem heutigen Stande der 
Wissenschaft entsprechendes Gegenstück zu R. Baltzers „Elementen der Mathe- 
matik“ gedacht. Sie bilden kein Handbuch, in dem aller irgendwie wissenswerte 
Stoff aufgespeichert wurde, sondern sie sind in erster Linie dem Unterricht, und 
zwar auch dem Selbstunterricht gewidmet. Tieferen Fragen suchen sie durch ge- 
legentliche Ausblicke gerecht zu werden, Nicht minder soll auch den historischen 
Interessen Rechnung getragen werden durch die Angabe der wichtigsten Momente 
in der zeitlichen Entwicklung der einzelnen Theorien. 

Speziell ist der zweite Teil in freier Darstellung den Grundlagen, Grund- 
zügen und Grundmethoden der Geometrie gewidmet. Im ersten Bande (Verfasser 
H. Thieme) erhalten die „Elemente“, einschließlich der analytischen Geometrie 
der Ebene, gerade durch das sorgfältige Eingehen auf das Axiomatische, ihre 
charakteristische Färbung, ohne daß die praktischen Forderungen des Lehrstoffes 
vernachlässigt würden. Der zweite Band (Verfasser W.Fr. Meyer) wird unter 
Heranziehung der Hilfsmittel der modernen Algebra (und auch Funktionentheorie) 
die Geometrie der „Iransformationen‘“ behandeln, wobei mit Rücksicht auf den 
zur Verfügung stehenden Raum eine beschränkte Auswahl von selbst geboten ist. 


Handbuch der Elementarmathematik 


für Lehrer. 
Von Direktor Prof. Dr. K. Schwering in Cöln a. Rh. 
Mit 193 Fig. [VIII u. 408 S.) gr. 8. 1907. In Leinw. geb.n. #. 9.— 


Verfasser will nicht die wissenschaftlichen Fragen und Forschungsergebnisse 
selbst einer neuen Darstellung unterziehen. Diese Aufgabe ist durch die Enzyklo- 
pädie der Elementarmathematik von Weber-Wellstein einstweilen in 
abschließender Weise gelöst. Wissenschaftliche Fragen jedoch, welche nicht über 
die Schulmathematik hinausführen, sondern in den Unterricht wieder einmünden, 
sind ausführlich behandelt. Es mögen hier die Grundlagen der Zahlenlehre, die 
irrationale Zahl, die binomischen Gleichungen, die Elimination als Beispiele aus 
der Arithmetik genannt 'scin. Insbesondere ist Gewicht gelegt auf logische Glie- 
derung und für wichtige, wenn auch einfache Sätze der Geometrie ist das logische 
Gefüge der Umkehrung ausdrücklich angegeben. Weil das Buch sich nicht an An- 
fänger, sondeın an Geübtere wendet, ist nicht jeder auch im Schulbuch stehende 
Satz ausführlich vorgetragen ; alle wichtigeren Sätze aber sinıl z. T.unter verschiedenen 
Gesichtspunkten behandelt, Es sind teils mehrfache Beweise gegeben, teils die 
Beziehungen untersucht, in welchen die vorgetragenen Sätze zu anderen mathe- 
matischen Wahrheiten stehen. Auch Fragen zweckmäßiger Gestaltung des Lehr- 
vortrags sind eingehend berücksichtigt. 
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Über das Wesen der Mathematik Haresä 


Professor an der Universität in München. Mit Anmerkungen. 


[98 S.] gr. 8. 1908. Geh. n. M. 3.60. 


In dieser kleinen Schrift ist der Versuch gemacht, an der Hand der histo- 
rischen Entwicklung der Mathematik ihr Wesen in einer auch dem nicht speziell 
mathematisch Gebildeten zugänglichen Form zu schildern. Der Verfasser sieht das 
Charakteristische der reinen Mathematik in der Anwendung des Zahlbegriffes, 
falls dieser so allgemein gefaßt wird, daß Zahlen Zeichen für ordnende Tätigkeiten 
unseres Verstandes sind, während die Anwendungsgebiete (Geometrie, Mechanik) 
sich mit der Arithmetisierung, d. h. der Unterwerfung der Anschauung unter den 
Zahlbegriff beschäftigen, und sucht von diesem Gesichtspunkt aus die Entwicklung 
der Mathematik zu beleuchten. Einen wesentlichen Teil der Schrift bilden die 
zahlreichen historisch -kritischen Anmerkungen; sie dürften namentlich denen will- 
kommen sein, welche in die hier behandelten Fragen tiefer eindringen wollen. 


Führer durch die mathematische Lite- 


ratur Mit besonderer Berücksichtigung der historisch wich- 
. tigen Schriften. Von Dr. Felix Müller, Professor in 
Friedenau-Berlin. [X u. 252 S.] gr. 8. 1909. Geh. n. M. 7:—, 
in Leinwand geb. n. M. 8.— 

Das Buch gibt eine systematische Übersicht über diejenigen Einzelwerke 
und Journalabhandlungen aus der reinen Mathematik, deren Kenntnis dem 
Studierenden unentbehrlich ist. Besondere Berücksichtigung haben die historisch 
wichtigen Schriften gefunden sowie auch die Zeitschriften - Literatur und die 
Enzyklopädien. Der Studierende, welcher Vorlesungen über eine spezielle Diszi- 
plin besucht, wird in den Stand gesetzt, die Quellen dieser Disziplinen, die 
Originalarbeiten, die Lehrbücher, die Aufgabensammlungen, die Tafeln usw., auf 
welche in der Vorlesung oft nur in Kürze hingewiesen werden kann, mit Leichtig- 
keit aufzufinden. Auch weist der Führer auf Studienwerke für diejenigen Diszi- 
plinen hin, über welche nicht gelesen wurde. 


Mathematischer Bücherschatz. *: 


Verzeichnis der wichtigsten deutschen und ausländischen Lehr- 
bücher und Monographien des 19. Jahrhunderts auf dem Gebiete 
der mathematischen Wissenschaften. Von Dr. Ernst Wölffing. 
Professor an der Kgl. Techn. Hochschule zu Stuttgart. In 2 Teilen. 
I. Teil: Reine Mathematik. Mit einer Einleitung: Kritische Über- 
sicht über die bibliographischen Hilfsmittel der Mathematik. [XXXVI 
u.4165.) gr.8. 1903. Geh.n. #. 14.—, in Leinw. geb. n. M. 15.— 


Der mathematische Bücherschatz ist ein systematisches Verzeichnis der 
nichtperiodischen mathematischen Literatur der ganzen Welt für die Zeit von 
ı800—1900. Von den Titeln der elementar mathematischen Werke ist nur eine 
Auswahl gegeben worden, während auf dem Gebiet der höheren Mathematik 
keine Schrift absichtlich unerwähnt geblieben ist und daher auch nichts Wichtiges 
vermißt werden wird. Die Titel sind unter Stichwörtern angeordnet. Innerhalb 
der Stichwörter sind die Titel nach Verfassernamen geordnet. Außer dem In- 
haltsverzeichnis enthält das Buch ein alphabetisches Sachregister und ein Autoren- 
register, endlich eine Einleitung, die eine kritische Übersicht über die bisher vor- 
handenen bibliographischen Hilfsmittel der Mathematik gibt. Der zweite Teil des 
mathematischen Bücherschatzes wird die angewandte Mathematik umfassen und 
in einigen Jahren nachfolgen. 
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Didaktische Handbücher 


für den realistischen Unterricht an höheren Schulen 
Herausgegeben von 


Dr. A. Höfler Dr. F. Poske 


‘Professor an der Universität Professor am Askanischen Gymnasium 
zu Wien ‚zu Berlin 


gr.8. Geh.fund in Leinwand geb. 


Für den realistischen Unterricht an den höheren Schulen hat bisher 
keine feste Tradition wie für den Sprachunterricht bestanden, aber doch sind 
die prinzipiellen Fragen heute so weit geklärt, daß es möglich sein wird, konkrete 
Beispiele der Stoffgestaltung zu geben, die als Grundlage weiteren Fortschreitens 
dienen können. Die ‚didaktischen Handbücher‘ sollen demnach den prak- 
tischen Bedürfnissen des Lehrers entgegenkommen, der durchdrungen ist 
von der Größe der Aufgaben, die durch einen allseitigen Sachunterricht und 
nur durch ihn zu lösen sind, der sich aber auch der Schwierigkeiten bewußt 
ist, die mit diesen Aufgaben verknüpft sind. Zugleich sollen die ‚‚didaktischen 
Handbücher‘‘ der Zersplitterung entgegenwirken, die bei der wachsenden Zahl 
realistischer Unterrichisfächer zu fürchten ist, und vielmehr die Einheit dieser 
Fächer durch möglichst zahlreiche und innige Verknüpfungen zwischen ihnen 
herzustellen suchen. 


I. Band. Didaktik des mathematischen Unterrichts von A. Höfler 
in Wien. Mit Textfiguren. [ca.500 S.] Geh. ca.n. #. 10.—, 
in Leinwand geb. ca.n. .# 11.- [Erscheint Mai 1909.) 


Dieseryerste!Band will Impulse geben, um die von Klein verlangte ‚‚zeit- 
gemäße Umgestaltung des mathematischen Unterrichts‘ in die Wirklichkeit 
umzusetzen. Vorbildlich sind dievon Gutzmer auf der Meraner Naturforscher- 
versammlung 1905 erstatteten Vorschläge. Im zweiten, ausführlichsten Teile 
werden Lehrproben, Lehrgänge, Lehrpläne als konkrete Beispiele einer neuen 
Unterrichtspraxis vorgeführt. Im ersten Teile werden die Wege und Ziele eines 
solchen mathematischen Unterrichts skizziert; im dritten folgen Blicke in die 
Grenzgebiete der/didaktischen Psychologie, Erkenntnis- und Bildungslehre. 


In Vorbereitung befinden sich: 


11. Band. Himmelskunde und astrono- VII. Band. Botanik von B. Lands- 
mische Geographie von A. berg in Königsberg i.Pr. 
Höfler in Wien. VII. ,, Zoologie und menschliche 
Somatologie von C. Matz- 


Il. ,, Physische Geographie von i 
C. Rohrbach in Gotha. dorff in Pankow. 
: . IX.  ,,  Philosophisohe Propädeutik 
IV. ,„ Physik von F. Poske in | von A. Höfler in Wien. 
Berlin. X. Das Verhäitnis der realisti- 
V. „Chemie von O0. Ohmann sohen zu den sogenannten 
in Pankow. humanistisohen Unterrichts- 
VI. ,, Mineralogie und Geologie fäohern von A. Höfler in 
von R. Watzel. Wien. 


Genaue Titelfassung vorbehalten. 


== Ausführlicher Prospekt umsonst und postirei vom Verlag = 
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Emanuel Gzuber 


o. ö. Professor an der Technischen Hochschule zu Wien 


Einführung in die höhere Mathematik 


Mit 114 Figuren. [X u. 382 S.] gr. 8. 1909. In Leinw. geb.n. # 12.— 


Das Buch umfaßt eine recht eingehende Entwicklung des Zahlbegriffs, die 
Darstellung von Zahlen durch unendliche arithmetische Prozesse, eine Einführung 
in die Funktionentheorie, im Anschlusse daran die Elemente der Differentialrechnung 
nebst den ersten Anwendungen der Differentialquotienten, weiter die Determinanten- 
theorie, die zur Geltung komnit bei der sich anschließenden Gleichungslehre, endlich die 
analytische Geometrie der Ebene und des Raumes in jenem Ausmaße und solcher 
Form, wie es namentlich als Vorbereitung für das Studium der Mechanik erforderlich 
erscheint. Im übrigen ist der Verfasser denselben Grundsätzen gefolgt, die ihn bei der 
Abfassung der „Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung“ geleitet haben. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung 


und ihre Anwendung auf Fehlerausgleichung, Statistik und Lebensversicherung. 


2. sorgfältig durchgesehene und erweiterte Auflage. In 2 Bänden. 
1.Bd.:Wahrscheinlichkeitstheorie, Fehlerausgleichung, Kollektivmaßlehre. 
Mit 18 Figuren. [X u. 410 S.) gr.8. 1908. In Leinw. geb. n. # 12.— 


Gelegentlich der zweiten Auflage ist das Buch in zwei Bände geteilt worden, 
von denen der zweite sich noch in Vorbereitung befindet. 

Bei der Bearbeitung dieser Neuauflage sind mancherlei förderlich erscheinende 
Neuerungen im einzelnen getroffen worden, so die Darstellung der Wahrscheinlich- 
keitssätze in Form von Funktionalgleichungen, die Heranziehung des Begriffs der 
relativen Wahrscheinlichkeit, der Mengenlehre. Des weiteren war der Verfasser 
darauf bedacht, die Grundfragen, welche die philosophische Seite des Gegenstandes 
betreffen, tiefer zu fassen. Ein Kapitel über die Kollektivmaßlehre, die, von 
G. Th.Fechner begründet, durch die neueren Arbeiten von G.F.Lipps und 
H. Bruns wesentlich gefördert wurde, durfte nicht mehr fehlen; die theoretischen 
Grundlagen dieses jüngsten Zweiges wurden so knapp als möglich dargestellt, hin- 
gegen auf die praktische Anwendung durch Vorführung mehrerer, darunter auch 
größerer Beispiele vorzubereiten gesucht. 


Vorlesungen über Differential- und Integral-Rechnung 


In 2 Bänden. 2. Auflage. Mit 202 Figuren. gr.8. 1906. In Leinw. geb. 
1. Band. [XIII u. 560 S.) n. # 12.— UO.Band. [IX u.532S.]n. # 12.— 


Bei der Abfassung dieses Werkes hat sich der Verfasser als Ziel gesteckt, eine 
Darstellung der theoretischen Grundlagen der Infinitesimalrechnung in organischer 
Verbindung mit deren Anwendungen. insbesondere der geometrischen, von solchem 
Umfange zu geben, als es einerseits für das Studium jener angewandten Disziplinen, 
in denen die Mathematik den Grund zu legen hat, erforderlich ist, und als es 
andererseits die Vorbereitung für das Eintreten in Spezialgebiete der Analysis 
voraussetzt. I!ir hatte in erster Linie die Bedürfnisse der Technischen Hochschulen 
im Auge, wo eine so geartete Behandlung des Gegenstandes allein am Platze ist, 
glaubt aber, daß auch Studierende der Mathematik in engerem Sinne von dem Buche 
mit Nutzen werden Gebrauch machen können; denn die reichliche Bedachtnahme 
auf die Anwendung der theoretischen Sätze soll nicht bloß dazu dienen, das 
Interesse an dem Gegenstande, das ja hier vorausgesetzt werden muß, wach zu er- 
halten, sie ist vielmehr geeignet, das Verständnis der Theorie zu fördern und zu 
vertiefen. — Bei der Auswahl und Behandlung der Beispiele wurde der Grundsatz 
festgehalten, daß es sich darum handelt, die theoretischen Sätze an denselben zumannig- 
facher dure hsichtiger Anwendung zu bringen, durch sie aber auch zur Vermehrung 
des Wissensstoffes beizutragen. Zahlreiche Textfiguren unterstützen den Vortrag. 
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_ Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und Kollektivmaßlehre 
Von Dr. Heinrich Bruns, 


Professor an der Universität zu Leipzig 


[VIN, 310 S. und Anhang 18S.] gr. 8. .1906. 
In Leinwand geb. n. M. 8.40 


Das vorliegende Buch ist aus den Vorlesungen entstanden, 
die der Verfasser über Wahrscheinlichkeitsrechnung gehalten 
hat, und es dürfte wohl kaum ein Nachteil sein, wenn diese 
Entstehungsweise sich in der Form der Darstellung deutlich 
verrät. Nachdem es dem Verfasser gelungen war, eine brauch- 
bare analytische Darstellung für willkürliche Verteilungsfunk- 
tionen aufzufinden, hat er das Hauptgewicht auf die Entwicklung 
der Kollektivmaßlehre gelegt, die rund zwei Drittel des Werkes 
ausfüllt. Die sogenannten Anwendungen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung auf Versicherungswesen, Statistik und Fehler- 
theorie werden nur flüchtig gestreift, weil diese Gegenstände 
längst über den Rahmen einer bloßen Anwendung hinaus- 
gewachsen sind und eine selbständige Behandlung beanspruchen 
dürfen. Als Ausgleich bietet das Werk die erste lehrbuch- 
mäßige Darstellung der allgemeinen Kollektivmaßlehre. 


Versicherungsmathematik 
Von Dr. U. Broggi 


in Buenos Aires 


Vom Verfasser deutsch bearbeitet. [ca. 24 Bogen.] gr. 8. 
1909. In Leinwand geb. [Unter der Presse.] 


Der Verfasser hat versucht, eine möglichst zusammenfassende 
Übersicht über die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
auf die Sterblichkeitstheorie und auf die darauf beruhende Ver- 
sicherungsmathematik zu geben. Die Sätze aus der Wahrschein- 
lichkeits-, der Fehler- und der Differenzenrechnung, die er benutzt, 
leitet er selber aus und setzt nur die mathematischen Kenntnisse 
voraus, die bei jedem Studierenden der Mathematik vorhanden 
sind oder vorhanden sein sollten. Die deutsche Ausgabe ent- 
hält wohl einige Teile, die in der ursprünglichen italienischen 
und in der französischen Ausgabe nicht enthalten sind, weicht 
aber wesentlich von diesen nur in der Behandlung der reinen 
Wahrscheinlichkeitsrechnung ab. 
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Gino Loria: 


Spezielle algebraische und transzendente 


ebene Kurven. 
Theorie und Geschichte. 


Autorisierte, nach dem italienischen Manuskript bearbeitete deutsche Ausgabe von 


Fritz Schütte, 


Oberlehrer am Kgl. Gymnasium zu Düren. 


Mit 174 Figuren auf 17 lithographierten Tafeln. [XXI u. 744 S.] gr. 8. 1902. 
I. Abt. geh. n. 44. 16.—, II. Abt. geh. n. #.10.—, in Leinw. zusammen geb.n. #. 28.— 


Während die mathematische Literatur verschiedene Werke aufweist, welche 
die allgemeine Theorie ebener Kurven, insbesondere der algebraischen, be- 
handeln, fehlt eine Zusammenstellung der bisher bekannten speziellen ebenen 
Kurven und der an ihnen gewonnenen Resultate. Diese Lücke will das vorliegende 
Werk auszufüllen versuchen. Es behandelt die Erzeugungsweisen, Gleichungen, 
Eigenschaften und die wichtigsten Sätze für eine ansehnliche Zahl spezieller 
Kurven; es berücksichtigt nicht nur ihre Verallgemeinerungen, die Verwandtschaft 
und den Zusammenhang mit anderen Kurven, sondern bietet auch kurze Dar- 
legungen der Theorie spezieller Kurven-Gruppen. Zahlreiche literarische 
und historische Quellennachweise ermöglichen es dem Leser, sich in der Literatur 
einer jeden Kurve zu orientieren; über 20V Figuren dienen nicht nur der Erläuterung 
des Textes, sondern bilden auch, indem sie in genauer Zeichnung die Gestalt der 
betrachteten Kurven klarlegen, eine hoffentlich recht wertvolle Beigabe des Werkes. 


N. J. Lobatschefskij: 


Imaginäre Geometrie und Anwendung der 
imaginären Geometrie auf einige Integrale. 


Aus dem Russischen übersetzt und mit Anmerkungen herausgegeben von 


Heinrich Liebmann, 


Professor an der Universität Leipzig. 
Mit 39 Figuren. [XI u. 187 S.] gr. 8. 1904. Geh. n. MH. 8.— 


Die Ausgabe dieser beiden Abhandlungen bildet die Fortsetzung der von 
Fr. Engel besorgten Ausgabe der beiden grundlegenden Werke Lobatschefskijs 
„Über die Anfangsgründe der Geometrie“ und „Neue Anfangsgründe der Geometrie“ 
in „Urkunden zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie“ Band 1. 

In der „Imaginären Geometrie“ werden die trigenometrischen Formeln durch 
Einführung imaginärer Argumente in die sphärische Trigonometrie sehr schnell 
entwickelt und dann zur Bestimmung des Flächeninhalts von Figuren sowie auf 
die Gammafunktion und elliptische Integrale angewendet. 

Die andere Arbeit setzt sich das Ziel, eine Reihe von Integralen zu be- 
stimmen oder doch aufeinander zurückzuführen, indem ein und derselbe Körper 
(z.B. der Kegel oder das Tetraeder) auf verschiedenen Wegen berechnet wird. 
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Theorie der algebraischen Zahlen 
Von Dr. Kurt Hensel 


o. ö. Professor der Mathematik an der Universität Marburg. 
In 2 Bänden. 
I. Band. [XII u. 349 S.] gr. 8. 1908.. Geb.n. # 14.— 


Die in diesem Werke gegebene neue Darstellung der Theorie der algebraischen 
Zahlen beruht auf der Tatsache, daß es möglich ist, alle rationalen und algebraischen 
Zahlen in konvergente Potenzreihen zu entwickeln, welche genau wie die ent- 
sprechenden Reihen der Funktionentheorie nach ganzen oder nach gebrochenen 
Potenzen einer beliebigen Primzahl 5 fortschreiten, Diese eindeutig bestimmten 
Reihen sind nun so beschaffen, daß jede zwischen solchen Zahlen a, 7, .... y be- 
stehende rationale Gleichung / ia, $ ... y) = 0 mit rationalen Koeffizienten dann 
und nur dann ihrer Größe nach gilt, wenn sie auch „für den Bereich dieser 
Primzahl 5 erfüllt ist“, d.h. wenn ihre linke Seite durch jede noch so hohe Potenz 
von 5 teilbar ist, sobald man für a, 9,... y genügend hohe Näherungswerte der 
ihnen gleichen Potenzreihen einsetzt, 

Auf dieser Grundlage ergibt sich eine völlig einheitliche Theorie der al- 
gebraischen Zahlen, welche genau in derselben Weise einfach und ausnahmslos 
dieses Gebiet beherrschen lehrt, wie dies bei der Theorie der algebraischen Funk- 
tionen durch die Vermittlung der dieselben charakterisierenden Potenzreihen geschieht. 

Bei dieser Darstellung erledigen sich alle, auch die. kompliziertesten Fragen 
der Teilbarkeit genau ebenso einfach, wie bei den algebraischen Funktionen, ohne 
daß jemals Ausnahmefälle der Theorie Schwierigkeiten bereiten. Wörtlich dieselben 
Untersuchungen führen endlich zur Erkenntnis der zwischen den algebraischen 
Zahlen ihrer Größe nach bestehenden Beziehungen und damit zu der Theorie der 
algebraischen Einheiten. 


Vorlesungen 
über die Weierstraß’sche. Theorie 


der irrationalen Zahlen 
Von Dr. Victor v. Dantscher 


ord. Professor an der Universität Graz, 
[VI u. 80 S.] 8. 1908. Geh. n. # 2.80, in Leinw. geb. n. # 3.40. 


Das Fundament bildet die Lehre von den additiven Aggregaten aus un-- 
endlich vielen positiven rationalen Zahlen, deren Einführung durch das Verfahren 
der Wurzelausziehung nahe gelegt wird. Die Hauptrolle spielt dabei die Entwicklung 
der Gleichheitserklärung; aus ihr ergibt sich naturgemäß die Unterscheidung 
zwischen konvergenten und divergenten.additiven Aggregaten; auf die erste- 
ren werden die vier Rechnungsoperationen im Gebiete der rationalen Zahlen aus- 
gedehnt und gezeigt, daß es konvergent-additive Aggregate gibt, deren Ate Potenz 
zwar nicht identisch sein kann mit einer vorgegebenen rationalen Zahl (welche nicht 
selbst te Potenz einer solchen ist), ihr aber doch nach der aufgestellten Gleichheits- 
erklärung gleich ist, so wie der periodische Dezimalbruch 0 - 9 gleich 1 ist. Die 
Ausdehnung der Theorie auf additive Aggregate, deren Glieder nicht mehr positive 
rationale Zahlen sind, vollzieht sich ohne Schwierigkeit. Den Schluß bildet die 
Untersuchung der multiplikativen Aggregate, welche nach Weierstraß durch 
additive erklärt werden. 
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Vorlesungen über Zahlentheorie. 


Einführung in die Theorie der algebraischen Zahlkörper. 
Von Dr. J. Sommer, 


Professor an der Technischen Hochschule zu Danzig. 
Mit 4 Fig. [VIu. 361 S.]) gr. 8. 1907. In Leinw. geb. n. M# 11. — 


Seitdem Gauß die Arithmetik durch Aufnahme der komplexen Zahblena+dbY — ı 
erweitert hat, ist eine großartige Theorie der allgemeinen algebraischen Zahlen 
entstanden, deren Entwicklung vor allem an die Namen Kummer, Dirichlet, 
Dedekind, Kronecker und einiger rühmlichst bekannten neueren Mathematiker 
sich knüpft. Mehrfach hat diese Theorie ihr Aussehen stark verändert, und wir 
besitzen von den berufensten Seiten: Dedekind, Hilbert und Kronecker- 
Hensel wie neuerdings von Bachmann zusammenfassende Werke, die den Stoff 
von verschiedenen Gesichtspunkten aus auffassen. Jedes dieser Werke bedeutet 
nicht nur in bezug auf den Inhalt, sondern auch in Anbetracht der formalen Ab- 
rundung der ganzen Darstellnng einen sehr wesentlichen Fortschritt für die all- 
gemeine Zahlentheorie. Da diese aber alle den allgemeinen Fall der Theorie um- 
fassen und für Anfänger schwer zu lesen sind, so dürfte wohl eine Darstellung 
nützlich sein, die auf möglichst elementare Weise in die Probleme und Tatsachen 
der Zahlkörpertheorie einführt. Dieser Zweck wird von selbst durch eine spezielle 
Behandlung der einfachsten, quadratischen kubischen Zahlkörper erreicht. Zum 
Studium des vorliegenden Buches sind nur wenige Vorkenntnisse aus der Algebra 
notwendig. Der Verfasser hat gesucht, überall mit den einfachsten Methoden zum 
Ziele zu gelangen, und hat sich überhaupt derjenigen Behandlung der Theorie an- 
geschlossen, die ihm als die einfachste erscheint, und die man in den Arbeiten 
von Hurwitz, Hilbert und Minkowski niedergelegt findet. 


Diophantische Approximationen. 


Eine Einführung in die Zahlentheorie. 
Von Hermann Minkowski, 


weil. Professor an der Universität Göttingen. 
Mit 82 Textfig. [VIIIu. 236 S.] gr.8. 1907. In Leinw. geb.n. M#. 8. — 


Die kleine Vorlesung, die unter dem Titel „Diophantische Approximationen“ er- 
scheint, bezweckt eine Metamorphose im Lehrgang der Zahlentheorie. Dieses 
Gebiet gilt gemeinhin als das verschlossenste im ganzen Umkreis der Mathematik; 
es schwindet hier der Halt der räumlichen Vorstellung, und es überkommt dadurch 
manch einen, der einzudringen sucht, befremdend eine Empfindung der Leere vor 
den großen Theoremen von der Zerlegung der Ideale in Primideale, vom Zusammen- 
hang der Einheiten usw. Der Leser wird in dem Buche insbesondere die genannten 
Theoreme und damit eine feste (Grundlage der Theorie der algebraischen Zahlkörper 
gewinnen; dabei aber befindet er sich fortgesetzt anschaulichen analytischen und 
geometrischen Fragestellungen gegenüber, deren Lösungen bisweilen in der Tat nur 
durch zweckmäßig angelegte Figuren zu erlangen sind. 

Das Buch gliedert sich in 6 Abschnitte: ı. Anwendungen eines elementaren 
Prinzips. 2. Vom Zahlengitter in der Ebene. 3. Vom Zabhlengitter im Raume, 
4. Zur Theorie deralgebraischen Zahlen. 5. Zur Theorie der Ideale. 6. Approximationen 
in imaginären Körpern. 

Wenn auch die vom Verfasser angewandten Methoden teilweise, allerdings 
in viel abstrakterer Darstellung, schon in seinem Buche „Geometrie der Zahlen“ 
berührt worden sind, so dürften doch die meisten Ausführungen dieser Vorlesung 
als durchaus neu erscheinen. Möge die Vorlesung (die zugleich als Vorläufer der 
noch ausstehenden Lieferung der Geometrie der Zahlen anzusehen ist) ein frisches 
Band zur Verknüpfung verschiedenartiger mathematischer Interessen bilden, 
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Gutzmer, A., Professor a. d.Univ. Halle a.S. Die 
Tätigkeit der Unterrichtskommission der Ge- 
sellschaft Deutscher Naturforscher und Ärzte. 


Gesamtbericht, enthaltend die Vorverhandlungen auf den Ver- 
sammlungen in Cassel und Breslau sowie die seitens der 
Kommission den Versammlungen in Meran, Stuttgart und 
Dresden unterbreiteten Reformvorschläge. Im Auftrage der 
Kommission herausgegeben. [XII u. 322 S.] gr. 8. 1908. 
In Leinwand geb. n. # 7.—- 


Die Unterrichtskommission der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Ärzte 
hat nach dreijähriger Tätigkeit ihre Aufgabe im wesentlichen als erledigt erachtet 
und will in dem vorliegenden ‚‚Gesamtbericht‘‘ ein möglichst vollständiges Bild 
ihrer Bestrebungen und Reformvorschläge allen interessierten Kreisen, den Behörden, 
den Schul- und Fachmännern und dem gebildeten Publikum darbieten, die ihren 
Arbeiten ein so erfreuliches Interesse gewidmet haben. Die Kommission glaubte 
sich in diesem Gesamtberichte nicht auf die Zusammenstellung der verschiedenen 
von ihr ausgearbeiteten Reformvorschläge beschränken zu sollen: sie hat daher, 
-uam die ganze Reformbewegung im Gebiete des mathematischen und naturwissen- 
schaftlichen Unterrichts klarer hervortreten zu lassen, auch die Verhandlungen auf 
der Casseler und der Breslauer Naturforscherversammlung mit aufgenommen. Sind 
die dort gehaltenen Vorträge und gefaßten Beschlüsse auch nicht formell von der 
Kommission ausgegangen, so vervollständigen sie doch nach mancher Richtung 
das Bild von der Entwicklung der Kommissionsvorschläge. 

Den Abschluß des Buches bilden die auf der Dresdner Versammlung ge- 
pflogenen Verhandlungen. Diese hatten das Ziel, an Stelle der von der Natur- 
forschergesellschaft eingesetzten Kommission einen allgemeinen Unterrichtsausschuß 
zu berufen, in den die großen mathematischen, naturwissenschaftlichen, medi- 
zinischen und pädagogischen ‚Vereine und Gesellschaften Vertreter entsenden, um 
die Weiterführung der Kommissionsarbeit in die Wege zu leiten. * 


Universität und Schule. Vorträge auf der Versammlung 
Deutscher Philologen und Schulmänner am 25.September 1907 
zu Basel gehalten von F.Klein, P.Wendland, Al.Brandl, Ad. Harnack. 
Mit einem Anhange: Vorschläge der Unterrichtskommission der 
Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Ärzte betreffend die 
wissenschaftliche Ausbildung der Lehramtskandidaten der 
Mathematik und Naturwissenschaften. [88 S.] gr. 8. 1907. 
Geh. n. A 1.50. in Leinwand geb. n. # 2.- 

Der Inhalt der vorliegenden Schrift, der Anlaß zu ihrer Entstehung und die 

Art ihres Zustandekommens ist in einem gewissen Maße schon durch den Titel 

gekennzeichnet; es genüge hier hinzuzufügen, daß das große Thema ‚Universität 

und Schule‘ in den vier Parallelvorträgen absichtlich nicht nach seiner Vielseitig- 
keit, sondern ausschließlich im Hinblick auf die in erster Linie interessierende 

Frage der wissenschaftlichen Ausbildung der Lehramtskandidaten behandelt wird. 

Es liegen hier bekanntlich wichtige und dringende Probleme,vor, zu deren Klärung 

die vier Autoren beizutragen wünschen, indem jeder einzelne vom Standpunkte der 

von ihm vertretenen Disziplinen argumentiert. Es ist ein kollektives und doch zu- 
gleich durchaus individuelles Vorgehen. 
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Mathematisch - physikalische Schriften 


für Ingenieure und Studierende 


Herausgegeben von E. Jahnke 
gr. 8. Steif geh. und in Leinwand geb. 


Bisher erschienene Bändchen: 


I. Einführung in die Theorie des Magnetismus. Von Dr. R. Gans, Privat- 
dozent an der Universität Tübingen. Mit 40 Textfiguren. [VIu.1108.] 
1908. Steif geh. n. ./. 2.40, in Leinwand geb. n. ft. 2.80. 

II. Elektromagnetische Ausgleichsvorgänge in Freileitungen und Kabeln. 
Von K. W. Wagner, Ingenieur in Charlottenburg. Mit 23 Text- 
figuren. [IVuw109S.] 1908. Steif geh.n. 4. 2.40, in Leinwand geb. 
n. NM. 2.80. 

III. Einführung in die Maxwellsche Theorie der Elektrizität und des Magnetis- 
mus. Von Dr. Cl. Schaefer, Privatdozent an der Universität Breslau. 
Mit Bildnis J. C. Maxwells und 32 Textfiguren. [VIII u. 174 S.] 1908. 
Steif geh. n. #. 3.40, in Leinwand geb. n. M. 3.80. 

IV. Die Theorie der Besselschen Funktionen. Von Dr. P.Schafheitlin, 
Professor am Sophienrealgymnasium zu Berlin. Mit einer Figuren- 
tafel. [VIu.129S.] 1908. Steif geh.n. M.2.80,in Leinwand geb. n.fl.3.20. 


Unter der Presse: 


Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Dr. E.Jahnke, Professor 
an der Kgl. Bergakademie zu Berlin, und F. Emde, Ingenieur in Berlin. 


In Vorbereitung (Genaue Titelfassung vorbehalten): 
Grundlagen des Schiffbaues. Von Die Grundlagen der Zeit- und Orts- 


O. Alt, Kiel. bestimmungen. VonJoh.Möller- 
Gastheorie. Von A. Byk-Berlin. Elsfleth. 
Die mathematischen Instrumente. Von Die Determinanten. Von E. Netto- 
A. Galle- Potsdam. Gießen. 
Potentialtheorie.. Von R. Gans- Die Grundlagen der Wechselstrom- 
Tübingen. technik. Von E. Orlich-Berlin. 
Schwingungsprobleme.VonE.Grün- Die Streuung desTransformators.Von 
eisen- Berlin. W. Rogowski- Charlottenburg. 
Die Vektoranalysis und ihre Anwen- Die Fourierschen Reihen. Von R. 
dungen in der theoretischen Physik. Rothe-Clausthal. 
VonW.v.Ignatowsky-Gießen. Die partiellen Differentialgleichungen. 
Akustik. Von A.Kalähne- Danzig. Von R. Rothe-Ülausthal. 
Thermoelektrizität. VonF.Krüger- Elektromagnetische Schwingungen. 
Göttingen. Von R. Rüdenberg-Göttingen. 
Konforme Abbildung. VonL.Lewent- Die Theorie der lonisation der Gase. 
.. Berlin. Von G. Rümelin-Freiburg i.B. 
Über Berechnung spezieller elek- Seismik. Von H. Schering-Char- 
trischer und magnetischer Felder. lottenburg. 
Von L. Lichtenstein-Char- Die Wechselstrommotore. Von I. 
lottenburg. Sumec-Brünn. f 
Einführung in die Elastizitätstheorie. Theorie der Kräftepläne. Von H.E. 
Von R. Marcolongo-Neapel. Timerding-Straßburg i.E. 
Technische Hydromechanik. Von R. Temperaturmessungen. Von S. Va- 
Edler von Mises-Brünn. lentiner-Hannover. - 


Die Sammlung wird fortgesetzt 
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oo. H. Wieners 
Sammlung mathematischer Modelle. 


Gesamtpreis der Sammiung von 73 Modellen mit allem Zubehör n. M. 2400. — 


Ebene Gebilde. 7 Drahtmodelle: Regelmäßige Vielecke, 
,,—,—— Kreis mit umschriebenem Quadrat, Hy- 
. perbel, Parabel, Sinuslinie. 4 6.— bis. 16.— Gesamtpreis 65.— 


arhi 1 5 Drahtmodelle der regelmäßigen 
Ebenflächige Gebilde. Viellache Pıartons M 7.— bis 


M. 16.— Gesamtpreis #. 60.— 6 Draht- und Fadenmodelle der 
höheren regelmäßigen Vielflache Krrrers und Poınsors. Zwei 
Tetraeder dem Würfel eingeschrieben und als Hemiedrien des 
Oktaeders. Fünfdem DodekaedereingeschriebeneWürfel. Regelm. 
räuml.Vielstrahlen. M 12.— bis M 24.— Gesamtpreis 4. 115. -- 
Fläche 6 Drahtmodelle: Kugel mit 3 senk- 
Flächen 2. Ordnung. rechten Großkreisen, Kugel mit 
Parallelkreisen. Hauptschnitte der Flächen 2. Ordnung M. 8.— 
bis.4 28.— Gesamtpreis #. 90.— 6 bewegl. Faden- und Stab- 
modelle der Flächen 2. Ordnung #. 25.— bis M 45.— Gesamt- 
preis M 210.— 6 bewegl. Drahtmodelle der Flächen 2. Ordnung 
in Kreisschnitten M. 24.— bis M. 48.— Gesamtpreis M. 255. — 
Dreh- und Schraubenflächen. $ drehbare Modelle mit 
—i 0 — "Drahbtkuorven M 18.— 
bis .4. 200.— Gesamtpreis M 550.— 
Raumkurven und abwickelbare Flächen. 16"2den- 
der Singularitäten der Raumkurven. M. 40.— bis M 45.— 
Gesamtpreis M. 660. — 

14 Modelle. Gruppe A, B und 
Raumkurven 3. Ordnung. C: Die 4 Gestalten der Kurve. 
A. Drahtkurven mit Asymptoten-Modellen 4.45.— B. Tangenten- 
flächen, 4 Fadenmodelle A. 225.— C. Durchdringungen, 4 Faden- 
modelle mit Drahtkurven M. 235.— Gruppe D: Die beiden dua- 
len Erzeugungen der Kurve, 2 Fadenmodelle mit Schmiegungs- 
tetraeder aus Draht M 120.— Gesamtpreis M. 600. — 


Sämtliche Modelle können einzeln oder in Reihen lediglich durch die Verlags»- 
buchhandlung bezogen werden. Das ausführliche Verzeichnis mit Abbildungen 
und genauen Preisangaben wird auf Verlangen durch B. @. Teubner in Leipzig, 
Poststraße 3, frei geliefert. 


Abhandlungen. In zwanglosen Heften. I. Band. 1. Heft 
_— 17-7 13] 43— 

Die „Abhandlungen“ geben zunächst dem Lehrer alles das an die Hand, was 
zum erfolgreichen Gebrauch der Modelle nötig ist: Anleitungen zur Hand- 
habung und Hinweise auf diejenigen mathematischen Sätze, die durch sie 
erläutert werden können, und auf die einschlägige Literatur. 
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MATHEMATISCHE ANNALEN 


Begründet 1868 durch Alfred Clebsch und Carl Neumann. 


Herausgegeben von 


Felix Klein, Walther v. Dyck, David Hilbert und Otto Blumenthal. 
67. Band. 1909. gr. 8. Preis für den Band von 4 Heften 4 20. — 


Die Mathematischen Annalen waren seit ihrem Bestehen bemüht, die mathe- 
matischen Wissenschaften nach allen ihren Richtungen zu vertreten, allen neuen 
und bedeutenden Leistungen des Inlandes wie des Auslandes gerecht zu werden 
und besonders hervorragende jüngere Mathematiker zur Mitarbeit heranzuziehen. 

Wie dabei in der Gosamtentwicklung bald diese bald jene Richtung schärfer 
hervortritt, ergibt sich in geschichtlichem Überblick aus dem Generalregister der 
ersten 50 Bände, welches zumal in seinem sachlich geordneten Teile in den 1700 
dort eingereihten Abhandlungen von der gesamten in den Annalen niedergelegten 
Arbeit Zeugnis ablegt. 


Generalregister zu Band 1-50. Zusammengestellt v. A. Sommerfeld. 
Mit einem Bildnis von A. Clebsch in Heliogravüre. [XI u. 202 S.] 
gr. 8. 1898. Geh. n. # T7.— 

Das Generalregister enthält neben einem alphabetisch geordneten Teil ein 
Sachregister und eine Zusammenstellung der den einzelnen Bänden vorangestellten 
Spezialregister mit genauer Angabe des Erscheinungsdatums. 

Bei dem Sachregister ist mit geringen Abweichungen die Aiatellung der 
Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften zugrunde gelegt. 


ZEITSCHRIFT FÜR MATHEMATISCHEN UND 
NATURWISSENSCHAFTLICHEN UNTERRICHT 


Ein Organ für Methodik, Bildungsgehalt und Organisation 
der exakten Unterrichtsfächer an den höheren Schulen, 
Lehrerseminaren und gehobenen Bürgerschulen. 


Begründet 1869 durch J. C. V. Hoffmann. 
Herausgegeben von H. Schotten. 


40. Jahrg. 1909. gr.8. Preis für den Jahrg. von 12 Heften .# 12. — 


Sammlung der Aufgaben des Aufgaben-Repertoriums der ersten 25 Bände 
von J.C.V.Hoffmann. [XII u. 399 S.] gr. 8. 1898. Geb. 4 6.— 


Generalregister zu Band 1—30. [In Vorbereitung.] 


Diese Zeitschrift hat seit ihrem Bestehen auf dem Gebiete des höheren Schul- 
wesens erfolgreich gewirkt. Sie hat trotz mancher nach ihrem Muster neu gegrün- 
deter ähnlicher Organe ihre Bedeutung fortdauernd sich erhalten. Ihr Wert 
beruht hauptsächlich in derMannigfaltigkeit ihres Inhalts: I. Original- 
Artikel. Aufgaben-Repertorium. II. Literarische Beriohte. Rezensionen, 
Programm- und Journalschau, Bibliographie. III. Pädagogische Zeitung. 
Berichte über höheres Schulwesen überhaupt und insbesondere über Ver- 
sammlungs-Verhandlungen, die mit demselben Beziehung oder Berührung 
haben. Ein besonderer Vorzug der Zeitschrift ist das von den Juesern sehr 
geschätzte und viel benutzte Aufgaben-Repertorium, von welchem bereits 
eine separate Sammlung aus den ersten 25 Bänden der Zeitschrift vorliegt. Die 
Rezensionen werden teils von gereiften Schulmännern, teils von Universitäts- 
professoren geliefert. 
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Archiv der Mathematik und Physik. 


Mit besonderer Rücksicht auf die Bedürfnisse der Lehrer an 
höheren Unterrichtsanstalten. Gegründet 1841 durch J. A. Grunert. 
Dritte Reihe. Herausgegeben von E. Lampe -Berlin, W. Franz 
Meyer-Königsberg ı. Pr. und E, Jahnke-Berlin. 
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16. Band. 1909. Lex.-8. Preis für den Band von 24 Druckbogen in 4 Heften 
AM. 1ı6.—. Es sollen jährlich nicht mehr als 6 Einzelhefte ausgegeben werden. 


Generalregister zur II. Reihe, Bd. 1—ı7, zusammengestellt v. E. Jahnke. Mit 
Bild u. Biographie von R.Hoppe. [XXXIu.ı14 S.] gr.8. ı901. Geh. MH 6.— 


Das Archiv ist das einzige Organ, das sich nicht bloß die Erweiterung der 
mathematischen Erkenntnis, sondern auch die Verbreitung mathematischer 
Forschung und neuer Anschauungen als Ziel steckt, das sich in gleicher Weise 
an die Oberlehrer wie an die Hochschulprofessoren, in gleicher Weise an die 
Universität wie an die technische Hochschule wendet, und das endlich auch 
die Kenntnisnahme und das Verständnis der neueren "physikalischen Anschau- 
ungen und Entdeckungen vermittelt. 

Auch die studierende Jugend zieht das Archiv in seinen Leserkreis hinein, 
indem es ihr durch Aufgaben, die dem Stoff des Hochschulunterrichts ent- 
nommen sind, Anregung und Gelegenheit gibt, eine Zeitschrift ihrer Wissen- 
schaft mit Interesse zu lesen und in ihr mit eignen Arbeiten an die Offentlich- 
keit zu treten. Richtige Lösungen werden umgehend im nächsten Heft abgedruckt. 


Zeitschrift für Mathematik u.Physik. 


Begründet 1856 durch + O.Schlömilch. Früher herausgegeben 
von OÖ. Schlömilch (1856—1896) und M. Cantor (1859— 1900). 
Organ für angewandte Mathematik. Herausgegeben von R. Mehmke- 
Stuttgart und C. Runge-Göttingen, 


57. Band. gr. 8. 1909. Preis für den Band von 4 Heften ‚ii. 20.—. General- 
register zu Band ı—50. Bearbeitet von Dr. E. woılki ing, Prof. a. d. Kgl. Techn. 
Hochschule zu Stuttgart. [XHIu. 308S.] gr.8. 1905. Geh.M.15.—, geb. HM 16.— 


Durch die rasch zunehmende, auf eine Arbeitsteilung hindrängende Aus- 
dehnung der mathematischen Wissenschaften hat die Schriftleitung sich ge- 
nötigt gesehen, die Förderung der angewandten Mathematik als einzige Auf- 
gabe zu betrachten. Mit dieser Einschränkung wird jedoch eine größere 
wissenschaftliche Vertiefung angestrebt. 

Die Grenzen sollen nicht allzu enge gezogen werden, so sollen Arbeiten 
gebracht werden aus dem Gebiete der Mechanik, insbesondere der technischen 
Mechanik, der theoretischen Physik einschließlich der mathematischen Chemie 
ünd Kristallographie, der Geophysik, Geodäsie, Astronomie, der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung nebst Ausgleichungsrechnung und der mathematischen Statik 
und Versicherungsmathematik ; auch das numerische Rechnen, die Näherungsrech- 
nung („Approximations-Mathematik“), die Lehre von den empirischen Formeln, 
die darstellende Geometrie samt Schattenkonstruktionen und Perspektive, das 
graphische Rechnen sollen gepflegt werden, weil die in diesen Zweigen ge- 
lehrten Verfahren erst in den Stand setzen, irgendwelche Anwendungen der 
Mathematik bis zu Ende durchzuführen. Den hierbei gebrauchten Hilfsmitteln, 
den numerischen und graphischen Tafeln, den Rechenapparaten und -maschinen 
sowie den Zeichenwerkzeugen wird die nötige Beachtung geschenkt. 
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Wüllners 
Lehrbuch der Experimentalphysik 


In vier Bänden. 


l. Band: Allgemeine Physik und Akustik. 6. verbesserte Auflage, bearbeitet 
von A. Wüllner und A. BARIROLEN: Mit 333 Abbildungen und Figuren. 
Ko u. 1058 S.] gr. 8. 1907. Geh. n. .#. 16.—, in Halbfranz geb. n. Hi. 18.— 
and: Die Lehre von der Wärme. 5. Auflage. Mit 131 Abbild. u. Figuren. 
= u. 936 S.] gr. 8. 1896. Geh. n. M. 12.—, in Halbfranz geb. n. #. 14.— 
and: Die Lehre vom Magnetismus und von der Elektrizität mit einer Ein- 
leitung: Grundzüge der Lehre vom Potential. 5. Auflage. Mit 
341 Abbildungen und Figuren. [XV u. 1415 S.] gr. 8. 1897. Geh. n. 
M. 18.—, in Halbfranz geb. n. .f/. 20.— - 
IV. Band: Die Lehre von der Strahlung. 5. Auflage. Mit 299 Abbildungen und 
Figuren und 4 lithographischen Tafeln. [XII u. 1042 S.] gr. 8. 1899, 
Geh. n. #. 14.—, in Halbfranz geb. n. #. 16.— 


Bei 
des 


een Bezuge aller 4 Bände ermäßigt sich der Gesamtpreis 
erkes geheftet auf n. #4. 44.—, in Halbfranz gebunden auf n. A. 50.— 


Die wissenschaftlichen Vorzüge dieses reich ausgestatteten 
Lehrbuches sind von der Kritik einstimmig anerkannt worden. 
Das Werk hat sich die Aufgabe gestellt, einerseits die physi- 
kalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannt zu machen, 
andererseits denen, die tiefer in das Gebiet des physikalischen 
Wissens eindringen wollen, als Vorschule zu dienen; es hat 
aber, ohne den ersten Zweck außer acht zu lassen, die zweite, 
wissenschaftliche Aufgabe mehr ins Auge gefaßt, als dies von 
den verbreitetsten Lehrbüchern der Physik bis jetzt geschehen 
ist. In der vorliegenden sechsten Auflage des ersten Bandes 
ist an dem Charakter des Werkes nichts geändert. Sie sucht 
den neueren Arbeiten gerecht zu werden, die bis zum Jahre 
1906 berücksichtigt sind. Das Buch gibt unter dem steten 
Hinweise auf die Originalarbeiten eine Übersicht über den 
augenblicklichen Stand der experimentellen Physik und über 
die theoretischen Auffassungen, zu denen die Physik zurzeit 
gelangt ist. Nur auf eine, wie wir glauben, nicht unwesent- 
liche Verbesserung nach der historischen Seite möge hinge- 
wiesen werden: bei den Zitaten der einzelnen Arbeiten haben 
die Verfasser die Zahl des betreffenden Erscheinungsjahres 
hinzugefügt, so daß hierdurch auch eine Übersicht der histo- 
rischen Entwicklung der Physik gegeben ist. 

„Obgleich das Buch seinem Grundgedanken nach eine Darstellung der 
theoretischen Physik ist, denn es werden nach Aufstellung der Grundbegriffe 
die übrigen Tatsachen theoretisch aus diesen abgeleitet, darf es sich doch mit 
Recht als Experimentalphysik bezeichnen, weil es sämtliche Folgerungen der 
Theorie unmittelbar an Versuchen prüft und diese in aller Ausführlichkeit dar- 
stellt und beschreibt. Die Schwierigkeit, welche vielfach das Lesen rein theo- 


retischer Werke dem mathematisch nicht geübten Leser bietet, fällt hier voll- 
ständig weg.“ (Dinglers polytechnisches Journal.) 


38 


Verlag von B G.Teubner in Leipzig und Berlin 


| | r vei on Dr. Fr. Kohlrausch. 
Lehrbuch der praktischen Physik 7... meh 
vermehrte Auflage des Leitfadens der praktischen Physik. Mit zahlreichen 
Figuren. [XXVIII u. 656 S.] gr.8. 1905. In Leinwand geb. n. «H 9. — 


„... Alles in allem hat man den Eindruck, daß sich das Buch nachgerade 
asymptotisch der Linie nähert, über die hinaus es nicht mehr vervollkommnet 
werden kann. An der glanzvollen Entwicklung der deutschen Physikerschule 
hat das Kohlrauschsche Buch in allen seinen Auflagen einen schwerwiegenden 
Anteil gehabt. Mit der neuen Auflage und mit dem veränderten Namen wird es 
sicherlich dieser seiner schönen Mission treu bleiben und reichen Segen zu 
stiften fortfahren.“ (Physikalische Zeitschrift.) 


Mit aufrichtiger Freude sei hier die neue Auflage dieses weltberühmten Buches 
begrüßt. Dem praktischen Physiker ist es ein alter treuer Freund; sein Charakter 
erscheint zwar dem Fernstehenden oft etwas verschlossen und herb; erst bei 
näherem Verkehr enthüllt er seine reichen inneren Schätze und gewährt Hilfen, 
die man nicht hoch genug bewerten kann. Auf dem Schreibtisch keines Physik- 
lehrers und im physikalischen Kabinett keiner höheren Schule sollte der „große 
Kohlrausch“ fehlen. Bei allen praktischen Arbeiten, besonders bei Messungen 
sollte man ihn sorgfältig studieren. Für den Leiter von Schülerübungen ist er 
ganz unentbehrlich. Viele Lehrer aber ahnen gar nicht, welche reizenden ein- 
fachen theoretischen Entwicklungen in dem Buch enthalten sind . 

(Zeitschrift für den physikalisohen und ohemischen Unterrioht.) 


Kleiner Leitfaden der praktischen Physik xor,2:,Fr- 


2. vermehrte Auflage (6. bis 10. Tausend.) Mit zahlreichen Figuren. [X VIII 
u. 268 S.] gr. 8. 1907. In Leinwand geb.n. MA.— 


Das vorliegende Buch, ein Auszug aus dem Lehrbuch des Verfassers, ist 
für den Anfänger bestimmt, und zwar besonders für den, welcher nicht die Ab- 
sicht hat, über den Anfang hinaus praktisch physikalisch zu arbeiten. Darum 
war eine gewisse Beschränkung des Inhaltes geboten. Ausgelassen ist z. B. die 
Methode der kleinsten Quadrate. Technisch-physikalische Anweisungen werden 
nur zerstreut da gegeben, wo sie von dem Praktikanten selbst gebraucht werden. 
Die Darstellung des sogenannten „absoluten“ oder CGS-Maßsystems ist gekürzt 
im Kingange vorhanden. Von den einzelnen Meßmethoden sind solche weggelassen 
worden, die durch theoretische oder praktische Schwierigkeiten, wie auch solche, 
die durch ihre Hilfsmittel sich in dem gewöhnlichen Praktikum verbieten. Die 
zweite Auflage ist, außer durch eine Anzahl hinzugekommener Aufgaben und 
Figuren, vor allem in dem Teile des Textes wesentlich verstärkt und übersicht- 
licher gestaltet worden, welcher das innere Verständnis der Aufgaben erleichtern 
und die Einsicht in das Gebiet, dem sie angehören, fördern soll. 


Das Leitvermögen der Elektrolyte, insbesondere 


der Lösungen. Methoden, Resultate u. chemische: 


von Dr. Fr. Kohlrausoh und Dr. L. Holborn. Mit Figuren 
Anwendungen und 1. Tafel. [XVI u. 211 S.] gr. 8. 1898. In Lein- 
wand geb. n. HM. 5.— 

Das Buch stellt sich zunächst die Aufgabe, Methoden und Instrumente zur 
Messung des Leitvermögens der Elektrolyte eingehend zu behandeln, sowohl für 
genauere Bestimmungen, wie für die weit mehr vorkommenden Gelegenheiten, bei 
denen ein halbes oder auch ein ganzes Prozent Fehler nicht schadet. Besondere 
Aufmerksamkeit wird u. a. der bequemen Eichung der Widerstandsgefäße ge- 
schenkt sowie der Zusammenstellung von Vorsichtsmaßregeln zur Vermeidung 
von Fehlern bei der Anwendung von Wechselströmen. Zu den Lösungen dann 
ülergehend, berücksichtigt das Buch zunächst die Technik einer bequemen Her- 
stellung von Lösungen und sodann ihre elektrische Untersuchung. Nach der 
praktischen Seite gibt das Buch Anwendungen, von denen Beispiele gegeben werden. 

Im Anhang befinden sich unter anderen Zusammenstellungen von Hilfs- 
zahlen usw. Tabellen, auf denen die Beobachtungen an wässerigen Lösungen, die 
in den Originalabhandlungen alle auf das Quecksilber als Widerstandseinheit 
bezogen sind, auf das Ohm umgerechnet erscheinen. 


39 


Verlag von B.G. Teubner in Leipzig und Berlin 


Theorie der Elektrizität. 


Von Dr. M. Abraham. 


I. Band. Einführung in die Maxwellsche Theorie der Elek- 
trizität. Mit einem einleitenden Abschnitte über das 
Rechnen mit Vektorgrößen in der Physik. Von Dr. 
A.Föppl. 3. umgearb. Aufl. von Dr.M. Abraham. 
Mit ıı Fig. [XVIlI u. 460 S.] gr.8. 1907. In’Leinw. 
geb. n. M. 12.— 


Il. — Elektromagnetische Theorie der Strahlung. Von Dr. 
M. Abraham. 2. Auflage. Mit 6 Figuren. [XI u. 
404 S.| gr.8. 1908. In Leinw. geb. n. 4 10.— 


Der bereits ın 3. Auflage vorliegende erste Band des Werkes 
beginnt mit der allgemeinen mathematischen Behandlung der 
Vektoren und Vektorfelder, und versieht so den Leser mit 
dem Rüstzeug, dessen er beim Studium der modernen Elek- 
trizitätstheorie bedarf. Die physikalischen Grundlagen der 
Maxwellschen Theorie werden auf induktivem Wege entwickelt, 
indem von den Gesetzen der statischen und stationären elek- 
trischen und magnetischen Felder ausgegangen und erst dann 
zu den elektro-magnetischen Feldgleichungen aufgestiegen wird; 
diese werden durch zahlreiche Anwendungen, insbesondere 
auf elektrische Wellen, dem Verständnis nahegerückt. Die 
Theorie des Ferromagnetismus und die Elektrodynamik be- 
wegter Körper bilden den Schluß des Bandes; hier bietet sich 
öfters Gelegenheit, auf die Auffassungen der Elektronentheorie 
anzuspielen. Die Dynamik der Elektronen, die in dem zweiten 
Bande ausführlich entwickelt wird, gibt die Grundlage für die 
Theorie beider Arten elektro-magnetischer Strahlung. Bei der 
Behandlung der Dispersion, der Magneto-Optik und der Optik 
bewegter Körper schließt der Verfasser sich im wesentlichen 
an H. A. Lorentz an. Er löst auf Grund der Lorentzschen 
Theorie das Problem der Reflexion des Lichts durch einen 
bewegten Spiegel und leitet so das thermodynamische Gesetz 
der strahlenden Wärme ab. Gewisse für die drahtlose Tele- 
graphie fundamentale Sätze über die Strahlung, die von hoch- 
frequenten Strömen ın linearen Leitern, insbesondere in Sende- 
antennen, ausgeht, haben ım zweiten Bande ihren Platz ge- 
funden. Beide Bände zusammen vermitteln eine umfassende 
Kenntnis des gegenwärtigen Standes der Elektrizitätstheorie, 
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isıta H Von J.). D. Sc. 
Elektrizitäts-Durchgang in Gasen. 1: 4. 1 merci 
etc. Deutsche autorisierte Ausgabe unter Mitwirkung des Autors besorgt und 
ergänzt von Dr. Erich Marx, Privatdozent an der Universität Leipzig, Mit 187 
Figuren. [VII und 587 8] gr. 8 1906. Geh. n. ‚JH. 18.—, in Leinwand 
geb. n. M. 19.— 


Das neu erforschte Gebiet der Kathodenstrahlen, der Röntgenstrahlen, der 
photoelektrischen Erscheinungen und der Radioaktivität, das je länger je mehr 
in die Interessensphären der gesamten Naturwissenschaft eingreift, findet in vor- 
stehendem Werke eine zusammenfassende Darstellung: die 19 Kapitel des Werkes 
bilden in sich abgerundete Monographien der Spezialgebiete der Gaseutladung, 
der Radioaktivität und der Röntgenstrahlung. Die schnelle Aufklärung des Ge- 
bietes ist ein glänzender Beweis der Fruchtbarkeit gaskinetischer Vorstellungen: 
die stets auf den Mechanismus des physikalischen Vorganges gerichtete Frage- 
stellung zeitigte im Cavendish Laboratorium die ersten Messungen der Wande- 
rungsgeschwindigkeiten der Ionen im Gase, führte J. J. Thomson zuerst zu der 
fruchtbaren, die Erscheinungen der Funkenentladung voll beherrschenden Idee der 
Ionisation durch Ionenstoß, hat in der Kathodenstrahlung die Elektronen er- 
kennen gelehrt und hat neuerdings zu einer die Erscheinungen der Radioaktivität 
umfassenden, für die Vorstellung vom Aufbau der Materie tiefbedeutenden 
Hypothese geführt. Die vom Bilde ausgehende, vor Einsetzen der mathematischen 
Analyse die dem Vorgange zugrunde liegende Mechanik der Erscheinungen klar 
explizierende Darstellung wird es auch dem der analytischen Methode ferner 
Stehenden ermöglichen, einen Einblick in das neue Gebiet zu gewinnen. Um 
hier dem Leser das Studium zu erleichtern, ist die deutsche Ausgabe mit 
Marginalien versehen, die den Inhalt der einzelnen Abschnitte sofort beim 
Durchblättern erkenntlich machen. Im übrigen ist in der deutschen Ausgabe den 
Fortschritten, die die Wissenschaft seit Erscheinen des englischen Werkes zu 
verzeichnen hat, Rechnung getragen. 


! 
’ 


Anfangsgründe der Maxwellschen Theorie ver- 
knüpft mit der Elektronentheorie. }°%,,D: F Rietarz 


versität Marburg. Mit 69 Abbildungen. [IX u. 2468S.] gr.8. 1909. Geh.n #.7.— 
in Leinwand geb. n. M. 8.— 


Verfasser hat über den obigen Gegenstand für den ersten Marburger Ober- 
lehrerkurs im Oktober 1906 eine Reihe von Vorträgen gehalten, die dem Drucke 
zu übergeben er von mehreren Teilnehmern gebeten wurde. Zwar werden diese 
Vorträge selbst in der angekündigten Schrift nicht veröffentlicht, aber ihr weiter 
ausgeführter Gedankengang: ungefähr in der Ausdehnung, wie Verfasser ihn in 
einer einstündigen Vorlesung des Wintersemesters 1904/05 und in daran an- 
schließenden Ergänzungen in den folgenden Semestern gebracht hat. Hieraus 
ist ersichtlich, daß es sich nicht um ein auf Vollständigkeit auch nur einiger- 
maßen Anspruch machendes Lehrbuch handeln soll. Um so größeres Gewicht ist 
aber auf möglichst klare und anschauliche Herausarbeitung der Grundbegriffe 
und fundamentalen Beziehungen gelegt worden. Dabei wird von vornherein von 
der Elektronentheorie Gebrauch gemacht; erst durch sie gewinnen die Begriffe 
der neutralen Elektrizität, der dielektrischen Polarisation in ponderablen Medien, 
der Leitung u. a. bestimmte Bedeutung, die ihnen in der ursprünglichen Max- 
wellschen Theorie fehlt. 


Die Entwicklungen sind alsdann in jedem Teilgebiete bis zur Ableitung der 
wicbtigsten experimentell gefundenen Einzelgesetze durchgeführt worden. Die 
Schrift soll einerseits das Bedürfnis nach einer kurzen Einführung in die mit 
der Elektronentheorie verknüpfte Maxwellsche Theorie erfüllen. Andererseits 
werden für ihren Gedankengang maßgebend sein die vom Verfasser verschiedent- 
lich zerstreut veröffentlichten eigenen Überlegungen und Herleitungen über die 
behandelten Grundlagen der miteinander zu verschmelzenden beiden modernen 
Theorien der Elektrizitätslehre. 
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Einführung in das Studium der theo- 
retischen Physik, wrane sı en Einitung 
die Theorie der physikalischen Erkenntnis. Von Dr. P. Volkmann, 


Professor an der Universität Königsberg i. Pr. [XVI u. 370 S.] 
gr.8. 1900. Geh. n. #. 9.-, in Leinwand geb. n. M. 10.20. 


Das vorliegende Werk will in erster Linie der Klarstellung der Grund- 
prinzipien der Mechanik dienen, wobei der Verfasser für die dabei zu über- 
windenden Schwierigkeiten das Bedürfnis zurzeit mehr in einer erkenntnis- 
theoretischen Klärung als in dem Versuch einer weiteren mathematischen 
Präzisierung erblickt. 


Die Stellungnahme des Autors zur Mechanik und zu ihren Grundprinzipien 
nimmt ihren Ausgangspunkt wesentlich von Newton und dürfte dahin kurz zu 
charakterisieren sein, daß die Mechanik, wie jede naturwissenschaftliche 
Disziplin, mehr ein gegenseitiges Bezugssysiem mit rückwirkender Verfestigung 
der einzelnen Teile eg ist und als ein solches dargestellt sein will, 
als ein einseitiges Bezugssystem, aufgeführt nach dem Muster einer mathe- 
matischen Disziplin, bei der alles auf die Festigkeit der Fundamente ankommt, 
und bei der die Teile des Gebäudes ziemlich unabhängig voneinander darauf 
aufgeführt werden können, ohne daß die gegenseitige Stützung eine sonderliche 
Rolle spielt. Die üblichen Darstellungen der Mechanik nach Art eines mathe- 
matischen Systems, dessen Stärke in der Konsequenz und Strenge der Deduktion 
liegt, bilden bei dieser Stellungnahme nicht höchsten Zweck und höchstes Ziel, 
aber sie bieten sich als ein sehr willkommenes Mittel dar, die Mechanik als 
Muster eines naturwissenschaftlichen Systems darstellen zu können, dessen 
Stärke in der innigen Durchdringung von Induktion und Deduktion besteht 
und stets bestehen wird. 


- - PR - | - Mathe- 
Die Prinzipien der Mechanik. „auch: 
Untersuchungen. Von Dr. L. Koenigsberger, Professor an der 
Universität Heidelberg. [XII u. 228 S.] gr. 8. 1901. In Lein- 
wand geb. n. MH. 9.— 


Die Untersuchungen von Helmholtz über die ‚‚Prinzipien der Statik 
monozyklischer Systeme‘‘ und ‚‚die physikalische Bedeutung des Prinzips der 
kleinsten Wirkung‘‘ haben den Verfasser dazu geführt, die in der Mechanik 
wägbaren Massen für die Kraft und deren Maß gegebene Definition zu ver- 
allgemeinern und auf Grund dieser Erweiterung die analytische Form der sich 
so ergebenden allgemeineren Prinzipien der Mechanik aufzustellen, welche die 
bekannten Prinzipien als spezielle Fälle umfassen. Aber all die erweiterten 
mechanischen Prinzipien will der Verfasser nur als mathematische Wahrheit 
betrachtet wissen, es wird grundsätzlich eine Erörterung der Frage ferngehalten, 
ob die allgemeinere Behandlung der Sätze der Mechanik irgendwie geeignet 
ist, physikalische Vorgänge komplizierterer Natur darzustellen. Wesentlich 
aber war es, bei der Ausdehnung des Begriffes des kinetischen Potentials die 
Erweiterung des Prinzips der ‚verborgenen Bewegung‘‘ und der ‚‚unvoll- 
ständigen Probleme‘ zu üntersuchen und die Frage allgemein zu erörtern, 
wann ein mechanisches Problem für eine bestimmte Anzahl von Parametern 
und unter dem Einfluß von Kräften irgendwelcher Ordnung sich auf ein Problem 
für eine größere oder geringere Anzahl von Parametern unter der Einwirkung 
von Kräften niederer oder höherer Ordnung reduzieren läßt. 
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Sehrbuch der Hydrodynamik 


von Horace Lamb 


Professor an der Viktoria-Universität Manchester. 


Deutsche autorisierte Ausgabe 


(nach der 3. englischen Auflage) unter Mitwirkung des Verfassers besorgt von 
Dr. Johannes Friedel. 
Mit 79 Fig. [XIV u. 788 S.] gr. 8. 1907. In Leinw. geb.n. .#. 20.— 


Es gibt wenige Werke auf dem gesamten Gebiete der mathematischen 
Physik, die gleichzeitig so viele Vorteile in sich vereinigen, wie die Hydro- 
dynamik von H. Lamb. Dieses Buch besitzt gleichen Wert für den Anfänger, 
der über die notwendigsten Grundlagen der höheren Mathematik verfügt, wie 
für denjenigen, der sich mit selbständigen Arbeiten befassen will. 

Zur Erleichterung des Verständnisses sind eine große Anzahl numerischer 
Beispiele sowie Stromliniendiagramme und andere Figuren eingefügt. In bezug 
auf Vollständigkeit der Literaturangaben ist wohl das denkbar möglichste erreicht 
worden; die wesentlichsten Arbeiten des Jahres 1903 sind noch berücksichtigt. 

So darf man behaupten, daß die 3. englische Auflage (Januar 1906) in jeder 
Hinsicht auf einer hohen Stufe der Vollkommenheit steht. Darum ist es selbst- 
verständlich, daß die deutsche Ausgabe ‚sich eng an das Original anschließt, 
und daß kein Anlaß vorlag, irgendwelche Änderungen oder Zusätze anzubringen. 


Sehrbuch der Elastizität 


von A.E.H. Love 


M. A. D.Sc., F.R.S., Professor an der Universität Oxford. 
Deutsche autorisierte Ausgabe 


unter Mitwirkung des Verfassers besorgt von 


Dr. Aloys Timpe 
Assistent an der Technischen Hochschule zu Danzig. 


Mit 75 Abb. [X VIu. 664 S.] gr. 8. 1907. In Leinw. geb. n. 4. 16.— 


Der Lovesche „Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity‘“ hat 
sich der präzisen und klaren Darstellungsweise und des erschöpfenden Inhalts 
wegen auch in deutschen Mathematiker-, Physiker- und Ingenieurkreisen wohl 
eingebürgert. Eine deutsche Übersetzung der eben jetzt erscheinenden zweiten 
Auflage des englischen Werkes dürfte daher von vornherein auf die Sympathien 
vieler rechnen, um so mehr als wir, von den inzwischen veralteten klassischen 
Darstellungen der Elastizitätstheorie abgesehen, bisher kein umfassendes Lehr- 
buch der Elastizität in Deutschland besitzen. Der Charakter des Buches 
ist derselbe geblieben, wie ihn der Verfasser in dem Vorwort zur ersten Auflage 
gekennzeichnet hat: ein vollständiger Abriß des gegenwärtigen Standes der 
Elastizitätstheorie, der in gleicher Weise auf die Behandlung der auftretenden 
mathematischen Probleme wie auf die unmittelbar für die praktischen An- 
wendungen fruchtbaren Untersuchungen eingeht. Dabei sind weitschweifige 
analytische Entwicklungen und Ausführungen von ausschließlich abstrakt- 
mathematischem Interesse, in denen sich die Elastiker der italienischen Schule 
zuweilen verlieren, ebensosehr vermieden wie technische Einzelheiten. Überall 
sind, soweit irgend möglich, noch die neuesten einschlägigen Arbeiten mit be- 
rücksichtigt, wie auch aus der Fülle von Literaturnachweisen hervorgeht. — 
Die deutsche Ausgabe erstrebt in der Ausdrucksweise und speziell in der 
Terminologie eine möglichst getreue Wiedergabe der kigenart des Originals. 
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Vorlesungen über Technische Mechanik. 


Von Dr. August Föppl, Professor an der Technischen Hochschule 
zu München. 6 Bände. gr. 8. In Leinwand gebunden. 


I. Band. Einführung in ” Mechanik. 3. Auflage. Mit 103 Figuren. [XVI u 
428 S.] 1905. n. M 10.— 


I. — Graphische Statik, 2. Auflage. Mit 176 Figuren. [XU u. 471 S.} 
1903. n. M. 10.— 

al. — Festigkeitsiehre. 4. Auflage. Mit Figuren. [ca. 450 S.] 1909. 
ca.n. M. 10.— 

IV. — Dynamik. ;., stark veränderte Auflage. Mit 7ı Figuren. [VII u. 
422 S.] 1909. n. ‚HL 10.— 

V — Die wichtigsten Lehren der höheren Elastitätstheorie. Mit 44 Figuren 
[XII u. 391 S.] 1907. n. M 10.— 

VI. — Die wichtigsten Lehren der höheren Dynamik. [In Vorbereitung.) 


Aus den Vorlesungen des Verfassers an der Technischen Hoch- 
schule zu München hervorgegangen, erstreckt sich das Werk über 
alle. Gebiete der Mechanik, die für den Ingenieur von Bedeutung 
sind. Für den Druck sind dabei noch manche Ergänzungen vor- 
genommen worden, die über den Inhalt des akademischen Vortrags 
hinausgehen und vielen willkommen sein dürften, die über den 
einen oder anderen Gegenstand noch etwas weiter gehende Auf- 
schlüsse zu erhalten wünschen. 

Zahlreiche Übungsbeispiele, die aus der Praxis des Maschinen- 
und Bauingenieurs entnommen und vollständig durchgerechnet sind, 


geben ausführliche Anleitung zur Anwendung der vorgetragenen 


Lehren. Besondere Sorgfalt ist ferner der Erörterung der grund- 
sätzlichen Fragen, namentlich jener, über die noch vielfach Un- 
klarkeit herrscht, zugewendet worden. 


Neuere Versuche zur Mechanik der festen und 
flüssi g en Körp er (mit einem Anhange über das „absolute Maßsystem‘“‘). 


Ein Beitrag zur Methodik des physikalischen Unter- 
richts von Dr. [Karl T. Fischer, Professor an der Kgl. Technischen Hochschule in 
München. Mit 55 Figuren. [V u. 68 S.] gr. 8 1902. Geb. n.M 2.— 

Das Büchlein verdankt seine Entstehung einer 1897 gehaltenen 
Vorlesung über Entwicklung der physikalischen Grundbegriffe und 
den in den beiden ersten Münchner Ferienkursen für Lehrer der 
Mathematik und Physik gehaltenen Experimentalvorträgen.. Es 
enthält eine Reihe von genau beschriebenen und durch Detail- 
zeichnungen erläuterten Versuchen, welche eine möglichst verständ- 
liche und doch streng richtige, experimentelle Entwicklung der 
mechanischen Begriffe im Mittelschulunterricht bezwecken und 
großenteils vom Verfasser selbst stammen und sonst noch nicht 
veröffentlicht wurden, zum Teil aber auch besonders wichtige und 
einfache Unterrichtsversuche anderer Physiker darstellen. In der 
Anordnung wurde versucht, den von Ernst Mach in seiner Ent- 
wicklung der Mechanik anfgestellten Forderungen zu genügen. 
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B. G. Teubners Sammlung 
von Lehrbüchern auf dem Gebiete der 


Mathematischen Wissenschaften 
mit Einschluß ihrer Anwendungen. 
gr. 8. In Leinwand geb. 


Diese Sammlung bietet in einzelnen in sich abgeschlossenen Werken zu- 
sammenfassende Darstellungen der wichtigsten Abschnitte der mathematischen 
Wissenschaften und ‘deren Anwendungen. Im einzelnen wollen diese Werke 
in ihrer ausführlichen, neben der rein wissenschaftlichen auch pädagogische 
Momente berücksichtigenden Darstellung die Möglichkeit zu selbständigem 
und von umfangreichen Quellenstudien unabhängigem Eindringen in die ver- 
schiedenen Disziplinen geben; in ihrer Gesamtheit aber sollen sie durch ihre 
eingehenden literarischen und historischen Nachweise ein genaues Bild von 
der modernen Entwicklung und von dem gegenwärtigen Stande der mathe- 
matischen Wissenschaften und ihrer Anwendungen darbieten. 


(Die mit ** bezeichneten Werke sind bereits erschienen; * unter der Presse.) 


**P, Bachmann, niedere Zahlentheorie. 2 Bände. I. (Bd.X,1.) 
*+E, Blaschke, Vorlesungen über mathematische Statistik. (Bd. XXIII.) 
M. Böcher, über die reellen Lösungen der gewöhnlichen linearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. 
H. Broecker, Lehrbuch der Versicherungsmathematik. 
*+4. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaßlehre. (Bd. XVII.) 
*+Q. H. Bryan, Lehrbuch der Thermodynamik. [Englisch.] (Bd. XXI.) 
@. Castelnuovo und F. Enriques, Theorie, der algebraischen Flächen. 
E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 2 Bände. 2. Auflage. 
I (Bd. IX,1.) *II (Bd. IX, 2.) 
M. Dehn, Lehrbuch der Analysis situs. 
**L, E. Dickson, linear Groups with an Exposition of the Galois Field Theory. 
[Englisch.] (Bd. VL) 
F. Dingeldey, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 
—— Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme. 
—— Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- und Integral- 
rechnung. 
‘@. Eneström (in Verbindung mit andern Gelehrten), Handbuch der Geschichte 
der Mathematik. 
F. Engel, Einführung in die Theorie der Transformationsgruppen. 
F. Enriques, Prinzipien der Geometrie. 
**0, Fischer, theoretische Grundlagen für eine Mechanik der lebenden Körper. 


% 


Ph. Forohheimer, Lehrbuch der Hydraulik. 
R. Fuöter, komplexe Multiplikation. 


Ph. Furtwängler, die Mechanik der einfachsten physikalischen Apparate und 
Versuchsanordnungen. 


**A, Gleichen, Lehrbuch der gepmetrischen Optik. (Bd. VIII) 
M. Grübler, Lehrbuch der hydraulischen Motoren. 
A. Quldberg, Lehrbuch der linearen Differenzengleichungen. 
J. Harknef, elliptische Funktionen. 
L. Henneberg, Lehrbuch der graphischen Statik. 
@. Herglotz, Lehrbuch der Kugel- und verwandter Funktionen. 
K. Heun u. R. v. Mises, die kinetischen Probleme der modernen Maschinenlehre. 
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Ferner: 


G. Jung, Geometrie der Massen. 
**+A, Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen. (Bd. XII) 
H. Lamb, Akustik. 
**___ Lehrbuch der Hydrodynamik. (Bd. XXVI) 
**+R, v. Lilienthal, Differentialgeometrie. 2 Bände I. (Bd. XXVIIL, 1.) 


*H. A. Lorentz, on the Theory of Electrons and its Application to the Phenomena 


of Light and Radiant Heat. [Englisch.] 

**G, Loria, spezielle, algebraische und transzendente Kurven der Ebene. "Theorie 
und Geschichte. (Bd. V.) 

Vorlesungen über darstellende Geometrie. 2 Bände. I. (Bd. XXV, 1.) 
*JI. (Bd. XXV, 2.) 

**A, E.H.Love, Lehrbuch der Elastizität. Deutsch von A. Timpe. (Bd. .XXIV.) 
A. Loewy, Vorlesungen über die Theorie der linearen Substitutionsgruppen. 
R. Mehmke, Vorlesungen über Vektoren- und Punktrechnung. 

**E, Netto, Lehrbuch der Kombinatorik. (Bd. VIL) 

**W, F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie. 2 Bände. I. (Bd. XX, 1.) 
E. Ovazza, aus dem Gebiete der Mechanik. 

**E, Pascal, Determinanten. Theorie und Anwendungen. (Bd. III.) 

S. Pincherle, Funktional-Gleichungen und -Operationen. 
*+Fr, Pockels, Lehrbuch der Kristalloptik. -(Bd. XIX.) 
A. Pringsheim, Vorlesungen über Zahlen- und Funktionenlehre. 
C. Segre, Vorlesungen über algebraische Geometrie, mit besonderer Be- 
rücksichtigung der mehrdimensionalen Räume. 
**D, Seliwanoff, Differenzenrechnung. (Bd. XIII.) 
P. Stäckel, Differentialgeometrie höherer Mannigfaltigkeiten. 
—— Lehrbuch der allgemeinen Dynamik. 
**0, Staude, analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und der 
Ebene. (Bd. XVL) 
—— Flächen und Flächensysteme LI. Ordnung. 
**Q, Stolz und J. A. Gmeiner, theoretische Arithmetik. (Bd. IV.) 
vr Einleitung in die Funktionentheorie. (Bd. XIV.) 
R. Sturm, Lehre von den geometrischen Verwandtschaften. 4 Bände. 
“I, (Bd KEVIL 1) WIE. (Ba ZAVH2) "DE 124 IV 2 

**4, E. Timerding, Geometrie der Kräfte. (Bd. I.) 

K. Th. Vahlen, Elemente der Algebra. 

A. Voß, Abbildung und Abwicklung der krummen Flächen. 

— —- Prinzipien der rationellen Mechanik. 
**J, @. Wallentin, Einleitung in die theoretische Elektrizitätslehre. (Bd. XV.) 
*+E,v.Weber, Vorlesungen über das Pfaffsche Problem und die Theorie der 

partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. (Bd. IL.) 
**A, Q. Webster, the Dynamics of Particles, of rigid, elastic, and fluid Bodies. 
[Englisch.)] (Bd. XI.) [Deutsche Ausgabe in Vorbereitung] 

—— Partial Differential Equations of Mathematical Physics. [Englisch.] 

**E, J, Wilozynski, projective differential Geometry of COurves and ruled Surfaces 

[Englisch.] (Bd. XVII.) . 
A. Wiman, endliche Gruppen linearer Transformationen. 
W. Wirtinger, algebraische Funktionen und ihre a a 
— — partielle Differentialgleichungen. 
H. 8. Zeuthen, die abzählenden Methoden der Geometrie. 

Verlagsanerbieten für diese hans werden der IR PURE ERROR B.@. Teubner 

stets willkommen sein. 
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Aus Natur und Geisteswelt 


Sammlung wissenschaftlich-gemeinverständlicher 
Darstellungen aus allen Gebieten des Wissens 


Jeder Band geh. M. 1.—, in Leinwand geb. 4 1.25. 


Erschienen sind ca. 260 Bände aus den verschiedensten Gebieten, u. &.: 


Ahrens, Mathematische Spiele. 

Auerbach, Die Grundbegriffe der mo- 
dernen Naturlehre. 

Bavink, Natürliche und künstliche 
Pflanzen- und Tierstoffe. _ 

Biedermann, Die technische Entwick- 
lung d. Eisenbahnen d. Gegenwart. 

Blau, Das Automobil. 

Blochmann, Luft, Wasser, Licht und 
Wärme. 

-—— Grundlagen der Elektrotechnik. 

Bock, Dia Uhr. 

Bongardt, Die Naturwissenschaften 
im Haushalt. 2 Bände. 

Börnstein, Wärmelehre. 

Börnstein-Marckwald, Sichtbare und 
unsichtbare Strahlen. 

Bruns, Die Telegraphie. 

Brüsch, Die Beleuchtungsarten der 
Gegenwart. 

Crantz, Arithmetik u. Algebra. 2 Bde. 
Eckstein, Der Kampf zwischenMensch 
und Tier. 

Franz, Der Mond. 

Frech, Vorzeit der Erde. 5 Bände. 

Gerber, Die menschliche Stimme. 

Giesenhagen, Unsere wichtigsten 
Kulturpflanzen. 

Gisevius, Werden und Vergehen der 
Pflanzen. 

Goldschmidt, Tierwelt d. Mikroskops. 

—— Die Fortpflanzung der Tiere. 

Graetz, Das Licht und die Farben. 

Hahn, Die Eisenbahnen. 

Hartwig, Das Stereoskop. 

Hausrath, Der deutsche Wald. 

Heilborn, Der Mensch. 

Hennings, Tierkunde. 

Hesse, Abstammungslehre und Dar- 
winismus. 

Janson, Meeresforschung u. Meeres- 
leben. 

Keller, Die Stammesgeschichte un- 
serer Haustiere. 

Kirchhoff, Mensch und Erde. 

Knauer, Die Ameisen. 

—— Zwiegestalt der Geschlechter in 
der Tierwelt. (Dimorphismus.) 


Kowalewski, Infinitesimalrechnung. 

Kraepelin, Die Beziehungen der Tiere 
zueinander und zur Pflanzenwelt. 

Küster, Vermehrung und Sexualität 
bei den Pflanzen. 

Launhardt, Am sausenden Webestuhl 
der Zeit. 

Maas, Lebensbedingungen der Tiere. 

Merckel, Schöpfungen der Ingenieur- 
technik der Neuzeit. 

—— Bilder aus der Ingenieurtechnik. 

Mie, Moleküle, Atome, Weiltäther. 

Miehe, Erscheinungen des Lebens. 

Müller, Bilder aus der chemischen 
Technik. 

Oppenheim, Das astronom. Weltbild. 


. Peter, Die Planeten. 


Pfannkuche, Religion und Natur- 
wissenschaft. 

Reukauf, Pflanzenwelt d. Mikroskops,. 

v. Rohr, Optische Instrumente. 

Sachs, Bau und Tätigkeit des mensch- 
lichen Körpers. 

Scheffer, Das Mikroskop. 

Scheid, Die Metalle. 

Scheiner, Bau des Weltalls. 

Schumburg, Die Geschlechtskrank- 
heiten. 

Stein, Die Anfänge der menschlichen 
Kultur. 

Teichmann,DerBefruchtungsvorgang. 

Thurn, Die Funkentelegraphie. 

Tobler, Kolonialbotanik. 

Unger, Wie ein Buch entsteht. 

Vater, Dampf und Dampfmaschine. 

—— Wüärmekraftmaschinen. 

—— Die neueren Fortschritte auf dem 
Gebiete der Wärmekraftmaschinen. 

—— Hebezeuge. 

Voges, Obstbau. 

Voigt, Deutsches Vogelleben. 

Weber, Wind und Wetter. 

Wedding, Das Eisenhüttenwesen. 


'Weinstein, Die Entstehung der Welt 


u. d. Erde nach Sage u. Wissenschaft. 
Wieler, Kaffee, Tee, Kakao usw. - 
Wislicenus, Der Kalender. 
Zacharias, Süßwasserplankton. 


Ausführlicher illustrierter Katalog umsonst und portofrei vom Verlag. 
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DIE KULTUR DER GEGENWART 


IHRE ENTWICKLUNG UND IHRE ZIELE 
HERAUSGEGEBEN VON PROF. PAUL HINNEBERG 


In 4 Teilen. gr. 8. Jeder Teil zerfällt in einzelne inhaltlich vollständig 
in sich abgeschlossene und einzeln käufliche Bände (Abteilungen). 


Teil I: Die geisteswissenschaft- anorganische und organische Natur- 


lichen Kulturgebiete. 1. Hälfte. wissenschaften, Medizin. 

Religion und Philosophie, Literatur, | Teil 1V: Die technischen Kultur- 
Musik und Kunst (mit vorangehender gebiete. Die Naturkräfte und ihre 
Einleitung zu dem Gesamtwerk). Verwertung. Kraftübertragung. Berg- 
Teil II: Die geisteswissenschaft- | bau und Hüttenwesen. Land- und Forst- 
lichen Kulturgebiete. 2. Hälfte. Staat wirtschaft. Mechanische Technologie. 


und Gesellschaft, Rechtund Wirtschaft. nern er nen 
P ö . : 2 und Reproduktionstechnik. Städtebau. 
Teil II: Die naturwissenschaft- | Yerkehrstechnik. Kriegstechnik. Tech- 


lichen Kulturgebiete. Mathematik, | nik der allgemeinen Kultur. 


Die „Kultur der Gegenwart“ soll eine systematisch aufgebaute, geschioht- 
lich begründete Gesamtdarstellung unserer heutigen Kultur darbieten, indem sie 
die Fundamentalergebnisse der einzelnen Kulturgebiete nach ihrer Bedeutung 
für die gesamte Kultur der Gegenwart und für deren Weiterentwicklung in 
großen Zusen zur Darstellung bringt. Das Werk vereinigt eine Zahl erster 
Namen aus allen Gebieten der Wissenschaft und Praxis und bietet Darstellungen 
der einzelnen Gebiete jeweils aus der Feder des dazu Berufensten In gemein- 
verständlicher, künstlerisch gewählter Sprache auf knappstem Raume. 


Von Teil I und II sind erschienen: 


Die allgemeinen Grundlagen der Kultur Die griechische und lateinische Literatur 
der Gegenwart. (I, ı.) [XV u. 671 S.] und Sprache. (I, 8) 2. Aufl. [VIO 
1906. Geh.n. fi. 16.—, geb. n. MM. 18.— u.494 S.] 1907. Geh. n. M. 10.—, geb. 
Dr orientalischen Religionen. (I, 3, r.) n. M. 12.— 
I u. 267 S. 6. Geh. n. Mt. 7.—, : 
2 ® De 7 el Die osteuropäischen Literaturen und die 
Die christliche Religion mit Einschluf mischen STADION: d 9) [VOL u. 
der israelitisch-jüdischen Religion. (I,4.) | 396 S.J] 1908. Geh. n. M. 10.—, geb. 
2.Aufl. [ca.800S.] 1909. In2 Teilen: I.Ge- n. AM. 12.— 


schichte derchristlichenReligion. Geh. | pjeromanisohen Literaturen u.Spraohen. 
n. ./. 9,60, geb. n. #. ı1., I. Syste- | Mit Einschluß des Keitischen.. (I, zı. x.) 
matische christliche Theologie. Geh.n. [VII u. 499 S.] 1908. Geh. n. M.12.— 
H. 6.60, geb. n. «I. 8.— geb. n. M.14— = 
Allgemeine Geschichte der Philosophie. 
(l, 5.) [ca. 25 Bogen.] 1909. Geh.n. Staat und Gesellschaft der neueren 


HH. 10.—, geb. n. MH. 12.— Zeit (bis zur französischen Revolution). 
Systematische Philosophie. (1,6.) 2. Aufl. (II, 5.) [VI u. 349 S.] 1908: Geh. 
[X u. 435 S.] 1908. Geh. n. M. 10.—, n. #.9.—, geb. n. MH. 11. — 

geb. n. fl. 12.— 


[IX u. 419 S.] 1906. Geh. n. fl. 10.—, (U, 8) [X, LX u. 526 5.] 1906. Geh. 
geb. n. M. 12.— n. AM. 14.—, geb. n. M. 16.— 
u Fe Er DEE Eu EEE u EEE EEE EEE une 
= über die einzelnen Ab- 
Probeheft und Sonder-Prospekte br; or ir Auszug aus 
dem Vorwort des Herausgebers, der Inhaltsübersicht des Gesamtwerkes, dem 
Autoren-Verzeichnis und mit Probestücken aus dem Werke) werden umsonst 
und postfrei vom Verlag versandt, ; 
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| G. Leieune - Dirichlets 
Vorlesungen 


über die 


Lehre von den einfachen und mehrfachen 


bestimmten Integralen 


: herausgegeben von 


G. Arendt. 


Mit Abbildungen. 1904. (XXIII u. 476 S.) 


Preis geheftet ‚#4 12,—, gebunden in Hibfrz. # 13,—. 
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5000. 2. 09, 


Aus den Urteilen der Presse. 


Das Archiv für Mathematik und Physik schrieb: Eine 
freudige Überraschung hat Herr Arendt den Mathematikern 
bereitet, indem er die ungemein sorgfältige Nachschrift einer 
Vorlesung Lejeune-Dirichlets über bestimmte Integrale vom 
Sommer 1854 der Öffentlichkeit übergab.. Er hat durch diesen 
schönen Beweis treuer Pietät dein hundertsten Geburtstag seines 
großen Lehrers in der würdigsten Weise sefeiert und gleich- 
zeitig die mathematische Literatur um ein vorzügliches Lehr- 
buch bereichert. Zeigen diese Vorlesungen an jeder Stelle die 
Meisterschaft der Darstellung, die wir an allen Schöpfungen 
Dirichlets bewundern, so erhalten sie noch dadurch einen 
eigenen Reiz, dab in ihnen die Persönlichkeit des großen 
Mathematikers lebendig hervortritt. In einzelnen Redewen- 
dungen, in den eigenartigen Fremdwörtern, in der frischen und 
abwechselungsreichen Diktion, die ganz die Unmittelbarkeit des 
gesprochenen Wortes besitzt, glaubt man ihn selbst zu hören, 
und wenn man sieht, mit welcher Klarheit er bei jedem Problem 
das Weseutliche hervorzuheben weiß, wie er jeden sich dar- 
bietenden Weg verfolgt und die einzelnen Methoden gegen- 
einander abwägt, so erhält mıan den Eindruck eines vollendeten 
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Kunstwerkes, und man begreift die tiefgehende Wirkung, die 
dieser Mann auf seine Hörer und auf die Gestaltung des 
mathematischen Hochschulunterrichts ausgeübt hat. Um nur 
einzelne Beispiele herauszugreifen, sei die Darstellung der 
Attraktion eines homogenen Ellipsoids, die Inhaltsbestimmung 


au} 

der Ellipse, die Ableitung des Integrals für Fr hervorgehoben. 

Monatshefte für Mathematik und Physik: Das vor- 
liegende Buch ist die genaue Wiedergabe einer vom Heraus- 
geber angefertigten Nachschrift der von Dirichlet im Sommer- 
semester 1854 an der Universität Berlin gehaltenen Vorlesung 
über bestimmte Integrale. Nur wenige Paragraphen sind einer 
im Jahre 1852 gehaltenen Vorlesung Dirichlets über dasselbe 
Thema entnommen. Ausgehend von der Definition und den 
einfachsten Eigenschaften der eigentlichen und uneigentlichen 
bestimmten Integrale werden behandelt: die Integration der 
rational gebrochenen Funktionen zwischen unendlichen Grenzen 
und die hieraus fließenden Eulerschen Formeln, sodann die 
Eulerschen Integrale. Es schließen sich hieran zwei Abschnitte 
über Auswertung der wichtigeren bestimmten Integrale, wobei 
besonders die Einführung komplexer Parameter in die Integrale, 
die durch 'Trennung des Reellen vom Imaginären 'eine große 
Zahl von Formeln liefert, ausgiebig angewendet wird. Ein 
weiterer Abschnitt bringt die Theorie der Doppelintegrale, als 


era BE von Friedr. Vieweg & Sohn, Breunschwei. ESL.ESO 
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Beispiel dient die Komplanation des dreiachsigen Ellipsoids. 
Es folgt die Berechnung der Attraktion eines Ellipsoids, 
zuerst nach Lagrange und Ivory, sodann nach der 
Methode des diskontinuierlichen Faktors, welch letztere 
auch noch auf andere mehrfache Integrale angewendet 
wird. Ein Anhang, betitelt: „Einige Anwendungen der 
bestiminten Integrale“, gibt ein von Dirichlet im An- 
schlußB an die Hauptvorlesung gehaltenes einstündiges 
Publikum wieder, aus dessen Inhalt besonders hervor- 
gehoben seien: die Produktdarstellungen undasymptotischen 
Darstellungen der Eulerschen Integrale und die Potenz- 
reiheuentwicklung der Funktionen komplexen Arguments. 
Wie man sieht, ist der Inhalt dieses Buches weniger 
umfangreich als der des Buches von G. FF. Meyer, 
welcher eine im Jahre 1858 gehaltene Vorlesung 
Dirichlets als Grundstock benutzte. Ilerr Arendt hat 
sich eben darauf’ beschränkt, nur das von Dirichlet 
Vorgetragene wiederzugeben, dies dafür mit der größt- 
möglichsten Treue. Da der Publikation einer vor fünfzig 
Jahren gehaltenen Vorlesung in erster Linie historisches 
Interesse zukommt, so wird man ihm hierin gewiß recht- 
geben. Daß anderseits das historische Interesse allein 
diese Publikation vollauf rechtfertigt, unterliegt keinem 
Zweifel. Daß jedermann in einer Vorlesung Dirichlets 
viel Anregendes finden wird, braucht nicht eigens betont 
zu werden. 


Lejeune-Dirichlets Vorlesungen. = 
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und postfrei vom Verlag versandt. 
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